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Рассмотрен алгоритм оптимального посимвольного приема сигнальных конструкций на основе
блоковых помехоустойчивых кодов в недвоичных полях. Показано, что основу разработанного ал-
горитма посимвольного приема составляет спектральное преобразование в базисе Уолша–Адамара.
Показано, что результирующая сложность разработанного алгоритма приема определяется размерно-
стью дуального кода, что обусловливает перспективность его применения для блоковых помехоустой-
чивых кодов с высокой кодовой скоростью. Приведены результаты моделирования разработанного
алгоритма приема с целью исследования помехоустойчивости для сигналов на основе кодов с провер-
кой на четность.
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ВВЕДЕНИЕ
Коды с проверкой на четность находят широ-

кое применение в схемах помехоустойчивого ко-
дирования, например, в блоковых турбокодах в
качестве составляющих кодов, в каскадных схемах
кодирования [1, 2]. Для этих кодовых схем разра-
ботаны процедуры итеративного приема на осно-
ве алгоритмов посимвольного приема составля-
ющих кодов, реализующих вычисление выход-
ных “мягких” (многоуровневых) решений для
кодовых символов с использованием входных
“мягких” решений с выхода демодулятора сиг-
налов [1, 3–5]. Это определяет низкую слож-
ность результирующих алгоритмов итеративно-
го приема данных кодовых схем, что обусловли-
вает их практическое применение в системах
связи различного назначения, в частности, бло-
ковые турбокоды на основе рассматриваемых
составляющих кодов с проверкой на четность
применяются в оптических системах связи, в си-
стемах магнитной записи [6, 7].

Правило оптимального посимвольного прие-
ма минимизирует вероятность ошибки на кодо-
вый символ в отличие от правила приема макси-
мального правдоподобия, минимизирующего ве-
роятность ошибки на кодовое слово [8]. Известен
ряд алгоритмов посимвольного приема сигналов

на основе помехоустойчивых линейных кодов в
двоичном поле , например, на основе ис-
пользования решетчатой структуры дуальных ко-
дов, а также на основе использования спектраль-
ного преобразования в базисе Уолша–Адамара
[9, 10]. Актуальной является проблема разработки
и исследования алгоритмов посимвольного прие-
ма для сигналов, соответствующих кодам в недво-
ичных полях  [1, 2]. Этот подход позволяет
расширить класс эффективных сигнальных и ко-
довых конструкций и согласуется с направлением
развития теории класса помехоустойчивых кодов
в недвоичных полях [1, 2, 8, 11–14]. В этот класс
входят коды Рида-Соломона и низкоплотност-
ные коды [15–18], интенсивно используемые в
приложениях.

В статье рассматривается алгоритм оптималь-
ного посимвольного приема, реализующий вы-
числение “мягких” решений для кодовых симво-
лов с использованием входных “мягких” решений
для сигнальных конструкций, соответствующих
кодам в недвоичных полях  Исследование
помехоустойчивости этого алгоритма произведе-
но для сигнальных конструкций, соответствую-
щих кодам с проверкой на четность.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть  – последователь-
ность информационных символов – элементов
поля  Проверочный символ  кодового
слова  кода с проверкой на четность задается в
виде суммы [14, 19]

(1)

Суммирование в (1) осуществляется в поле
 элементы поля  представляются много-

членами [18]

(2)

Кодовые символы   сопоставля-
ются сигналам, которые передаются по физиче-
ским каналам. На вход приемного устройства по-
ступает реализация  где  –
“мягкие” решения (в общем случае комплексные),
поступающие с демодулятора сигналов.

Оптимальное посимвольное правило приема
заключается в вычислении апостериорных веро-
ятностей   и коэффициен-
тов   на основе ко-
торых вычисляются “мягкие” решения  [1, 9]

(3)

С использованием  принимаются “жест-
кие” решения относительно оценки символов  и
значений коэффициентов 

(4)

Апостериорные вероятности кодовых симво-
лов  задаются выражением [9]

(5)

где  – условная вероятность кодового сло-
ва  для реализации .

Функция правдоподобия  в (5) опреде-
ляется моделью физического канала, для канала
без памяти –
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Априорные вероятности сообщений  полагают-
ся равными 

Сложность реализации (5), определяемая тре-
буемым объемом вычислительных операций,
оценивается соотношением  и даже для
малых значений  вычисление (5) представляет
трудноразрешимую проблему.

Суть задачи – дать описание разработанного
эффективного относительно сложности реализа-
ции алгоритма оптимального посимвольного при-
ема с входными и выходными “мягкими” решени-
ями для сигнальных конструкций, соответствую-
щих помехоустойчивым кодам в недвоичных
полях  а также привести результаты моде-
лирования разработанного алгоритма приема с це-
лью оценки вероятностных характеристик для
ряда сигнальных конструкций, соответствующих
кодам с проверкой на четность.

2. АЛГОРИТМ ОПТИМАЛЬНОГО 
ПОСИМВОЛЬНОГО ПРИЕМА СИГНАЛОВ

Введем в рассмотрение функции [13]

(6)

где  – элементы поля  a × b =
 – произведение элементов  в поле

 задаваемого по модулю неприводимого

многочлена  степени m; 

Функции  принимают значения . Пола-
гаем, что элементы b, a определяют номер и аргу-
мент функции  При фиксированном  и
для   произведения  прини-
мают все значения поля  и функции 
эквивалентны функциям Уолша  с переме-
женными значениями номеров и аргументов.
Функции Уолша с длительностью  определя-
ются соотношением

где ,  – двоичное представление чисел a и b.
Справедливы условия ортогональности [13]

(7)

(8)

Функции  также ортогональны в области их
определения, их полное множество представляет
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ортогональный базис, по которому можно разло-
жить дискретные функции длительностью  в ряд.

Для базисной системы функций Уолша разра-
ботаны производительные алгоритмы быстрого
спектрального преобразования, которые также
могут быть применены к перемеженной базисной
системе (6).

Утверждение. Пусть неприводимый много-
член, порождающий поле , имеет вид

 ( ), элемент поля 
имеет единичную компоненту на ( )-й пози-
ции ( ) и нулевые на остальных позициях
( ). В этом случае закон перемеже-
ния номеров  для функций  опре-

деляется соотношением для компонент 

(9)

Для доказательства утверждения представим
произведение  в виде

(10)

С использованием соотношения (10) имеем

(11)

где  – ( -я компонента многочлена .
Для значений  выполняется усло-

вие  и справедливо соотношение

 В этом случае имеем

 Верхнее соотношение (10) утвержде-
ния доказано.

Для значений  имеем

(12)

При  первое слагаемое в (13) имеет вид
 Второе слагаемое в (12) имеет подобное со-

ставляющее при условии  однако в соот-
ветствии с предположением  Поэтому
имеем результирующее выражение  =

 Нижнее соотношение в (9) доказано.
Алгоритм оптимального посимвольного приема

сигналов в поле  включает три этапа [13].
На первом этапе выполняется спектральное

преобразование в базисе  с размерностью 
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над последовательностью “мягких” решений

(13)

Здесь  – номер позиции кодовых
символов.

Верным является обратное преобразование

На втором этапе вычисляется спектральное
множество 

(14)

Cпектральное множество  вычисляется с
использованием величин  (13) и множества
кодовых слов  дуального кода  с параметрами

(15)

Сложность вычисления соотношения (14) оценива-
ется приведенным выше значением , сложность
вычисления (15) оценивается как  для
значений  справедливо условие 

Доказательство соотношения (15) основано на
использовании свойств ортогональности (7), (8)
для функций  Запишем (15) в виде

(16)

Здесь  если  иначе 

Выражение (16) преобразуется к следующему
виду:
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Рассмотрим выражение для  входяще-
го в состав (17):

(18)

Учитывая условие  и свойство
ортогональности (8)

(19)

имеем соотношение

Суммирование в соотношении производится для
кодовых слов  дуального кода

. С использованием (17)–(19) получается резуль-
тирующее выражение (15) относительно .

На третьем этапе вычисляются апостериор-
ные вероятности  с использованием
обратного спектрального преобразования над

 (16)

(20)

Наиболее простым является рассматриваемый
алгоритм посимвольного приема для сигнальных
конструкций на основе кодов с проверкой на чет-
ность. В этом случае множество кодовых слов 
дуального кода  с параметрами ( ) содер-
жит  последовательностей кодовых символов
одинаковых элементов  длительно-
стью  [19].

Для двоичного поля  множество кодовых
слов  дуального кода содержит лишь два кодо-
вых слова с элементами  и  Для канала
с аддитивным белым гауссовским шумом
(АБГШ) с односторонней спектральной плотно-
стью  и для сигналов длительностью  с двоич-
ной фазовой манипуляцией (ФМ2) условная плот-
ность вероятности  задается выражением
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Подставляя это выражение в соотношения (13),
(15) и (20), получаем результирующее выражение
для отношения правдоподобия

(21)

Значения  эквивалентны выходным “мягким”
решениям, при условии  принимается
“жесткое” решение  иначе  Здесь

 – функция тангенс гиперболический.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

На рис. 1 и 2 приведены вероятностные харак-
теристики (вероятности ошибки  на кодовое
слово в зависимости от отношения сигнал/поме-
ха  (  – энергия сигналов на информаци-
онный бит)) для АБГШ-канала при приеме сиг-
нальных конструкций на основе сигналов ФМ2 и
кодов с проверкой на четность в полях 

 и  порождающие многочлены кото-
рых приведены в таблице  [19].

Вероятностные характеристики получены пу-
тем моделирования приведенного алгоритма опти-
мального посимвольного приема с вычислением
выходных “мягких” решений при передаче кодовых
слов с информационным объемом ≈150 битов. При
этом число информационных символов, эквива-
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Рис. 1. Зависимости вероятности ошибки  от от-
ношения сигнал/помеха при посимвольном приеме
сигнальных конструкций на основе сигналов ФМ2 и
кода с проверкой на четность в поле  (кривая 1),

 (кривая 2),  (кривая 3).
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лентных элементам полей ,   и
, равно  50, 38 и 25 соответственно.

При выполнении моделирования производит-
ся интервальная оценка вероятности  путем
вычисления частости  где  – число оши-
бочных решений в последовательности испыта-
ний . Требуемое количество вычислительных
экспериментов  определяется размером довери-
тельного интервала, вероятностью , довери-
тельной вероятностью  [20]. Например, для

значения  доверительного интервала
[ ] и  требуемое количество
экспериментов оценивается значением 1540000.

На рис. 1 вероятностная кривая 1 соответству-
ет результату моделирования алгоритма посим-
вольного приема (23) ФМ2 сигналов на основе
кода с проверкой на четность в поле . Веро-
ятностные кривые 2 и 3 получены в результате
моделирования алгоритма посимвольного прие-
ма (13), (15), (20) сигналов на основе кода с про-
веркой на четность в поле  и  Видно,
что при увеличении объема полей вероятности

(2)GF 3(2 ),GF 4(2 )GF
6(2 )GF 150,k =

ошP
,w x u= x

u
u

ошP
довP

4
ош 10 ,P −=

ош ош0.5 ,1.5P P дов 0.95P =

(2)GF

3(2 )GF 6(2 ).GF

ошибки  монотонно уменьшаются для фикси-
рованных значений  вероятность

 достигается при  дБ для

поля , при  дБ для поля  и

при  дБ для поля 
На рис. 2 приведены вероятностные кривые,

полученные в результате моделирования алгорит-
ма (13), (15), (20) посимвольного приема сигналь-
ных конструкций на основе ортогональных
функций Уолша с объемом 8, 16 и 64 и на основе
кода с проверкой на четность в полях 

 и  В этом случае условная плот-
ность вероятности  
определяется выражением

где   – двоичные коэффициен-
ты при представлении соотношением (2) элемен-
та поля α в виде многочлена степени m. Видно,
что при увеличении объема полей (при увеличе-
нии объема ортогональных функций Уолша) ве-
роятности ошибки  монотонно уменьшаются
для фиксированных значений  вероят-

ность  достигается при  дБ

для поля , при  дБ для поля

 и при  дБ для поля .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Приведено описание алгоритма оптимального

посимвольного приема сигнальных конструкций
на основе сигнальных “созвездий” и блоковых
помехоустойчивых кодов в недвоичных полях

, формируемых по модулю неприводимого
многочлена степени m. Правило посимвольного
приема минимизирует вероятность ошибки на
кодовый символ в отличие от известного правила
максимального правдоподобия, минимизирую-
щего вероятность ошибки на кодовое слово. При
реализации правила посимвольного приема вы-
числяются апостериорные вероятности кодовых
символов, эквивалентные “мягким” решениям,
используемым в алгоритмах итеративного приема
наиболее эффективных кодовых конструкций,
например, блоковых турбокодов, турбоподобных
кодов.

Основу разработанного алгоритма посимволь-
ного приема составляет спектральное преобразова-
ние в базисе Уолша-Адамара, размерность которого

ошP
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4
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Порождающие многочлены  для полей 
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3(2 )GF 3 1x x+ +
4(2 )GF 4 1x x+ +
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Рис. 2. Зависимости вероятности ошибки  от от-
ношения сигнал/помеха при посимвольном приеме
сигнальных конструкций на основе ортогональных
функций Уолша и кода с проверкой на четность в по-

ле  (кривая 1),  (кривая 2),  (кри-
вая 3).
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определяется размерностью поля . Результиру-
ющая сложность разработанного алгоритма по-
символьного приема определяется размерностью
дуального кода, что обусловливает перспектив-
ность его применения для блоковых помехоустой-
чивых кодов с высокой кодовой скоростью (с низ-
кой избыточностью).

Исследование вероятностных характеристик
рассматриваемого алгоритма посимвольного
приема произведено путем его моделирования
для сигнальных конструкций на основе “созвез-
дия” ФМ2 сигналов и ортогональных функций
Уолша и высокоскоростных кодов с проверкой на
четность в полях    
Показано, что при увеличении размерности поля

 повышается помехоустойчивость передачи ин-
формации по каналу АБГШ, в частности, для ве-
роятности ошибки на кодовое слово 
энергетический выигрыш достигает 0.4 дБ для
поля  по отношению к полю .

Разработка алгоритмов итеративного приема
на основе рассмотренного алгоритма оптималь-
ного посимвольного приема для эффективных
кодовых конструкций, например для блоковых
турбокодов, формируемых на основе блоковых
кодов в недвоичных полях  представляет
перспективное направление исследований.
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