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На основе рассмотрения краевой задачи на присоединенном уравнении Гельмгольца показывается
возможность существования в неоднородных направляющих структурах несобственных волн как
колебаний, “привязанных” к источнику. Предлагается такую краевую задачу трактовать как само-
согласованную, поскольку в ней учитывается обратное влияние поля на источник. Приводится
пример самосогласованной краевой задачи, описывающей комплексный резонанс, как особый вид
несобственных колебаний.
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ВВЕДЕНИЕ
Наиболее общим решениям несамосопряжен-

ных краевых задач соответствуют [1] комплексные
собственные значения, которые значительно рас-
ширяют спектры волн направляющих структур.
Комплексность собственных значений определяет
комплексность волновых чисел. Комплексные
волновые числа в направляющих структурах без
диссипации энергии соответствуют [2–4] ком-
плексным волнам (КВ). Наглядная классифика-
ция волн открытых направляющих структур дана
в [5]. Классификация волн в неоднородных экра-
нированных направляющих структурах [2] требу-
ет дополнений.

Понятие “несобственные волны” в направля-
ющих структурах как описываемые решениями
краевых задач с неоднородными граничными
условиями, по-видимому, было впервые введено
В.В. Шевченко [5]. В работах [6–9] показано, что
в экранированных волноводах с неоднородным
заполнением наряду с собственными волнами
могут существовать присоединенные к источнику
несобственные волны, описываемые краевыми
задачами на присоединенном уравнении Гельм-
гольца, под которым понимается уравнение с
правой частью, являющейся решением однород-
ной краевой задачи на том же самом уравнении,
но с нулевой правой частью. Такие краевые зада-
чи являются самосогласованными, поскольку в
них учитывается обратное влияние возбуждаемо-
го поля на первичный источник, и волновые чис-
ла в функциях поля и источника совпадают. Ис-
точники указанного вида можно классифициро-
вать как источники типа антенны бегущей волны,

находящейся в синхронизме с возбуждаемым ей
полем, либо как источники, включенные граничны-
ми условиями в замкнутую колебательную систему.
Постоянная “подпитка” поля распределенным (бе-
гущим) источником приводит к его (поля) линейно-
му нарастанию в направлении распространения.
Возникает эффект, подобный взаимодействию вол-
новодного поля с полем пространственного заряда,
наблюдаемый в лампе бегущей волны.

При парном возбуждении КВ, имеющих ком-
плексную сопряженность по волновым числам и
амплитудам, образуется колебание [6–9], “при-
соединенное” к источнику, которое описывается
самосогласованной краевой задачей на присо-
единенном уравнении Гельмгольца, то есть на
уравнении, в правой части которого стоит реше-
ние однородной краевой задачи. Особенность
комплексного резонанса заключается в том, что
он существует во всем диапазоне комплексных
волн при обязательном присутствии источника.
Колебания, соответствующие комплексному резо-
нансу (КР), будучи присоединенными к источнику,
являются несобственными. Данная работа является
продолжением работы [9]. В ней даются дополни-
тельные пояснения по формулировке присоеди-
ненных самосогласованных краевых задач, по
представлению их решений, соответствующих при-
соединенными функциями. Дается развернутая за-
пись этих функций. Отмечается, что присоединен-
ная краевая задача в предлагаемой формулировке
является самосогласованной и (в силу наличия у
уравнения Гельмгольца правой части) неоднород-
ной, вследствие чего присоединенные волны и ко-
лебания являются несобственными.
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1. САМОСОГЛАСОВАННЫЕ 
ПРИСОЕДИНЕННЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ

Поля в направляющих структурах описывают-
ся векторами Герца во взаимных структурах, как
правило, их продольными компонентами, удо-
влетворяющими уравнению Гельмгольца. После
разделения переменных получаются задачи на
собственные значения вида:

(  – граничные условия), в которых коэффи-
циенты дифференциальных уравнений и уравне-
ний  являются аналитическими функция-
ми параметра 

Когда  – собственное значение, а  –
собственная функция, ему соответствующая, функ-
ция  будет [1] присоединенной к функции 
если она удовлетворяет уравнению:

где 
Отсюда следует, что каждой собственной

функции можно поставить в соответствие присо-
единенную функцию, которая вместе с  будет
описывать присоединенную волну.

В работах [6–9] обсуждались вопросы теории
присоединенных волн в двухслойных изотропных
направляющих структурах. Рассмотрим краевую
задачу для присоединенных к источнику (суще-
ствующих только в его присутствии) бегущих волн
и колебаний круглого двухслойного экранирован-
ного волновода (КДЭВ). Радиус внутреннего слоя
a (область 1), радиус экрана b. Области 2 соответ-
ствует интервал [a, b]. Она (задача) состоит из
уравнения:
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которое называем присоединенным уравнением
Гельмгольца, и граничных условий
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где  – продольные компоненты электриче-
ского и магнитного векторов Герца; a и b – ради-
усы внутреннего слоя и экрана;  и  –
продольные волновые числа присоединенной
волны [6, 7] и комплексных волн (КВ) [10, 11], со-
ответственно.

Функции  в правой части уравнения (1)
имеют [8] вид:

 при r ∈ [0, a];

при r ∈ [a, b]

где   – цилиндрические функции
первого и второго рода;  – поперечные волно-
вые числа.

Правую часть уравнения (1) можно рассматри-
вать либо как функцию распределенного источ-
ника типа бегущей волны, а присоединенную
краевую задачу (1), (2) – как задачу о возбужде-
нии волн, “присоединенных” к указанному ис-
точнику, либо как функцию источника (нижняя
действительная функция координаты z), создаю-
щего КР.

Решения сформулированных краевых задач
записываем [9] в виде:

(3)

где функции  удовлетворяют [6–9] урав-
нениям (штрих означает производную по ради-
альной координате)

(4)

которые получаются, после разделения в (1) пере-
менных, и граничным условиям Дирихле и Ней-
мана при 

Уравнения (4) можно рассматривать как присо-
единенные уравнения Бесселя.
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КАПУСТИН и др.

Функции  в интервале  за-
писываются как:

(5)

В интервале r ∈ [0, а] решения уравнения (4),
полученные методом Лагранжа, имеют вид:

(6)

где  – решения уравнения

(7)

соответствующие краевым задачам Дирихле и
Неймана;  – вронскиан, записываемый как

 – 

 – функция Неймана.
Из граничных условий (2б) получаем систему

функциональных уравнений, зависящих от про-
дольной координаты. Приравнивая в них члены,
имеющие линейную зависимость от координаты
z, получаем систему линейных однородных алгеб-
раических уравнений относительно коэффици-
ентов  Условие нетривиальности решений
этой системы дает уравнение, совпадающее с дис-
персионным уравнением собственных волн круг-
лого двухслойного экранированного волновода.

Члены в вышеуказанных функциональных
уравнениях, не имеющие координатной зависимо-
сти, при условии (4) дают систему линейных неод-
нородных алгебраических уравнений относительно
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коэффициентов:  Главные определители двух
систем (однородной и неоднородной) совпадают.
Будучи приравненными нулю, они дают диспер-
сионные уравнения собственных волн КДЭВ.

Нетривиальные решения системы линейных
однородных алгебраических уравнений (коэффи-
циенты ) подставляются в систему неоднород-
ных уравнений, которая решается относительно ко-
эффициентов 

Поскольку для волн, описываемых решени-
ями (3) должны выполнятся граничные усло-
вия (2б), необходимо, чтобы системы однород-
ных и неоднородных линейных алгебраических
уравнений имели совместные решения. Система
однородных уравнений имеет нетривиальные ре-
шения только при равенстве нулю ее определите-
ля. Поскольку главный определитель системы не-
однородных уравнений совпадает с определите-
лем системы однородных уравнений, система
неоднородных уравнений может иметь решения
только при равенстве нулю ее дополнительных
определителей. Таким образом, собственные зна-
чения краевой задачи, определяющие волновые
числа волн, описываемых этой задачей, находятся
[6–9] как совместные решения трех трансцен-
дентных уравнений.

Каждое из этих уравнений решается совместно
с уравнениями:

(8)

Волнам, описываемым рассматриваемой при-
соединенной краевой задачей, соответствуют
решения, удовлетворяющие одновременно всем
трем указанным уравнениям совместно с урав-
нениями (8), связывающими волновые числа.
Численное решение указанных уравнений [6, 7]
показало существование их совместных реше-
ний, соответствующих волнам, которые можно
назвать присоединенными к источнику, посколь-
ку они описываются уравнением (1), в правой ча-
сти которого стоит функция (описывающая ис-
точник), являющаяся решением соответствую-
щей краевой задачи на однородном уравнении
Гельмгольца.

Объединяя математическую и физическую
идеологии, можем заключить, что, решая крае-
вую задачу на присоединенном уравнении Гельм-
гольца, получаем волны, существующие только
при наличии источника, присоединенные (при-
вязанные) к нему, то есть присоединенная крае-
вая задача является самосогласованной и в то же
время имеющей нетривиальные решения только
при наличии источника. Специфика записи пра-
вой части уравнения (1) говорит о самосогласо-
ванности решаемой задачи. В постановке (1), (2)
присоединенная краевая задача фактически яв-
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ляется задачей о возбуждении поля согласован-
ным с ним источником.

2. ПРИСОЕДИНЕННЫЕ ВОЛНЫ 
И КОЛЕБАНИЯ

Таким образом, присоединенную задачу в пред-
лагаемой формулировке можно рассматривать как
особый вариант задачи о возбуждении. Подставляя
решение (3) в уравнение (1), получаем:

(9)

Из (9) видно, что решение (3) удовлетворяет с
учетом уравнения (4) присоединенному уравне-
нию Гельмгольца (1) при условии:

(10)

Как и должно быть, характер возбуждаемой за-
данным источником волны определяется ампли-
тудой  этого источника – условием, наклады-
ваемым на эту амплитуду.

В том случае, когда

(11)

решения (3) удовлетворяют обычному (однород-
ному) уравнению Гельмгольца и соответствуют
точкам жордановой кратности волновых чисел
[12], обеспечивая полноту системы волн направ-
ляющей структуры [12–14].

Условия (10), (11) являются естественными до-
полнительными условиями, накладываемыми на
источник, поскольку от последнего зависит вид
возбуждаемого им поля: несобственного колеба-
ния, в частности, соответствующего (при возбуж-
дении пары сопряженных КВ) комплексному ре-
зонансу. В [15–18] показано, что для возбуждения
сопряженной пары КВ необходимо брать источ-
ник, описываемый действительной функцией ко-
ординат. В этом случае возбуждается присоеди-
ненное колебание, дающее КР. Для возбуждения
индивидуальных КВ нужен источник типа антен-
ны бегущей волны. Это учитывается в представ-
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лении (3). Таким образом, задача о существова-
нии присоединенной волны (колебания) есть за-
дача одномодового возбуждения.

Сформулированная задача о возбуждении КР
является самосогласованной, а колебание, соот-
ветствующее КР, следует называть колебанием,
присоединенным к источнику. Самосогласовн-
ность задачи следует из совпадения волновых чи-
сел в правых частях уравнений (1), (4) с волновыми
числами КВ, образующих колебание, соответству-
ющее КВ.

Таким образом, источники, описываемые дей-
ствительными функциями координат, возбуждают
в КДЭВ по обе стороны от себя по две комплекс-
ных волны с противоположно направленными фа-
зовыми скоростями. Это приводит к возникнове-
нию стоячей волны, поле которой локализовано
вблизи источника. При этом отрезок волновода,
включаемый “на проход” или “на отражение”
(в первом случае в плоскости симметрии, перпен-
дикулярной оси волновода, располагаются воз-
буждающий и воспринимающий электроды, во
втором – лишь один возбуждающий электрод), во
всем диапазоне комплексных волн ведет себя как
резонатор и обладает при этом фильтрующими
свойствами. Поскольку в отличие от обычного
резонанса отмеченное явление, возникающее в
двухслойном экранированном волноводе, обна-
руживает резонансные свойства (возрастание вы-
ходного сигнала в схеме “на проход” и резкое па-
дение коэффициентов стоячей волны  в схеме
“на отражение”) во всем частотном диапазоне
комплексных волн, оно классифицировано
[15, 16] как “комплексный резонанс”.

Резонансным признаком рассматриваемого яв-
ления служит факт увеличения запасенной энергии
в указанной выше полосе частот, что позволяет вве-
сти понятие добротности (в энергетической форму-
лировке), вычислить ее и измерить косвенным ме-
тодом. Поскольку КР существует только в при-
сутствии источника, возбуждающего пару КВ, и
описывается присоединенной краевой задачей,
соответствующее ему колебание следует назы-
вать присоединенным, а краевую задачу полагать
самосогласованной.

Поскольку в правой части уравнения (1) стоит
действительная функция (нижняя строка), ис-
точник создает [12, 13] сопряженную пару КВ, об-
разующих КР. Поскольку указанные КВ связаны
через источник, образуемое ими колебание, соот-
ветствующее КР, можно называть присоединен-
ным к источнику, а краевую задачу, описываю-
щую КР, следует считать самосогласованной. КВ,
описываемые уравнением (1) с нижней правой
частью, возбуждаются независимо и являются
присоединенными к источнику волнам. В этом

стUK
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случае распределенное взаимодействие с источ-
ником.

Заменой функций  описывающих
поля во внешней области двухслойной структу-
ры, на функции Ганкеля  можно перей-
ти от краевой присоединенной задачи для кругло-
го двухслойного экранированного волновода к
задаче для открытого ДВ. Поскольку в этом слу-
чае формулировать граничные условия задач Ди-
рихле и Неймана на внешней границе нет необхо-
димости, решение уравнения (4) можно записать
непосредственно в виде (6). Присоединенным
волнам (колебаниям), описываемыми краевыми
задачами на обычном уравнении Гельмгольца со-
ответствуют решения дисперсионных уравнений
в точках жордановой кратности волновых чисел
[16–18].

3. РАСЧЕТ ДОБРОТНОСТИ КР
Теоретически собственная добротность ком-

плексного резонанса рассчитывалась по следую-
щей схеме.

Выразив компоненты поля через векторы Герца:

где функции   – комбинации ци-
линдрических функций, обеспечивающие вы-
полнение на экранирующей поверхности гранич-
ных условий Дирихле и Неймана, соответствен-
но, подставляем их и решения дисперсионного
уравнения в формулу:

(12)

учитывающую потери в диэлектрике и в экрани-
рующей поверхности волновода.

В (12) индексы “1”, “2” соответствуют внутрен-
ней и внешней областям двухслойного волновода;
S – экранирующая поверхность,  – проводимость
ее материала; f – частота комплексного резонанса.
Формула (12) записана в гауссовой системе единиц.

Результаты расчета показали, что добротность
комплексного резонанса в волноводных структурах
рассмотренного типа имеет порядок 
(  ) и уменьшается с прибли-
жением к нижней частотной границе диапазона
существования комплексных волн.

Значительное отличие теоретического резуль-
тата от экспериментального объясняется влияни-
ем внешних цепей резонатора (эксперименталь-
но измерялась нагруженная добротность). Кроме
того, при определении добротности полагалось,
что распределения полей в области, заполненной
диэлектриком, при комплексном и эталонном
резонансах совпадают, однако в действительно-
сти это выполняется лишь приближенно.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Показано, что самосогласованные присоеди-

ненные краевые задачи фактически являются за-
дачами одномодового возбуждения. Присоеди-
ненные колебания (волны), описываемые крае-
выми задачами на уравнении Гельмгольца, в
правой части которого стоит решение однород-
ной краевой задачи на этом же уравнении, могут
существовать только при наличии источника, то

есть являются несобственными. Это второй вид
несобственных волн – несобственных из-за при-
сутствия источника. Первый вид [5] – из-за неодно-
родности (в частности, на бесконечности) гранич-
ных условий. Главное – будучи несобственными,
зависящими от источника, волны (колебания),
присоединенные к источнику, зависят, с учетом
соотношений (10), (11), от амплитуд источников.

Отмечается, что в диапазоне существования
комплексных волн при условии их парного воз-
буждения в круглом двухслойном экранирован-
ном волноводе возникает резонансное явление,
получившее [16–18] название “комплексный резо-
нанс”. Установлено его (резонанса) соответствие
самосогласованной присоединенной краевой за-
даче, описаны его характерные особенности. Сде-
лана оценка добротности комплексного резонанса
при реализации его в отрезке КДЭВ. Колебание,
соответствующее КР предлагается классифици-
ровать как присоединенное к источнику, по-
скольку теоретически оно описывается краевой
задачей на присоединенном уравнении Гельм-
гольца, в правой части которого стоит функция,
являющаяся решением однородной краевой зада-
чи. Такая задача (на присоединенном уравнении
Гельмгольца) является самосогласованной [19].
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