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Рассмотрена возможность определения магнитной проницаемости металлических включений из
измеренных материальных параметров бинарных композитов по известным моделям смешения.
Предложена модель, учитывающая инверсию матричной структуры модели Максвелла–Гарнетта
при концентрации наполнителя, близкой к порогу протекания. Определено, что перестройка
структуры композита происходит постепенно в области переходных концентраций, ширина кото-
рой является дополнительным параметром, определяемым из эксперимента. Проведено сравнение
предложенной модели с моделью эффективной среды по зависимостям комплексной восприимчи-
вости от наполнения и частоты. Достоверность модели иллюстрирована обработкой материальных
параметров композитов с карбонильным никелем в качестве наполнителя, измеренных в диапазоне
частот 0.1…20 ГГц.
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время наблюдается повышенный

интерес к применению композитных материалов
на высоких и сверхвысоких частотах. Исследова-
ние материальных параметров композитов может
дать информацию о структуре, необходимую для
многих практических применений, в частности в
химии [1], в медицине (оценка пористости костей
[2]), сейсмологии, геофизике [3–5], а также в ра-
диофизике (антенны, материалы для электромаг-
нитной совместимости, поглотители СВЧ [6, 7] и
др.). При этом часто возникает потребность в
определении электромагнитных характеристик
компонентов композитных материалов по харак-
теристикам самих композитов. Причиной этому
является то, что прямые измерения магнитной
проницаемости металлов на высоких частотах не-
возможны из-за негативного влияния скин-эф-
фекта. Определение проницаемости компонен-
та-металла по характеристикам композитов с
этим металлом в дисперсном состоянии является,
по сути, единственным методом, позволяющим
оценить магнитные свойства металлов и сплавов
на высоких и сверхвысоких частотах.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Для того чтобы корректно описать электро-

магнитные характеристики композитов необхо-

димо правильно выбрать формулу смешения.
Среди всех существующих формул смешения, од-
ними из наиболее известных являются обобщен-
ная модель Максвелла–Гарнетта [8, 9] и симмет-
ричная модель Брюггемана [9]. Недостаток обоб-
щенной симметричной модели Брюггемана в
том, что в случае элипсоидальных включений,
оба компонента могут иметь один форм-фактор N
только в случае сфер [10–12], в результате порог
протекания определяется исключительно форм-
фактором включений (pc = N).

К недостаткам моделей, учитывающих форму
включений и изменение структуры композита
вблизи порога протекания, можно отнести прене-
брежение взаимодействием компонентов, по-
скольку порог протекания pc в данном случае опре-
деляется исключительно формой включений.

В целях упрощения сравнения и анализа все
формулы ниже переписаны с точки зрения вос-
приимчивости χ, нормированной на материаль-
ный параметр (например, диэлектрическую про-
ницаемость, магнитную проницаемость, коэф-
фициент диффузии и т.д.) второго компонента,
обычно называющегося связующим. Такой подход
позволяет легко адаптировать рассматриваемые
формулы к расчету “обобщенной проводимости”
(т.е. любой проводимости, обусловленной диффу-
зионным механизмом переноса) гетерогенных
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систем, например, диэлектрической проницае-
мости ε, магнитной проницаемости μ, электро-
проводности σ и т.д. [8]. В частности, для диэлек-
трической проницаемости нормированная вос-
приимчивость записывается в виде

для магнитной проницаемости как

где индексы 1, 2, 3 относятся к включениям, свя-
зующему и смеси соответственно.

Широко известна формула Винера, описываю-
щая анизотропный композит, в котором включе-
ния расположены параллельно внешнему полю:

(1)
где χ12 и χ32 – восприимчивости компонента 1 с
объемным содержанием p1 и смеси (обозначен-
ной как компонент 3) соответственно. Воспри-
имчивости нормированы на диэлектрическую
проницаемость ε2 компонента 2 с объемным со-
держанием p2 = 1 – p1.

Более общий вид формулы Винера описывает
зависимость диэлектрической проницаемости ε3
анизотропного бинарного композита от концен-
трации pi и диэлектрической проницаемости εi i-
компонента.

(2)

В сравнении с оригинальной формулой [13]
выражение (2) переписано в терминах восприимчи-
вости, нормированной на диэлектрическую прони-
цаемость ε2 компонента 2. Правая часть (2) является
обобщением для эллипсоидальных включений с
коэффициентом деполяризации N.

Параметр U зависит от диэлектрической про-
ницаемости εlocal в окрестности включений; индек-
сы 1, 2, 3 обозначают компонент 1, компонент 2 и
сам композит (компонент 3) соответственно. Легко
видеть, что при U = 0 формула (2) становится (1).
При  выражение (2) превращается в форму-
лу (3), которая, так же как и (1), описывает анизо-
тропный композит, но для случая ориентации
компонентов перпендикулярно внешнему полю:

(3)

Существуют также формулы смешения с двумя
эмпирическими параметрами, определяемыми из
эксперимента. Первым параметром является
форм-фактор включений N, второй параметр –
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порог протекания pc, зависящий в общем случае от
ряда факторов помимо формы включений. Про-
стейшей моделью такого типа является формула
Оделевского [14–16]:

(4)

Недостатками формулы являются ограниченный
диапазон наполнений p < pc, предположение о регу-
лярности структуры с одинаковым взаимодействи-
ем всех включений и низкоконтрастная асимптоти-
ка, которая расходится со строгой формулой Лан-
дау–Лифшица–Лойенги [17, 18]. Предполагается
[8], что за порогом протекания (p > pc) смесь описы-
вается известной версией формулы Винера.

Подход, предложенный Оделевским, заключа-
ется в соединении матричных и симметричных мо-
делей с переключением между различными струк-
турами на пороге протекания pc. Вблизи порога
протекания точность этой модели низкая, посколь-
ку, по всей видимости, перестройка структуры при
изменении концентрации происходит постепенно.

Более близкая к реальности, по сравнению с
формулами Оделевского и Брюггемана, модель
Сихволы [19] содержит в качестве эмпирических
параметров форм-фактор включений N, а также
второй параметр a, который Сихвола определяет
как некий формальный параметр структуры
( ). Ранее показано [15], что параметр a
связан с критической концентрацией как a =
= N(  – 1). Для упрощения анализа и сравнения
оригинальная формула Сихволы записана для
анизотропного композита с регулярно ориенти-
рованными включениями:

(5)

Выражение (5) может быть приведено к пря-
мой формуле Максвелла–Гарнетта и к симмет-
ричной формуле Брюггемана с помощью выбора
подходящего значения порога протекания pc = 1
или pc = N соответственно [20]. В отличие от диапа-
зона 0 < p < pc, присущего формуле Оделевского,
формула Сихволы (5) описывает диапазон напол-
нения 0 < p < 1 и позволяет учитывать неоднород-
ное взаимодействие между включениями.

Целью данной работы является разработка мо-
дели смешения (формулы связывающей свойства
смеси со свойствами компонентов и их объемной
концентрацией p), подходящей для восстановле-
ния магнитной СВЧ-проницаемости металличе-
ских включений из измеренных материальных
параметров бинарных двухкомпонентных гетеро-
генных систем (композитов), наполненных ме-
таллическими порошками.
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2. ОБЪЕДИНЕННАЯ 
ФОРМУЛА СМЕШЕНИЯ

При разработке модели смешения была ис-
пользована теория локальной эффективной сре-
ды Винера. В отличие от модели Оделевского,
предлагаемая модель учитывает постепенный пе-
реход между прямой и обратной матричными
структурами. Предполагается, что симметричная
структура формируется в переходной области
концентраций Δpc; восприимчивость эффектив-
ной среды в этом диапазоне должна иметь неко-
торое среднее значение между восприимчиво-
стью матриц граничных (при  и  )
структур. В предлагаемой модели, в отличие от
моделей эффективной среды [10, 19], локальная
восприимчивость χlocal2 в широком диапазоне
концентраций отличается от восприимчивости
смеси , но χlocal2 должна увеличиваться
с увеличением концентрации. При  ло-
кальная среда является компонентом матрицы
χlocal2 = 0, при  локальная среда должна быть
близка к смеси , но при  локаль-
ная среда формируется с учетом коэффициента
наполнения, и ее восприимчивость пропорцио-
нальна концентрации частиц первого компонен-
та смеси: . Диапазон концентраций
Δpc зависит от множества факторов, отсутствую-
щих в идеализированных строгих моделях.

Таким образом, необходимо выбрать функцию
усреднения восприимчивости от концентрации p,
которая постепенно изменяет локальную воспри-
имчивость от χlocal2 = 0 при  до χlocal2 = χ12 при

 с переходным диапазоном Δpc и точкой ин-
версии pc в качестве свободных параметров, полу-
чаемых из измеряемых данных.

В качестве такой функции для расчета локальной
восприимчивости принято обобщенное среднее
(другие функции усреднения не учитывают явление
перколяции) между прямой  и
обратной  матричными смесями:

(6)

Весовой фактор w зависит от расстояния от
точки инверсии структуры  и описывает
гладкость инверсии матричной структуры. При
w = 0 переход происходит ступенчато и резко; при
w = 1 матричная структура не формируется вовсе,
так как переходная зона Δpc занимает весь (0 < p < 1)
диапазон наполнения.

Наполнение p обычно является средним зна-
чением по объему исследуемого образца смеси.
Структура смеси в масштабе расстояний между
соседними включениями определяется локаль-
ным наполнением, которое колеблется вокруг
среднего значения. Среднее значение амплитуды
этих флуктуаций может быть описано коэффици-
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ентом флуктуации δ, который определяется тех-
нологией смешивания ( ). Чем ближе
смесь к чистому компоненту (  или ),
тем меньшее влияние коэффициент флуктуации
оказывает на структуру смеси.

Ниже предполагается, что среднеквадратич-
ное отклонение от инверсного наполнения pc
определяется гауссовым распределением ϕ, где
коэффициент флуктуации δ является стандарт-
ным отклонением:

(7)

Таким образом, переходный диапазон Δpc –
это статистическая величина, зависящая от точки
инверсии структуры pc и коэффициента флуктуа-
ций δ. Переходный диапазон определяется как
диапазон наполнения, при котором локальное
наполнение отклоняется от точки инверсии
структуры с вероятностью 95%:

Весовой множитель w в (6) является распределе-
нием отклонений от точки инверсии pc:

(8а)

где t – переменная интегрирования.
Следует обратить внимание на то, что (8a) по-

лучено для гауссового распределения отклонений
концентрации от точки инверсии pc, но также могут
быть применены и другие функции распределения.
Более того, распределение w(p) может быть замене-
но на более простую функцию, удовлетворяющую
ограничениям: w(0) = 0, w(1) = 1 и w(pc) = 0.5, на-
пример:

(8б)

Учитывая множитель, нормализующий коэф-
фициент деполяризации и порог протекания

 (множитель такой же, как и в формуле

Сихволы), можно переписать (6) в виде
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Заменяя локальную восприимчивость в формуле Винера значением, полученным из (9), получаем
формулу смешения, которая учитывает инверсию матричной структуры:

(10)

где χ32 и χ12 – восприимчивости смеси и включе-
ний соответственно; p – объемное содержание
включений. Форма включений описывается фак-
тором деполяризации N, как и в других формулах,
pc – точка инверсии структуры, t – переменная
интегрирования. Весовой фактор w(p) описывает
плавность преобразования структуры за счет
флуктуаций наполнения и определяет ширину
переходного диапазона Δpc.

Мы обозначили точку инверсии pc, так же как
порог протекания, поскольку эти величины близ-
ки друг к другу по физическому смыслу. Транс-
формация структуры описывается двумя пара-
метрами, второй параметр δ относится к ширине
переходного диапазона Δpc = 2δ(1 – pc)pc. Порог
протекания совпадает с точкой инверсии струк-
туры только при Δpc → 0; чем шире область пере-
ходных концентраций Δpc, тем выше концентра-
ция в точке инверсии структуры в сравнении с
порогом протекания. Различие обусловлено тем,
что порог протекания – это наполнение, при ко-
тором формируется первый бесконечный кластер
включений, а точка инверсии – наполнение, при
котором происходит инверсия матричной струк-
туры.

3. КОНЦЕНТРАЦИОННАЯ 
И ЧАСТОТНАЯ ЗАВИСИМОСТИ 

КОМПЛЕКСНОЙ ВОСПРИИМЧИВОСТИ 
ДЛЯ МАТРИЧНОЙ ИНВЕРСНОЙ МОДЕЛИ 

И МОДЕЛИ СИХВОЛЫ
Выполнено численное сравнение формул (5) и

(10). Контраст свойств компонентов выбран до-
статочно большим (χ12 = 0 + i100) для выявления
влияния формы включений на восприимчивость
смеси. Рассчитанные зависимости восприимчи-
вости смеси от концентрации по формуле Сихво-
лы и по предложенной формуле показаны на рис. 1.

Форм-фактор включений N = 0.24 и порог
протекания pc = 0.33 (точка инверсии структуры в
предложенной модели) близки к значениям, по-
лученным для композитов, наполненных сфери-
ческими частицами [12, 21]. Флуктуационный
множитель δ = 0.5 взят таким, чтобы получить до-
статочно широкую переходную зону Δpc с кон-
центрационной зависимостью восприимчивости
смеси, близкой к таковой в модели Сихволы.

Рассчитанные зависимости действительной
 и мнимой  восприимчивости композита от

наполнения p показаны на рис. 1.
Отличие (10) от (5) в том, что на кривой (p)

видны три области (рис. 1б): область внутри пря-

( ) ( )

( ) ( ) ( )

12 12

32

12 12

11 1
1 ,

11 1 1
1

w pc
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w pc

c

pNp N p
p N

pNN p N p
p N

   −χ + − χ  −   χ =
   −χ − + + − χ  −   

32'χ 32''χ

32''χ

Рис. 1. Зависимости действительной (а) и мнимой (б) частей восприимчивости от концентрации для композита с χ12 =
= 0 + i100, pc = 0.33, N = 0.24, рассчитанные по модели Сихволы (5) (кривая 3) и по формуле (10) для δ = 0.05 (2), 0.5 (4), 4 (1).
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мой матрицы  ниже, чем таковая в формуле
Сихволы; внутри зоны обратной матрицы  до-
стигает значений по формуле Сихволы, в то время
как внутри переходной зоны наклон (p) выше,
чем таковой в уравнении (5). Значения  при-
близительно равны вблизи pc для обеих моделей.

Годографы коэффициента наполнения для од-
ного и того же композита с χ12 = 0 + i100 показаны
на рис. 2 и 3. Точками на рис. 2 обозначено значе-
ние pc, соответствующее порогу протекания по
модели Сихволы (серый круг) и точке инверсии
структуры (черный круг) для предложенной мо-
дели. На рис. 2 показаны результаты расчета для
выражения (10) (черные линии) и для выражения
(6) (серая линия). В случае модели Сихволы, ши-
рина и высота пика  связана только с контра-
стом свойств компонентов; в случае (10) форма
пика определяется значением δ, которое является
эмпирическим параметром. Чем выше восприим-
чивость χ12, тем ниже должно быть значение δ для
лучшего согласия с (6) и тем ближе критическая
концентрация (pc в 6) в модели Сихволы нужна
для инверсии структуры в предлагаемой модели
(pc в (10)). На рис. 3 представлена зависимость ве-
сового фактора w от наполнения (8а), (8б) для δ =
= 0.05, 0.5 и 4.

Отличия между весовым фактором Гаусса (8а)
и упрощенной аппроксимацией (8б) становятся
видны при δ > 4, когда переходный диапазон Δpc
покрывает наполнение 0 < p < 1 и матричная
структура не формируется вовсе. Таким образом,
расчет весового фактора w(p) по формуле (8б) го-
раздо проще, чем по формуле (8а), и не приводит
к потере точности.

32''χ
32''χ

32''χ
32''χ

32'χ

Частотная зависимость восприимчивости от
частоты по формуле Сихволы (серые кривые) и по
предложенной модели (черные кривые) показана
на рис. 4. Штриховая серая линия соответствует
равным значениям порога протекания и инверс-
ного наполнения.

Легко видеть, что параметры pc и δ кривых ча-
стотной дисперсии восприимчивости χ32(f) для од-
ного произвольного наполнения p могут быть сде-
ланы одинаковыми для обеих моделей (сплошные
серые и черные кривые).

4. СРАВНЕНИЕ
С ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМИ ДАННЫМИ

Вычисления по формуле Сихволы и по пред-
ложенной формуле (10) сравнивались с матери-
альными параметрами, измеренными для модель-
ного композита на основе парафина (ε2 = 2.3), с
карбонильным никелем; методика изготовления
и измерения образцов описана в [20]. Измерения
статической диэлектрической проницаемости и
частотной зависимости комплексной магнитной
проницаемости были выполнены для набора об-
разцов, наполненных сферическими частицами
(∅12 мкм) вплоть до концентрации p ≈ 0.35 [21];
измерения статической диэлектрической прони-
цаемости на больших концентрациях затрудни-
тельны. На основании измеренных данных воз-
можно вычислить эффективный форм-фактор
включений (N = 0.2) и порог протекания (pс =
= 0.43).

Здесь мы аппроксимируем измеренную зависи-
мость комплексной диэлектрической проницаемо-
сти от частоты ε3(f) для композита, наполненного
карбонильным никелем, как можно ближе к порогу

Рис. 2. Годограф фактора наполнения, рассчитанный
по модели Сихволы (5) (кривая 3) и по формуле (10) с
χ12 = 0 + i100, pc = 0.33, N = 0.24 и δ = 0.05 (2), 0.5 (4)
и 4 (1); черная точка – инверсия структуры; серая –
порог перколяции в модели Сихволы.
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Рис. 3. Зависимости весового фактора w от концентра-
ции, рассчитанные по формулам (8а) для δ = 0.05 (1),
0.5 (2) и 4 (3) и (8б) для δ = 4 (4).
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протекания. Концентрация (p = 0.375) ограничена
хрупкостью и пористостью шайбы холодной
прессовки. Значения N = 0.2 и pс = 0.43 взяты из
работы [17], параметр δ получен из измеренной
зависимости диэлектрической восприимчивости
от частоты.

Частотная зависимость магнитной проницае-
мости μ1(f) для никелевых включений (рис. 5) по-
лучена с помощью (8а) и (10) из измеренной зави-
симости магнитной восприимчивости от частоты
при p = 0.375, N = 0.2, pс = 0.43 и δ = 1. Кривыми 1
и 2 представлена магнитная проницаемость, по-
лученная из измерений композитов, описанных
выше; зависимости материальных параметров от
концентрации аппроксимировались с помощью
(8а) и (10). Частотные зависимости магнитной
проницаемости частиц, рассчитанные по предло-
женной формуле, близки к кривым, полученным
из формулы (5), хотя низкочастотная магнитная
проницаемость из формулы (10) оказывается
примерно на 20% выше приведенных данных.
Измерения диэлектрической проницаемости по-
казывают, что формула (10) при высоком напол-
нении ближе к измеренным данным, чем модель
Сихволы, поэтому магнитная СВЧ-проницае-
мость никелевых сфер, представленная на рис. 5
(кривые 3 и 4), точнее по сравнению с данными,
приведенными ранее [21].

Измеренная диэлектрическая проницаемость
образца с p = 0.375 из Ni [21] показана на рис. 6
как годограф восприимчивости χ32; частотный
диапазон 0.15…15 ГГц. Кривая 1 соответствует
модели Сихволы с N = 0.2, pс = 0.43 и проводимо-
стью включений σ1 = 106 Ом–1 м–1; кривая 2 соот-
ветствует формуле (10) с весовым множителем
(8а) при N = 0.2, pс = 0.43, δ = 1. Кривая 3 соответ-
ствует модели Сихволы при pс = 0.38. Кривой 4

показана измеренная частотная зависимость для
композита из карбонильного никеля в парафино-
вой матрице.

Измеренная диэлектрическая проницаемость
образца с p = 0.375 из Ni [21] показана на рис. 6
(пунктир) как годограф восприимчивости χ32;
частотный диапазон 0.15…20 ГГц. Сплошная се-
рая кривая соответствует модели Сихволы с N =
= 0.2, pс = 0.43 и проводимостью включений σ1 =
= 106 Ом–1 м–1; сплошная черная кривая соот-
ветствует формулам (8а) и (10) при N = 0.2, pс =
= 0.43, δ = 1.

Измеренная диэлектрическая восприимчи-
вость больше соответствует формуле (10), чем (5),
но расхождение с измеренными данными здесь
сильно зависит от точности эмпирических пара-

Рис. 4. Зависимости действительной (а) и мнимой (б) частей восприимчивости смеси от частоты для композита с
20%-ным объемным содержанием проводящих включений (параметры σ1 = 55.62 Ом–1 м–1, pc = 0.33, N = 0.24, δ = 0.5),
рассчитанные для модели Сихволы с pc = 0.33 (кривые 3) и pc = 0.7 (кривые 2) и по формуле (10) (кривые 1).
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Рис. 5. Действительная (1, 3) и мнимая (2, 4) части
магнитной проницаемости сфер Ni, полученные из
измеренных магнитных проницаемостей композитов
(1 и 2) при p = 0.05…0.34 [11]; измеренная магнитная
СВЧ-проницаемость никелевых сфер (кривые 3 и 4).
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метров. Выбор формулы для диапазона концен-
траций p < pс проблематичен (см. рис. 4). Причина
в том, что выбор между гораздо более различны-
ми формулами смешения для низконаполненных
( ) композитов практически невозможен:
чем ближе модели смешения, тем выше концен-
трация, на которой проявляются различия. До-
стоверный выбор между (5) и (10) возможен лишь
при исследовании материальных параметров
композитов, наполненных вблизи и выше точки
инверсии. Изготовление таких образцов затруд-
нительно.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработана модель смешения, в которой пря-
мая матричная структура преобразуется в обрат-
ную при увеличении объемной доли. Структура
симметричного типа рассматривается как переход
между прямой и обратной матричными структу-
рами. В отличие от подхода Оделевского, транс-
формация структуры происходит постепенно в
пределах переходного наполнения Δpc. Порог
протекания pc совпадает с точкой инверсии струк-
туры только при Δpc → 0. Предложенная модель
имеет три эмпирических параметра: форм-фактор
N, точка инверсии структуры pc и параметр локаль-
ных флуктуаций наполнения δ, зависящий от тех-
нологии изготовления образца и определяющий
ширину переходной зоны Δpc(δ). Учет преобразо-
вания структуры смеси в пределах зоны Δpc(δ)

cp p!

увеличивает максимальное наполнение, где форму-
ла является точной по сравнению с двухпараметри-
ческими моделями Оделевского и Сихволы.

Предложенная формула проверена сравнени-
ем частотных зависимостей комплексной диэлек-
трической и магнитной проницаемостей для об-
разца, наполненного карбонильным никелем до
концентрации (p = 0.375), близкой к порогу про-
текания. Значения форм-фактора и критического
наполнения определяются из измеренной зави-
симости диэлектрической проницаемости от на-
полнения [21]. Измеренный годограф диэлектри-
ческой восприимчивости оказывается ближе к
предложенной формуле, чем к модели Сихволы,
(см. рис. 2 и 3), что подтверждает корректность
предложенной формулы смешения. При низких
наполнениях (p  pc) предложенная формула и
формула Сихволы трудно различимы (см. рис. 1–4).

Предлагаемая формула (10) получена для гауссо-
ва распределения локальных наполнений вблизи
точки инверсии матричной структуры pc (8а). Дру-
гие распределения или более простые функции
w(p), аппроксимирующие постепенную инверсию
матричной структуры (например, выражение (8б))
могут также быть использованы в формуле (10) вме-
сто (8а). Проблемы с точными измерениями как
диэлектрической проницаемости, так и объем-
ных долей компонентов смесей с высоким напол-
нением металлическими порошками делают пока
практически нецелесообразным уточнение функ-
ции распределения w(p) или увеличение числа
эмпирических параметров.

Учет преобразования структуры смеси от пря-
мой матричной к симметричной и далее к инверс-
ной матричной делает предложенную модель бо-
лее общей и точной до более высокого наполнения
p по сравнению с известными моделями смеше-
ния. Поэтому применение модели для расчета
проницаемости включений μ1 из измеренных
материальных параметров композита может по-
высить точность на низких частотах, где прони-
цаемость μ1 приближается к статической и, сле-
довательно, может достигать высоких величин.
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