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Построена новая биортогональная система вейвлет-базисов, ориентированных на восстановление
полезного сигнала измерительной системы в случае представления измерительного процесса свер-
точной моделью. Новые биортогональные вейвлет-базисы получаются посредством модификации
аппаратной функцией измерительной системы ортогональных вейвлетов Кравченко с финитным
спектром. Проведено исследование свойств новых биортогональных частотно-модифицированных
вейвлетов и построены цифровые фильтры, реализующие быстрые вычислительные алгоритмы.
Предложены схемы кратномасштабного анализа, позволяющие при выполнении дискретного вей-
влет-преобразования сразу решать задачи по восстановлению полезного сигнала, а также по эффек-
тивному подавлению шума, что позволяет значительно ускорить вычислительный процесс.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
В различных областях физики (радиоастроно-

мии, радиолокации, радиотеплолокации, различ-
ных видах микроскопии и других типов измере-
ний) требуется учитывать влияние измерительно-
го тракта технической системы и канала связи
(инерционность среды, по которой распростра-
няется сигнал) на регистрируемые сигналы или
изображения. При этом имеют место искажения
реального распределения сигнала, зависящие от
аппаратной функции технической системы, и до-
бавляется шум. Если форма аппаратной функции
известна, то задача восстановления полезного
сигнала или, по крайней мере, задача повышения
качества регистрируемого распределения сигнала
сводится к решению интегрального уравнения,
которое связывает регистрируемое и исходное
распределения искомой величины. При матема-
тическом описании данной задачи достаточно
широко используется сверточная модель пред-
ставления измерительного процесса, в которой
рассматривается решение интегрального уравне-

ния Фредгольма 1-го рода типа свертки. Как из-
вестно, такая задача является некорректной, т.е.
неустойчивой к сколь угодно малым погрешно-
стям измерений. Поэтому при ее решении выпол-
няется оценка полезного сигнала на основе имею-
щейся априорной информации о сигнале, шуме,
аппаратной функции и технических требованиях к
системе обработки.

Общая форма записи интегрального уравне-
ния типа свертки имеет вид

(1)

Оператор свертки  определяется следующим
образом:

С точки зрения практического применения
наиболее интересна следующая постановка зада-
чи: выполнить оценку полезного сигнала х(t) пер-
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воначально искаженного импульсной характери-
стикой λ(t) линейной стационарной системы с
последующим действием шума n(t)

(2)

Шум n(t) предполагается аддитивным и белым
гауссовским (АБГШ) с дисперсией σ2. АБГШ в
качестве модели хорошо подходит для математи-
ческого описания многих физических процессов.

Для решения (1) существует много разнооб-
разных методов [1–7]. На основе преобразования
Фурье (ПФ) наиболее широкое распространение
получили методы ПФ с регуляризацией Тихоно-
ва, метод фильтрации Винера, которые использу-
ют регуляризующий компонент R(ω).

Ослабление усиленного шума  вы-
полняется с помощью фильтра с частотной харак-
теристикой [1–7]

(3)

Отметим, что при R → 0 спектр  переходит в
выражение для инверсной или псевдоинверсной
фильтрации. Таким образом, задача становится
некорректной, а решение неустойчивым.

Для ПФ оценки полезного сигнала xр, вычис-
ленное с помощью методов регуляризации ПФ,
имеет место следующее соотношение:

(4)

Здесь  и  – слагаемые спектра решения 
соответственно ПФ очищенного сигнала xp и про-

шедшего шума  входящие в состав оценки
полезного сигнала .

Отличительной особенностью использования
ПФ для решения (1) является компактное пред-
ставление шума  поскольку ПФ действует
как разложение Карунена–Лоэва [10–12] и де-
коррелирует шум  Поэтому среди всех линей-
ных преобразований при ПФ основная энергия
шума  концентрируется в минимально воз-
можном числе коэффициентов. Наилучших ре-
зультатов в решении интегрального уравнения ти-
па свертки методами ПФ удается достичь, когда
неискаженный сигнал x(t) является равномерно
гладким и эффективно аппроксимируется базисом
Фурье.
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Однако базис Фурье хорошо выделяет частоты,
но не дает информации о резких и коротких
всплесках, перепадах, точках разрыва, изолиро-
ванных особенностях и вообще о локальном пове-
дении функции, так как базис exp(jωt) покрывает
всю вещественную прямую, а ПФ функции 
зависит от значений x(t) при всех  [13–23]. В
лучшем случае локальная особенность будет иметь
очень широкий спектр, а энергия сигнала сосредо-
точена в значительном числе коэффициентов
Фурье. Ошибка оценки полезного сигнала x(t)
сконцентрирована в окрестности особых точек. В
таком случае для компактного представления
сигнала x(t), имеющего указанные особенности,
желательно, чтобы элементы базиса были как
можно лучше локализованы по времени и частоте.
Вейвлет-базисы удовлетворяют такому требова-
нию. Кроме того, накладываются и дополнительные
условия, такие как ортогональность базиса, ком-
пактность носителей вейвлетов и т.д. В дальнейшем,
выполняя пороговую обработку коэффициентов
разложения в подходящем базисе вейвлетов соглас-
но [13, 14, 24], можно добиться почти оптимальной
оценки полезного сигнала x(t).

Применение вейвлет-преобразования (ВП)
предполагает, что выбор вейвлет-базиса делается
на основе его свойств. Так как решение интеграль-
ного уравнения типа свертки реализуется в спек-
тральной области, то необходимо выбирать вей-
влет-базис, который имеет компактный носитель
в частотной области, достаточно быстрое убыва-
ние и небольшое число коэффициентов вейвлет-
фильтров. Оптимальным с этой точки зрения яв-
ляются вейвлеты Кравченко [25–28], которые
имеют лучшие характеристики по сравнению с
известными системами вейвлетов с финитным
спектром (вейвлеты Мейера, Котельникова–Шен-
нона). Кроме того, можно применить вейвлеты фи-
нитные во временной области (например, вейвлеты
Добеши), имеющие хорошую крутизну фронтов в
частотной области. Возникающая при этом систе-
матическая погрешность должна оцениваться для
каждого конкретного случая.

Таким образом, Фурье и вейвлет-базисы обла-
дают рядом преимуществ в представлении и обра-
ботке сигналов. Эти преимущества можно ис-
пользовать для создания комбинированного
подхода к решению интегрального уравнения
типа свертки (1), который должен состоять из от-
дельных блоков [29]: быстрое ПФ (БПФ), декон-
волюции, обратное быстрое ПФ (ОБПФ), дис-
кретное ВП (ДВП), пороговая обработка коэф-
фициентов, обратное дискретное ВП (ОДВП).
Это неизбежно приводит к дополнительным аппа-
ратным и временным затратам. Для обеспечения
максимальной эффективности при минимальных
затратах вычислительных ресурсов необходимо
объединить в одном вейвлетном преобразовании

ˆ( )x ω
t ∈�
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решения нескольких задач обработки. Это дела-
ется в рамках ДВП с помощью модификации вы-
бранной ортогональной системы вейвлетов Кра-
вченко [25–28]. При этом модифицированные
вейвлеты Кравченко должны отвечать всем тре-
бованиям теории кратномасштабного анализа
(КМА), чтобы можно было построить блоки
фильтров быстрых вейвлетных преобразований.
Такая модификация порождает нестационарный
КМА на основе семейства биортогональных вей-
влет-базисов Кравченко.

2. ВЕЙВЛЕТ-АППРОКСИМАЦИЯ
РЕШЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 

ТИПА СВЕРТКИ
Пусть масштабирующие функции и вейвлеты

 формируют ортого-
нальное кратномасштабное разложение
L2( )( , ). Рассмотрим кратномасштабную ап-
проксимацию кусочно-непрерывной функции
f(x)  которая имеет ограниченную вариацию

В случае недифференцируемости функции
полная вариация f(x) может быть вычислена путем
рассмотрения производных в смысле обобщенных
функций [13, 30–32]. При масштабе J ортогональ-
ная проекция f(t) на  имеет вид

(5)

где   – операторы ортогонального проекти-
рования на подпространства  и Wj, параметр j =
= j0, …, J – 1, а j0 – самый грубый масштаб;

  –
сдвиги/сжатия масштабирующих и вейвлет-функ-
ций;   – ко-
эффициенты разложения по базису масштабирую-
щих и вейвлет-функций.

Так как VJ допускает ортонормированный ба-
зис  то эта проекция может быть
переписана в виде конечной суммы масштабиру-
ющих функций при масштабе J с равномерным
сдвигом k

(6)

Вейвлеты могут эффективно аппроксимиро-
вать равномерно гладкие сигналы конечным чис-
лом базисных функций. Погрешность аппрокси-
мации связана с дифференцируемостью по Собо-
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леву [30, 31]. Она может быть вычислена для
разрывных сигналов, имеющих ограниченную ва-
риацию [39, 40]. Пространства функций Соболева

 которые s раз дифференцируемы являются
пространствами функций , преобразова-
ние Фурье которых удовлетворяет неравенству

Здесь рассматриваем вейвлет  имею-
щий быстрое убывание и q нулевых моментов.
Это означает, что для любого 0 ≤ p ≤ q и  су-
ществует константа Cm такая, что

Вейвлет-преобразование можно рассматри-
вать как многомасштабный дифференциальный
оператор порядка q [13, 14]. Это устанавливает
связь между дифференцируемостью функции f и
убыванием ее вейвлет-преобразования при ма-
лых масштабах [13]. Поэтому для эффективной
аппроксимации  требуется q > s. Со-
гласно [13] гладкость по Соболеву эквивалентна
быстрому убыванию вейвлет-коэффициентов
|(f,ψj, k)| при убывании масштаба j. Если f – кусоч-
но-гладкая функция, то более эффективной являет-
ся нелинейная вейвлет-аппроксимация, при кото-
рой масштаб аппроксимации уточняется в окрест-
ности каждой особенности. Тогда аппроксимация
вычисляется по коэффициентам вейвлет-разложе-
ния наибольшей амплитуды, что может быть полу-
чено с применением пороговой обработки вей-
влет-коэффициентов линейной аппроксимации.
Для изучения реализации нелинейных вейвлет-
аппроксимаций используются пространства Бе-
сова  которые являются естественным обоб-
щением пространств Соболева в случае дробного
порядка дифференцирования. При этом во мно-
гих случаях получены соответствующие теоремы
вложения [13, 33, 34]:

Пространства Бесова содержат функции, кото-
рые не дифференцируемы s раз во всех точках.
Если даже f разрывна, но число разрывов конеч-
но и f удовлетворяет равномерному условию
Липшица α между этими разрывами, то 
(при 1/p < α +1/2, p = β = γ).

Для удобства обозначения будем считать, что
в (5) не нарушается последовательность масштабов
j и сдвигов k, а нелинейная аппроксимация получа-
ется, когда часть коэффициентов bj,k принимает ну-
левые значения в результате пороговой обработки.
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Уравнение (5) в частотной области имеет вид

(7)

Здесь  
a  и  – периодические частотные функ-

ции с периодом  и 2j +1π, получаемые из ко-
эффициентов разложения  и 

Запишем (6) в частотной области

(8)
Используя масштабирующие уравнения [13–20]

(9)

(10)

покажем, что aJ(ω) можно получить из частотных
функций aJ –1(ω) и bJ –1(ω). В (9) и (10)

 =  – ча-
стотная функция отклика масштабирующей
функции с коэффициентами фильтра ;

 =  – ча-
стотная функция отклика вейвлета с коэффици-
ентами фильтра 

Преобразование Фурье  определяется
уравнением (8) при масштабе J и с помощью ,

 при масштабе J – 1

(11)
Тогда
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Таким образом, формула для восстановления
aJ(ω) по aJ –1(ω) и bJ –1(ω) имеет вид
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Похожим образом с помощью масштабирующих
уравнений (9), (10) можно получить [13–20] алго-
ритм разложения в частотной области

(14)

(15)

Рассмотрим аппроксимацию вейвлетами ре-
шения интегрального уравнения типа свертки (1)
в частотной области в случае  
при ограниченной правой части 

(16)

В случае применения вейвлетов Кравченко с фи-
нитным спектром справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть   и 
при   = 
Тогда интегральное уравнение типа свертки (1)
имеет единственное решение в подпространстве
VJ+ 1.

Доказательство. Если  то  =

 где 

 Отсюда в частотной области

  где  – периодиче-
ская функция с периодом 2J +1π.

С помощью частотной функции  ПФ ре-
гуляризованного решения интегрального уравне-
ния типа свертки (1) имеет вид

Так как

то
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Функция  периодическая с периодом
2J +2π и не равна нулю на интервалах
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Так как  имеет период 2J +1π, то произведе-
ние  – 2J +2π-периодическая

функция. Если  будет периодически продол-
жено с периодом 2J + 2π, то это не изменит (17)

(18)

где  – 2J + 2π-периодическое

продолжение функции , ограниченной ин-
тервалом 

Таким образом, произведение первых трех
членов в выражении (18) является 2J +2π-периоди-
ческой функцией (рис. 1).
Введем обозначение

 –

2J +2π-периодическая частотная функция.
Получим, что

(19)

Следовательно,  Вместе с тем, если ча-
стотная характеристика  непрерывна и не
равна нулю на  то и частот-

ная функция  обладает такими же свойства-
ми. Тогда (1) имеет единственное решение, что и
требовалось доказать.

Если , то осуществляем проекцию y(t)
на пространство масштабирующих функций са-
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мого точного масштаба . В результате уравне-
ние свертки преобразуется к виду

(20)

Это уравнение имеет единственное решение
 такое, что  Таким

образом,  является вейвлет-аппроксимаци-
ей точного решения  и можно получить оценку.

Теорема 2. Пусть ядро интегрального уравнения

типа свертки  имеет ненулевое преобразо-
вание Фурье,  на , где ϕ(t) – мас-
штабирующая функция из вейвлет-систем Кра-
вченко. Если α, β – действительные числа такие,

что 1 ≤ α ≤ β,  , то имеет
место следующая оценка:

(21)

Доказательство. Используя унитарность пре-
образования Фурье, запишем
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Рис. 1. Расположение образов Фурье функций в случае использования вейвлетов Кравченко { }: кривая 1 –

, кривая 2 – , кривая 3 – .
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Тогда

Теорема доказана.
Согласно теореме 1, если функция правой ча-

сти  то

(22)

Так как наблюдается не сигнал x(t), а его линей-
ное преобразование , то коэффициенты раз-
ложения в (22) вычислить сразу нельзя. Поэтому
будем использовать последовательность функций
{ : k } таких, что

Так как преобразование  однородно, то функ-
ция  также представляет собой сдвиги и рас-
тяжения/сжатия некоторой функции . При
этом семейство функций  уже не об-
ладает свойством ортонормированности, но обра-
зует устойчивый базис. Следовательно, должны
существовать такие константы 0 < A ≤ B < ∞, что

для всех квадратично суммируемых последова-
тельностей  (доказательство см. ниже).

Задача построения функций  может быть
решена с использованием двойственного базиса

 в . Известно [13–15], что базис ,
удовлетворяющий соотношениям двойственно-
сти  существует и более того,
допускает построение биортогональной системы
вейвлетов [13–15], с помощью которой можно
выполнить оценку полезного сигнала х(t) перво-
начально искаженного импульсной характери-
стикой λ(t) с последующим действием шума n(t).

3. ПОСТРОЕНИЕ 
БИОРТОГОНАЛЬНЫХ ЧАСТОТНО-

МОДИФИЦИРОВАННЫХ ВЕЙВЛЕТОВ
Пусть неизвестная функция  в (1) принад-

лежит пространству масштабирующих функций
 где  – ортонормирован-

ная масштабирующая функция с финитным спек-
тром. В качестве  в соответствии с описанными
ранее преимуществами примем масштабирующую
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функцию из семейства вейвлет-базисов Кравченко
{ } [25–28]. Представим оценку полезного сиг-
нала  по наблюдаемому сигналу  в виде раз-
ложения по 

(23)

Если (4) записать в виде  то по-
лучим

(24)

Обозначим

(25)

тогда уравнение (24) примет следующий вид:

(26)

Таким образом, решение интегрального урав-
нения типа свертки (1) относительно неизвест-
ной функции  соответствует решению (26) от-
носительно неизвестной последовательности ко-
эффициентов разложения , которые
находятся как скалярное произведение известной
функции y(t) и функций , являю-
щихся двойственным базисом по отношению к

С учетом того, что в практике обработки сиг-
налов существуют разные способы задания ста-
билизирующего множителя , а иногда требу-
ется и дополнительная коррекция этой частотной
характеристики сигнала, введем функцию 
модифицирующую , которая допускает

представление (25) в виде .
Для решения (1) с использованием ДВП необ-

ходима новая биортогональная вейвлет-система,
которая включает модифицированные в частот-
ной области масштабирующие функции и вей-
влеты, образующие две пары функций ,  и

,  такие, что ,  порождают про-
странство масштабирующих функций  и про-
странство вейвлетов , а функции , 
образуют двойственные базисы. Как это следует
из [13–21, 35], подпространства  получают-
ся как ортогональное дополнение к вложенной
системе подпространств 
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смотрим функции  

  такие, что

(27)

(28)

где ,  – спектры функций из ортонорми-
рованной вейвлет-системы (ранее приняты вей-
влеты Кравченко { }). Преобразования (27),
(28) осуществляют линейное отображение под-
пространств КМА Vj и Wj в новые подпростран-
ства Uj и Sj. Новые функции ξj,k, γj,k являются об-
разами масштабирующей функции ϕj,k и вейвлета
ψj,k в подпространствах Uj и Sj. Согласно требова-
ниям КМА [13–21, 35] эти функции должны об-
разовывать базис Рисса.

Лемма 1. Если j < jmax, то системы функций
  являются базисом

Рисса подпространств Uj и Sj.

Доказательство. Линейная оболочка
 плотна в L2( ). Для доказатель-

ства того, что  образует базис Рисcа, пока-
жем, что существуют положительные константы
A и B (0 < A ≤ B < ∞) в U0 такие, что

(29)

для всех бесконечных суммируемых с квадратом
последовательностей { }.

Согласно определению нормы и равенству
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При значениях масштаба j ≥ jmax (jmax > 0) может
возникнуть ситуация, когда B =

 становится бесконечно

большим и условие устойчивости (29) нарушает-
ся. В другом случае, когда j ≤ jmin (jmin < 0) может
оказаться, что

и система функций  вырождается в ортонор-
мированный базис. При  лемма доказывает-
ся аналогично. Повторяя приведенные выше дей-
ствия для случая  можно доказать, что 
образует базис Риcса.

Следующая лемма показывает, что подпро-
странства {Uj} образуют вложенную последова-
тельность и удовлетворяют таким пунктам опре-
деления КМА

(30)

(31)

Лемма 2. Последовательность вложенных под-
пространств {Uj} удовлетворяет всем требованиям
КМА и 

Доказательство. Преобразование (27) перево-
дит любую функцию  в соответствующий
единственный элемент  Так как {Vj} об-
разуют вложенную систему подпространств, то

 следовательно, справедливо, что
 и существует цепочка

Таким образом, {Uj} образуют последователь-
ность вложенных подпространств.

Требование  из определения КМА
проверяется от обратного.

Утверждение КМА  будет доказано,

если  и 
Пусть некоторая функция  тогда

 если

(32)
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где  – должна быть 2j+2π-периодической
функцией. Поскольку  то

(33)

где  – 2j +1π-периодическая функция, а мас-
штабирующая функция ϕ принадлежит вейвлет-
системе Кравченко. С учетом масштабирующего
уравнения в частотной области имеем

(34)

где произведение первых двух членов является
2j +2π-периодической функцией, поскольку
функция  периодическая с периодом
2j +2π, а также не равна нулю на интервалах

  .
Из (18) и (27) получаем

(35)

Равенства (34) и (35) эквивалентны, когда  –
2j+2π-периодическая функция, а  периодически
продолжена с периодом 2j+2π (рис. 2). Следова-
тельно, 

Справедливость вложенности подпространств
 можно показать, если предположить,

что некоторая функция  Тогда
 если

(36)
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где  есть 2j +2π-периодическая функция, а
функция ϕ также из вейвлет-системы Кравченко.
Поскольку  то  где

 – 2j +1π-периодическая функция. После
преобразования это равенство принимает вид

(37)

где произведение первых трех членов является
2j +2π-периодической функцией  (рис. 3).
Следовательно,  и выполняется требо-

вание КМА  так как 

Обобщив условия  и  полу-
чим доказательство утверждения 
Выполнение условия, чтобы сдвиги частотно-мо-
дифицированной масштабирующей функции

 образовывали базис Рисcа,
следует из леммы 1.

Покажем справедливость соотношения мас-
штабируемости. Пусть некоторая функция

 Тогда

(38)

где  – 2j +1π-периодическая функция.

Если  то

(39)

где  должна быть 2j+2π-периодической
функцией.
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Рис. 2. Графики функций: кривая 1 – , кривая 2 – , кривая 3 – , кривая 4 –
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Действительно, производя замену переменной
w = ω/2 в (38), получим  Следо-

вательно,  является 2j+2π-периодической
функцией. При этом справедливо соотношение
масштабируемости  От
соотношения масштабируемости классического
КМА это отличается тем, что пространства {Uj}
образуют нестационарные по отношению к мас-
штабу функции , что следует из (27). При каж-
дом значении масштаба j функция  уже не яв-
ляется результатом растяжения/сжатия одной
функции, как в случае классического КМА. В за-
висимости от масштаба j изменяется носитель
функции  а также охватываемый  ча-
стотный поддиапазон функции . Поэтому
функции  существуют только в диапазоне мас-
штабов, которые ограничены частотным диапа-
зоном функции . На практике другие значе-
ния масштабов не используются, так как спектр
наблюдаемого сигнала всегда находится в преде-
лах спектрального диапазона функции .
Сформулируем требования к подпространству
модифицированных вейвлет-функций.

Лемма 3. Если j < jmax, то подпространства Sj,
являются ортогональным дополнением к вло-
женной системе подпространств Uj

Доказательство. Преобразование (27) перево-
дит любую функцию  в соответствую-
щий единственный элемент . Так как
{Vj} образуют КМА, то для каждого j существует
ортогональное дополнение Wj к пространству Vj в
пространстве Vj+ 1:

( )1( ) 2 .f f
j ja a+ ω = ω

1( )f
ja + ω

1( ) (2 ) .j jf t f t +∈ ⇔ ∈U U

jξ
( )j tξ
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1 1 1, , .j j j j j j j+ + += ⊕ ⊂ ⊂V V W V V W V

Следовательно,

(40)

Исходя из того, что  удовлетворяют всем тре-
бованиям КМА и  является проекцией

 из  имеет место представление
   Базисом для

подпространства Sj являются сдвиги и масштаби-
рование одной функции .

Таким образом, с учетом нестационарности по
отношению к масштабу запишем

(41)

Рассуждая аналогичным образом, можно пока-
зать, что  Следовательно,  =

 Продолжая эту процедуру, по-
лучим ортогональное разложение пространства

 =  Свойство КМА 

формально позволяет представить 
Так же как и для модифицированных масштаби-
рующих функций , для вейвлет-функций 
существует ограничение по масштабу j < jmax,
больше которого условие устойчивости наруша-
ется. На рис. 4 показано взаимное расположение
образов Фурье функций  

Получается, что если даже произведение
 ограничено, то  мо-

жет выйти за динамический диапазон измерения.
C помощью теоремы о двойственном базисе

[13–15] и с учетом доказанных выше лемм най-
дем остальные модифицированные функции
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Рис. 3. Графики функций: кривая 1 – , кривая 2 – , 3 – , кривая 4 – .
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  которые образуют двойственные
базисы к  , порождают пространство
масштабирующих функций  и пространство вей-
влетов  такие, что    при

   ,
.

Непосредственное применение теоремы о двой-
ственном базисе из [13–15] определяет преобразова-
ние Фурье базисной функции, двойственной к ,
в том смысле, что  следующим
образом:

(42)

Знаменатель в (42) ограничен почти всюду с гра-
ницами Рисcа [13–15] A и B, 0 < A ≤ B < ∞, кото-
рые получены в доказательстве леммы 1

Поскольку  ограничена снизу
положительной константой, очевидно, что

 также 2π-периодическая

функция, принадлежащая 
Таким же образом [13–15] определим преобра-

зование Фурье двойственного к вейвлет-функции
 базиса  для которого справедливо ра-

венство 

(43)

Так как соотношение двойственности
 коммутативно, то  –
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двойственное вейвлета  само является вей-
влетом с двойственным 

Полученные пары модифицированных функ-
ций удовлетворяют соотношениям биортогональ-
ности   = 
но нарушаются обязательные условия существо-
вания биортогональной вейвлет-системы

  Поэтому не-
обходимо перейти к новой стратегии формирова-
ния модифицированных двойственных базисов.

Для этого введем 2π-периодическую функцию

(44)

Из (44) следует, что  = 

и  также ограничена почти всюду констан-

тами A и B, 0 < A ≤ B < ∞,  Тогда

 является ограниченной 2π-периодиче-

ской функцией в  
Обращаясь к масштабирующим уравнениям в ча-
стотной области сформулируем теорему.

Теорема 3. Пусть масштабирующая функция
 определяемая (27), порождает КМА в

пространстве , а вейвлет  при разло-
жении  задан (28). Тогда существуют
двойственные базисы   заданные фор-
мулами

(45)

(46)
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Рис. 4. Графики функций: кривая 1 – , кривая 2 – , кривая 3 – , кривая 4 – .
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где

такие, что

a) системы функций {  }, { : }
являются базисами Риcса подпространств 
и ;

б) вложенная система базисных подпространств
{ } с ортогональными дополнениями  образует,
возможно, новый КМА и 

в) справедливо соотношение масштабируемо-
сти 

г) обладают свойствами

Таким образом,   и  при
 Cледовательно, две пары функций (t), (t)

и ,  формируют биортогональную вейвлет-
систему.

Доказательство. Сначала покажем, что 
 двойственные базисы. Из непосредствен-

ного применения равенства Парсеваля и перио-
дичности функций   при p = k – n
получим

Отсюда

Исходя из того, что  =
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Также доказывается биортогональность по сдви-
гу для модифицированных вейвлетов  и

 При j = l и p = k – n

Ортогональность относительно масштаба при
 будет доказана ниже.

Доказательство того, что  образует базис
Рисcа проведем аналогично лемме 1. Пусть суще-
ствуют положительные константы  и 
( ) в  такие, что
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Подобным образом,

При  доказательство проводится аналогич-
но. Для  также будет существовать ограни-
чение на значения масштаба j ≥ jmax (jmax > 0), при
котором условие устойчивости (47) нарушается.
Похожим образом проводится доказательство то-
го, что  образует базис Рисcа.

Справедливость того, что последовательность
вложенных подпространств { } образует новый
КМА и  а также то, что подпро-
странства  являются ортогональным дополне-
нием к базисной системе { } и 
доказывается, так же как в лемме 2 и лемме 3.

Покажем справедливость соотношения мас-
штабируемости в соответствии с ранее проведен-
ным доказательством в лемме 2. Пусть некоторая
функция  следовательно

(48)

где  – 2j+1π-периодическая функция.

Тогда  если

(49)

где  должна быть 2j +2π-периодической
функцией.

Производя замену переменной w = ω/2 в (48)
получим  Следовательно,

 это 2j +2π-периодическая функция и спра-
ведливо соотношение масштабируемости

Отметим, что пространства  также образу-
ют нестационарные по отношению к масштабу
функции .

Чтобы показать, что удовлетворяется свойство
ортогональности подпространств  и

 определим соответствующее скалярное
произведение порождающих функций
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Поступая аналогично для доказательства ортого-
нальности  имеем

Покажем биортогональность относительно мас-
штаба для модифицированных вейвлетов

 =  Ранее был рассмотрен слу-
чай при j = l. Если , то для l < j имеем 

 и    Исходя из
утверждения , получим 

 Для l > j могут быть сделаны такие же за-
ключения с использованием второго утвержде-
ния 

Это завершает доказательство теоремы. Таким
образом, из теоремы следует, что две пары функ-
ций ,  и ,  формируют биортогональную вей-
влет-систему (рис. 5).

При этом обеспечивается выполнение следую-
щих необходимых условий на вейвлеты и масшта-
бирующую функции [13–21]:

Таким образом, новые модифицированные ба-
зисные функции полученной вейвлет-системы:

– образуют биортогональную систему базис-
ных функций, формирующих нестационарный
кратномасштабный анализ сигналов в ;

– являются нестационарными по отношению
к масштабу j, так как в зависимости от j изменяется
носитель спектра функций   и, соответ-
ственно, интервал охватываемого ими частотного
поддиапазона функции ;

– вырождаются при  = const в соответ-
ствующие исходные функции  и .
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4. МАСШТАБИРУЮЩИЕ УРАВНЕНИЯ 
БИОРТОГОНАЛЬНЫХ ЧАСТОТНО-

МОДИФИЦИРОВАННЫХ ВЕЙВЛЕТОВ

Так как базисные подпространства  и 
формируют КМА, то функции  

  аналогично классическим мас-
штабирующим уравнениям [13–21, 35] могут
быть выражены в виде линейной комбинации
своих масштабирующих функций  или

Для функции  имеем соотношение

(50)

Скалярное произведение под знаком суммы бу-
дет равно

Следовательно,
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или в области частот

(52)

Аналогичным образом определим скалярное
произведение для масштабирующего соотношения

(53)

Таким образом,

(54)

(55)

Построим масштабирующие соотношения, кото-
рым должны удовлетворять модифицированные
вейвлет-функции  и . Для  имеем

(56)
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Рис. 5. Графики биортогональных частотно-модифицированных вейвлетов Кравченко :  (а),

 (б),  (в),  (г).
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В результате вычисления коэффициентов филь-
тра получим

Теперь (56) перепишем в виде

(57)

После преобразования Фурье это соотношение
примет вид

(58)

Аналогичным образом для  получим

(59)

В частотной области это соотношение прини-
мает вид

(60)
Свойства частотных функций построенной биор-
тогональной вейвлет-системы хорошо известны
[13–21, 35], так как они же являются соответству-
ющими частотными функциями исходных вей-
влет-базисов Н(ω) для  и G(ω) для . Усло-
вие на биортогональные частотные функции

(61)
полностью подтверждается условием для орто-
нормированного случая [13–21, 35]

(62)
Согласно утверждениям леммы 2 и теоремы 3 о

вложенности подпространств

можно получить другие масштабирующие соот-
ношения. Так как   
то существует такая 2j + 2π-периодическая функ-
ция  что
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Для определения  воспользуемся уравнением
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этого введем 2j+2π-периодическое продолжение
функции  с промежутком 
на  (в случае использования вейвлетов Кра-
вченко).
Тогда

(64)

Здесь  – 2π-периодическая функция,
определяемая равенством

(65)

где  – характеристическая функция

интервала  при котором име-

ет место равенство 
Следовательно,

(66)

В результате обратного преобразования Фурье
выражения (64) с учетом произвольного значения
сдвига n имеем
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Исходя из (66) формула для вычисления  бу-
дет следующая:
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Поступая аналогичным образом, получим выра-
жение для преобразования Фурье модифициро-
ванного вейвлета 
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Сдвиги биортогональной к  масштаби-
рующей функции  порождают подпространство

, а согласно теореме 3 выполняется условие
вложенности подпространств  Следова-
тельно, существует такая 2j +2π-периодическая
функция  что

(74)

После соответствующих преобразований имеем
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Рассмотрим некоторые свойства коэффици-
ентов фильтров  

  Коэффициенты
 и  биортогональны по от-

ношению к двойному сдвигу

(84)

Это следует из равенства 

Коэффициенты масштабирующих  и
вейвлетных  фильтров обладают
свойствами

(85)

(86)

Кроме того, выполняются следующие условия на
сумму коэффициентов

(87)

(88)

(89)

Соответствующие частотные функции должны
удовлетворять соотношению, аналогичному (61)

(90)

Рассмотрим скалярное произведение при p = k – n

Используем равенство Парсеваля и полученные
выше масштабирующие соотношения

Полученное равенство имеет место только в том
случае, когда
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Это равенство справедливо для произвольного
значения масштаба j < jmax.

Еще один новый комплекс масштабирующих
уравнений удается получить на основе построенной
биортогональной системы функций, если выпол-
нить преобразование формулы для двойственных
базисов (45) с помощью соотношения (52)

Здесь  и  – 2j+2π-периодиче-
ские функции и их произведение, также является
2j+2π-периодической функцией. Откуда следует
справедливость масштабирующего уравнения в ча-
стотной области для  и 

(91)
где

(92)

Если переписать соотношение для двойственного

базиса (45) в виде , то таким
же образом с учетом (55) получается масштабирую-
щее уравнение в частотной области, которое выра-
жает функцию  через масштабированную
версию своего дуального базиса 

(93)

где 2j +2π-периодическая функция имеет вид

(94)

Переписав соотношение (46) в виде  =

, аналогичным образом постро-
им новые масштабирующие уравнения для вей-
влет-функций  и 

(95)
где

(96)

и

(97)
где

(98)
Обращаясь к полученным масштабирующим

уравнениям в частотной области можно сформу-
лировать теорему.
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Теорема 4. Если j < jmax, то справедлива вложен-
ность подпространств

а подпространства и  являются также ортого-
нальным дополнением к вложенной системе под-
пространств  и  до  и  соответственно

Доказательство. Для того чтобы показать вло-
женность масштабирующих подпространств, до-
статочно убедиться, что  и 
Для доказательства  предположим, что
некоторая функция  Тогда 

если  а  должна быть
2j +2π-периодической функцией. Поскольку

 то  Преобразование
этого равенства дает

где произведение двух первых членов является
2j+2π-периодической функцией . Следова-
тельно,  Аналогичным образом доказы-
вается, что . Обобщив эти условия, полу-
чим доказательство утверждений 
и 

Для доказательства второй части теоремы
 необходимо показать, что семей-

ство функций  образует ба-
зис всего подпространства . Согласно теоре-
ме 3 справедливо условие  тогда
если , то , где

 есть 2j + 2π-периодическая функция.
Итак,

где  и  – 2j+ 1π-периодические функ-
ции. Преобразуем дуальные базисы масштабиру-
ющей функции и вейвлета в правой части этого
выражения
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Тогда

а произведение первых двух членов в правой части
представляет собой по-прежнему 2j+2π-периодиче-
скую функцию, что доказывает  и

Аналогичным образом, если  и

 то согласно условию леммы 3

где  – 2j +2π-периодическая функция, 

и  – 2j+ 1π-периодические функции.

Следовательно,

Тогда , , что и требова-
лось доказать.

Коэффициенты масштабирующих и вейвлет-
фильтров будем искать исходя из того, что частот-
ные функции модифицированной вейвлет-систе-
мы в (91), (93), (95), (97), представляют собой
произведение частотной функции исходной ор-
тонормированной вейвлет-системы с коэффици-
ентами фильтров , , кото-
рые известны, и периодической функции .

Для  коэффициенты фильтра определяют-
ся следующим образом:

(99)

Коэффициенты фильтра для  можно по-
лучить так
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Тогда масштабирующее уравнение (91) запишет-
ся в виде

(100)

Введем обозначение коэффициентов фильтра для
(100), которые представляют собой свертку из-
вестных числовых последовательностей:

(101)
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Во временной области масштабирующее уравне-
ние имеет вид
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Аналогично для (93) имеем
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После выполнения обратного преобразования Фу-
рье масштабирующее уравнение (104) примет вид
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Подобным образом для вейвлет-функций имеем
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Во временной области (111) примет вид

(113)

Коэффициенты фильтров 

   обладают
следующими свойствами:

(114)

(115)

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)

В биортогональном случае частотные функции
 и  удовлетворяют равенству

(121)

Выполнение этого равенства легко показать с по-
мощью непосредственной подстановки соотно-
шений (92) и (94) в (121).

5. КРАТНОМАСШТАБНАЯ 
АППРОКСИМАЦИЯ РЕШЕНИЯ 
ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 

ТИПА СВЕРТКИ С ПРИМЕНЕНИЕМ 
БИОРТОГОНАЛЬНЫХ ЧАСТОТНО-

МОДИФИЦИРОВАННЫХ ВЕЙВЛЕТОВ 
КРАВЧЕНКО

Как было показано ранее, решение интеграль-
ного уравнения типа свертки (1) заключается в
получении оценки полезного сигнала  по на-
блюдаемому сигналу  на основе регуляризо-
ванного спектра решения [1–7]

(122)

где  – стабилизирующий множитель, кото-
рый может быть задан как .

Воспользовавшись интегральным уравнением
типа свертки в частотной области 

 из (122), получим оценку
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вид инверсного фильтра. В случае отсутствия шу-
ма решение (122) позволяет точно восстановить
сигнал , искаженный импульсной характери-
стикой  линейной стационарной системы.
При наличии шума происходит его бесконечное
усиление на частотах, при которых  что
и приводит к необходимости использования ма-
тематических подходов эффективного подавле-
ния шума, к которым относится вейвлет-филь-
трация [13–21].

Согласно (22) оценка полезного сигнала 
определяется так

где  – исходные масштабирующие
функции, выбранные из ортонормированных
вейвлет-систем Кравченко;  =  –
коэффициенты разложения x(t) по масштабиру-
ющим функциям 

Таким образом, решение интегрального урав-
нения типа свертки (1) относительно функции
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довательности коэффициентов разложения
{ : } [29, 36–41]. Представим (22) в ча-
стотной области
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наблюдаемого сигнала  по базисной системе
функций  в котором  Дей-
ствительно, так как

(125)

то

(126)

Следовательно,  и условие теоремы 1
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Итак, оценка полезного сигнала  будет
определяться следующим разложением по базису

(127)

Подлежащие определению коэффициенты
{ : } находятся исходя из существова-
ния биортогональной системы функций

(128)
Здесь оценка приближенного решения инте-
грального уравнения типа свертки (1) в виде (127)
сводится к определению коэффициентов (128).
Исходя из того, что предложенная и обоснован-
ная биортогональная система вейвлет-функций

  и  ,  порождает две
цепочки КМА, любую функцию из  можно
представить в виде ортогонального разложения
по базисам подпространств низшего масштаба

,  так, что  Тогда для создания
вычислительных алгоритмов оценки полезного
сигнала будем искать  в виде разложения

(129)

которое описывает ДВП классического КМА по
вейвлетам, обладающим компактным носителем
в частотной области, в частности, по вейвлетам
Кравченко [25–28].

В частотной области (129) имеет вид

(130)

Коэффициенты { : } являются ре-
зультатом ДВП  при разложении до некото-
рого масштаба j0 так, что  представляется как
сумма грубой аппроксимации  и
множества деталей 
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моменты времени   Тогда, умно-
жив скалярно масштабирующие уравнения  =

  =  слева и
справа на , для произвольного масштаба j
можно получить рекурсивные формулы расчета
коэффициентов вейвлет-разложения от более
точного масштаба  j + 1 к более грубому масштабу j
[13–21]

(133)

(134)

Графически алгоритм вейвлет-разложения сиг-
нала f(t) можно представить в виде схемы (рис. 6а).
Данный алгоритм реализуется с помощью много-
каскадного последовательного соединения бло-
ков фильтров, обеспечивающих быстрые вычис-
ления ДВП.

Начальные значения коэффициентов  опре-

деляются формулами  
 при таком значении масштаба j,

при котором в пределах спектрального диапазона
сигнала  функция  остается практиче-
ски постоянной, т.е. чтобы аппроксимация вей-
влетами достаточно точно отражала сигнал f(t).
Такой расчет является трудоемким и может не
обеспечить необходимую точность вычисления.
Так как сигнал f(t) практически задан своими зна-
чениями, то при большом масштабе j коэффици-
енты  можно положить равными от-
счетам функции

Отсюда следует, что при выборе вейвлет-системы
Кравченко 

Следовательно, быстрое вычисление ДВП поз-
воляет представить оценку приближенного реше-
ния (1) в дискретном виде как последовательность
коэффициентов   по ко-
торым раскладывается  в (129).

Как показано в (122), оценка полезного сигна-
ла , определяемая обработкой наблюдаемого
сигнала y(t) фильтром с частотным откликом

, соответствует вейвлет-разложению на-
блюдаемого сигнала y(t) по базису ,  на
самом точном масштабе J. Аналогичным образом
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получим разложение  в виде ДВП, умножая
слева и справа выражение (130) на 

(135)

С учетом (27), (28) имеем

(136)

Следовательно, коэффициенты { , : }
получаются при разложении наблюдаемого сиг-
нала  по базисной системе функций

  , в котором

, . Таким образом, оценка при-
ближенного решения (1) будет определяться сле-
дующим разложением по базисам 

:

(137)

где  – коэффициенты
разложения наблюдаемого сигнала  по частот-
но-модифицированным биортогональным вей-
влетам  

Предложенная и обоснованная биортогональ-
ная система функций ,  и , ,

 порождает КМА, поэтому для эффективного
решения задачи (1) по оценке полезного сигнала
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, искаженного импульсной характеристикой
, необходимо разработать алгоритм быстрого

вычисления вейвлет-коэффициентов { , :
} исходя из полученных ранее

масштабирующих уравнений (51), (54), (57), (59),
(67), (72), (79), (82), (103), (106), (109), (113), а так-
же масштабирующих и вейвлет-фильтров , ,

, , , , , , , , затем прове-
сти эффективное подавление шума и компенсиро-
вать его бесконечное усиление с использованием
математических подходов обработки вейвлет-ко-
эффициентов [13–21, 42, 43].

Разработанные частотно-модифицированные
биортогональные вейвлеты позволяют получить
рекурсивные алгоритмы для вычисления коэффи-
циентов ДВП с учетом локализации и компенсации
частотно-временных особенностей наблюдаемого
сигнала y(t), частотной функции отклика  или
фильтра с частотным откликом  за счет суще-
ствования масштабирующих уравнений (51), (54),
(57), (59), (67), (72), (79), (82), (103), (106), (109),
(113). Масштабирующие уравнения (103), (106),
(109), (113) позволяют осуществлять переходы
при вейвлет-разложении наблюдаемого сигнала
y(t) от базиса  к базисам ,  или от
базиса  к базисам ,  (следующий
уровень разложения выполняется по биортого-
нальному базису) в рамках единого ДВП в необ-
ходимых частотных диапазонах, где свойства вей-
влет-базисов ,  или ,  позво-
ляют лучшим образом аппроксимировать сигнал
y(t). Из этого следует, что в едином алгоритме
ДВП становится возможным оптимизировать
процесс получения коэффициентов вейвлет-раз-
ложения для дальнейшей их обработки с целью
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Рис. 6. Классические схемы вейвлет-разложения (а) и восстановления (б) сигнала f(t).
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эффективного восстановления сигнала х(t), по-
давления шума и компенсации его бесконечного
усиления. Для масштабирующих функций под-
пространства  и соответствующих вейвлет-
функций подпространства  справедливы мас-
штабирующие соотношения (51), (57), (67), (72),
(106), (113), а для подпространств и  – мас-
штабирующие соотношения (54), (59), (79), (82),
(103), (109).

Коэффициенты разложения 
в (137) при произвольном значении масштаба j
определяются по формулам

(138)

(139)
Рекурсивные алгоритмы для вычисления этих ко-
эффициентов получим, подставляя в (138), (139)
вместо  и  масштабирующие соотно-
шения (54), (59), (79), (82), (103), (109). Восполь-
зовавшись (54), (59), получим

(140)

(141)

Из масштабирующих уравнений (51), (57), (67),
(72), (79), (82), (103), (106), (109), (113) также сле-
дует, что возможны другие рекурсивные алгорит-
мы вычисления как коэффициентов разложения

 наблюдаемого сигнала y(t) по ба-
зисным функциям  , так и коэффици-
ентов разложения y(t) по биортогональным к
этим базисам функциям  

Введем обозначения для коэффициентов раз-
ложения наблюдаемого сигнала y(t) по базисным
функциям ,  при произвольном мас-
штабе j

(142)
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а для коэффициентов разложения наблюдаемого
сигнала y(t) по исходным вейвлет-базисам ,
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Используя (103), (109), имеем
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Рекурсивный алгоритм для вычисления коэффи-
циентов разложения  наблюдае-
мого сигнала y(t) по базисным функциям 

 представляется аналогично рассмотрен-
ным выше случаям следующим образом:
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Как и в случае классического КМА, полученные
рекурсивные алгоритмы для вычисления коэффи-
циентов  или  тре-
буют, чтобы были известны соответствующие на-
чальные значения коэффициентов разложения 

или  при самом точном масштабе J. Для вычисле-

ния начальных коэффициентов  по из-
вестным отсчетам наблюдаемого сигнала y(t) подста-
вим в (138) масштабирующее соотношение (79)

Откуда при выборе вейвлет-системы Кравченко
получаем
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Отсюда при выборе вейвлет-системы Кравченко
имеем

(157)

Аналогично вычисляются начальные коэффици-
енты  по известным отсчетам наблю-
даемого сигнала y(t) с использованием (67) и
(142), (72) и (143)

(158)

(159)

Таким образом, воспользовавшись формулами (140),
(141), (146)–(159), можно получить различные ва-
рианты рекурсивного алгоритма разложения на-
блюдаемого сигнала y(t) по его отсчетам от более
точного разрешения J к грубому разрешению j0.
Для вычисления каждых последующих коэффи-
циентов из предыдущих с большим масштабом,
характеризующим более широкополосный про-
цесс, лучше использовать базисные функции и их
масштабирующие и вейвлет-фильтры в (140),
(141), (146)–(159), которые учитывают и компен-
сируют частотно-временные особенности на-
блюдаемого сигнала y(t) и частотных функций

 в соответствующем диапазоне. Схема
одного из возможных алгоритмов вейвлет-разло-
жения наблюдаемого сигнала y(t) показана на
рис. 7а.

В отличие от классической схемы вейвлет-раз-
ложения [13–21] отсчеты наблюдаемого сигнала y(t)
в первом каскаде обрабатываются низкочастотным
и высокочастотным фильтрами , . Филь-

, 1, 2 .y
J n J k n k

k

b y+ −= η �

,{ : }y
J ka k ∈� Z

, 1, 2 ,y
J n J k n k

k

a y+ −= θ�

, 1, 2 .y
J n J k n k

k

b y+ −= η�

ˆ ˆ( ), ( )Dλ ω ω

1{ }J +θ� 1{ }J +η�

тры на последующих этапах обработки не изме-
няются.

Далее получим рекурсивный алгоритм восста-
новления аппроксимирующих коэффициентов,
характеризующих низкочастотную составляющую
сигнала с большим масштабом, из коэффициентов
вейвлет-разложения меньшего масштаба (один уро-
вень обратного дискретного вейвлет преобразова-
ния). Тогда, учитывая, что , масшта-
бирующую функцию ,  можно пред-
ставить в виде суммы

(160)

Умножая (160) скалярно слева и справа на y(t),
получим

что соответствует следующему представлению
коэффициентов разложения :

(161)

Таким образом, по формуле (161) получен ре-
курсивный алгоритм восстановления оценки

 по коэффициентам вейвлет-разложения от
грубого к точному разрешению с использованием
фильтров исходных вейвлет-базисов  и .
Схема восстановления отсчетов оценки  не
отличается от схемы классического КМА (см.
рис. 7б).

Благодаря предложенному и обоснованному
конструктивному подходу получения частотно-мо-
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Рис. 7. Схемы разложения (а) наблюдаемого сигнала y(t) и последующего восстановления (б) полезного сигнала 
по базису частотно-модифицированных вейвлет-функций.
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дифицированных вейвлет-базисов схема разложе-
ния наблюдаемого сигнала y(t) и восстановления
коэффициентов вейвлет-разложения оценки 
не единственная. В схеме разложения наблюдае-
мого сигнала y(t) могут использоваться другие ре-
курсивные формулы (148)–(159). По полученным
в результате коэффициентам вейвлет-разложе-
ния должна быть восстановлена оценка .

Для подпространств  и  масштабирую-
щих функций  и ,  справедли-
вы ортогональные разложения 

 . Тогда масштаби-
рующие функции , ,  можно
представить в виде сумм

(162)

(163)

(164)

из которых следуют формулы для коэффициен-
тов разложения  и :

(165)

(166)

(167)

Следовательно, с использованием рекурсив-
ных соотношений (161) и (165) можно восстанав-
ливать коэффициенты разложения большего
масштаба по коэффициентам разложения того
же базиса меньшего масштаба, а с помощью со-
отношений (166) и (167) восстанавливаются коэф-
фициенты разложения большего масштаба по коэф-
фициентам разложения биортогонального базиса
меньшего масштаба. Кроме того, возможны сме-
шенные рекурсивные соотношения, где коэффици-
енты разложения большего масштаба получаются из
коэффициентов разложения по масштабирующим
функциям той же или биортогональной вейвлет-
системы и вейвлет-функциям биортогональной
или той же вейвлет-системы при меньшем мас-
штабе. Действительно, если воспользоваться (160),
а затем (45), (46) и (92), (96), то во временной об-
ласти получим

(168)

(169)
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Аналогичным образом, из (163) с учетом (45), (46)
и (94), (98) во временной области имеем

(170)

(171)

Тогда смешанные рекурсивные формулы восста-
новления аппроксимирующих коэффициентов
разложения   имеют следующий вид:

(172)

(173)

(174)

(175)

Таким образом, получены рекурсивные фор-
мулы для одного уровня ДВП и ОДВП, позволя-
ющие строить гибкие вычислительные схемы
кратномасштабной аппроксимации решения ин-
тегрального уравнении типа свертки (1) с учетом
частотно-временных особенностей наблюдаемо-
го сигнала y(t), частотной функции отклика 
или фильтра с частотным откликом . Обоб-
щенная схема, реализующая кратномасштабный
алгоритм восстановления оценки полезного сиг-
нала , показана на рис. 8.

Полезный сигнал х(t), первоначально искажен-
ный импульсной характеристикой λ(t) с последую-
щим действием шума n(t) в виде временных отсче-
тов yn = y(tn), подвергается вейвлет-разложению с

использованием низкочастотного фильтра 
(или ) и высокочастотного фильтра 
(или ). В результате получают аппроксими-
рующие коэффициенты вейвлет-разложения

 (или ) и детализирующие ко-
эффициенты вейвлет-разложения  (или

) масштаба J. Далее каждые аппрокси-
мирующие коэффициенты вейвлет-разложения

 (или ) при  долж-
ны быть обработаны низкочастотным фильтром

 (или , или ) и высокочастотным филь-

тром  (или , или ). Итак, образуется
дискретная последовательность коэффициентов
вейвлет-разложения   Детали-
зирующие коэффициенты  впо-
следствии подвергаются пороговой обработке.

1, 2 , 1, 2 ,( ) ( ) ( ),j k k n j n j k n j n
n n

t h t g tξ
+ − + −ξ = ξ + γ  �

�

1, 1, 2 , 2 ,( ) ( ) ( ).j k j k n j n k n j n
n n

t h t g tξ
+ + − −ξ = ξ + γ 

�
�

1, ,y
j ka + 1,

y
j ka +�

1, 1, 2 , 2 , ,y y y
j k j k n j k k n j n

n n

a h a g bξ
+ + − −= + 

�
�

1, 2 , 1, 2 , ,y y y
j k k n j n j k n j k

n n

a h a g bξ
+ − + −= +  � �

1, 2 , 1, 2 , ,y y y
j k k n j n j k n j n

n n

a h a g bξ
+ − + −= +  �

� �

1, 1, 2 , 2 , .y y y
j k j k n j n k n j n

n n

a h a g bξ
+ + − −= + 

�
��

ˆ( )λ ω
ˆ( )D ω

( )Px t�

1,{ }J k+θ�

1,{ }J k+θ 1,{ }J k+η�

1,{ }J k+η

{ }y
J JcA a= { }y

J JcA a= �

{ }y
J JcD b=

{ }y
J JcD b= �

{ }y
j jcA a= { }y

j jcA a= � 0 1j j J− ≤ ≤

{ }kh ,{ }j khξ�
,{ }j khξ�

{ }kg ,{ }j kg ξ� ,{ }j kg ξ�

0
{ , :j jcA cD 0 }.j j J≤ ≤

0{ : }jcD j j J≤ ≤



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 65  № 4  2020

ВОССТАНОВЛЕНИЕ СИГНАЛОВ 413

После этого выполняется ОДВП с использовани-
ем низкочастотного фильтра  (или , или

) и высокочастотного фильтра  (или

, или ). При этом схема вейвлет-восста-
новления должна обеспечивать решение инте-
грального уравнения (1).

Получение оценки полезного сигнала  с по-
мощью кратномасштабного алгоритма с исполь-
зованием новых биортогональных частотно-мо-
дифицированных вейвлетов проводится в не-
сколько этапов.

1. Выбор частотной модифицирующей функции
. На этом этапе для выбора частотной моди-

фицирующей функции  учитывается апри-
орная информация о полезном и наблюдаемом
сигнале , , импульсной характеристике
λ(t), параметрах шума n(t).

На практике для подавления бесконечного
усиления шума используют фильтр, регуляризи-
рующий усиление на высоких частотах (3), кото-
рый может быть использован при построении
функции  в виде  Подавление
бесконечного усиления шума также может быть
достигнуто применением оконной функции
w(ω), в том числе масштабирующей функции

, которая при самом точном разрешении J
должна удовлетворять следующим требованиям:

– бесконечный рост высокочастотной части
спектра  должен быть скомпенсирован убы-
ванием высокочастотной части масштабирую-
щей функции;

– спектр масштабирующей функции  в
пределах спектральной полосы  должен быть
максимально плоским;

– масштабирующая функция  должна
быть достаточно гладкая для устранения эффекта
Гиббса (как можно большее число раз непрерыв-
но дифференцируемой).
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(̂ )y ω
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Указанными свойствами обладают масштаби-
рующие функции из вейвлет-систем Кравченко
[25–28].

Дополнительно частотная характеристика си-
стемы может быть подвергнута коррекции. Для
этого функцию  необходимо умножить на
подходящий полином от ω.

2. Выбор ортонормированного вейвлет-базиса ,
 с оптимальными свойствами. Для достижения

большей точности и получения вычислительных
преимуществ вейвлет-базис должен обладать фи-
нитным спектром, малым числом коэффициен-
тов фильтров , непрерывной дифферен-
цируемостью как можно большее число раз. Та-
кими свойствами обладают масштабирующие
функции из вейвлет-систем Кравченко [25–28].

Исходя из частотно-временных свойств вы-
бранного вейвлет-базиса определяются значения
масштабов  при которых должно быть
выполнено ДВП.

3. Получение биортогональной частотно-моди-
фицированной вейвлет-системы  ,

, . Первоначально из выбранного ор-
тонормированного вейвлет-базиса ,  и
модифицирующей функции  должны быть по-
лучены функции ,  по формулам (27),

(28). Далее вводится функция  по формуле
(44), с использованием которой строятся биорто-
гональные вейвлет-базисы ,  согласно
(45), (46). Дополнительно, модифицирующая функ-
ция  может быть подвергнута частотной кор-
рекции.

4. Расчет дискретных фильтров новой биорто-
гональной частотно-модифицированной вейвлет-
системы. Для проведения прямого ДВП наблюда-
емого сигнала y(t) и получения оценки полезного
сигнала  с помощью ОДВП известные дис-
кретные фильтры  ортонормированного
вейвлет-базиса ,  дополняются расчетом
следующих фильтров:
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Рис. 8. Обобщенная схема, реализующая кратномасштабный алгоритм восстановления оценки полезного сигнала .
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– по формулам (68), (73), (78), (83) вычисляют-
ся коэффициенты фильтров ,  и

, , которые определяют первый уро-
вень ДВП;

– по формулам (101), (105), (108), (112) вычис-
ляются коэффициенты фильтров ,  и

, , которые наряду с  могут при-
меняться в расчете последующих уровней ДВП и
в ОДВП. Следует, отметить, что коэффициенты
этих фильтров не требуют расчета обратного пре-
образования Фурье для каждого разрешения. Они
вычисляются дискретной сверткой известных ко-
эффициентов фильтров  с предваритель-
но рассчитанной последовательностью коэффи-
циентов 2j + 2π-периодической функции  и

обратной к ней функции  соответственно
, . При этом коэффициенты 

могут быть вычислены из коэффициентов .
Таким образом, наибольших вычислительных за-
трат требует однократное вычисление коэффици-
ентов фильтров , и , .

5. Получение начальных коэффициентов разло-
жения наблюдаемого сигнала y(t). На первом эта-
пе разложения наблюдаемого сигнала y(t) вы-
числяются коэффициенты  или

 с помощью дискретных фильтров
,  или ,
 по формулам (156)–(159). Указан-

ные фильтры получены в частотной области по
формулам (66), (71), (76), (81) и учитывают осо-
бенности модифицирующей функции , ко-
торая может значительно возрастать в области
высоких частот. При этом из (66), (71), (76), (81)
следует, что частотные фильтры  мо-
гут обеспечивать рост частотных составляющих
обрабатываемого сигнала при  (в полосе
частот наблюдаемого сигнала ), если эти осо-
бенности недостаточно скомпенсированы соот-
ветствующим выбором . В частности, может
значительно увеличиваться высокочастотная со-
ставляющая сигнала, содержащая основной шум.
Фильтры , напротив, не усиливают
такие частотные компоненты обрабатываемого
сигнала, и могут служить альтернативным подхо-
дом для расчета коэффициентов разложения на-
блюдаемого сигнала y(t) на первом этапе ДВП.
Последующие этапы ДВП проводятся фильтрами
с меньшей полосой пропускания, где в высокоча-
стотной части рост модифицирующей функции

, как правило, существенно меньше. Поэто-
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му последующие этапы ДВП чаще всего менее
критичны к выбору фильтров разложения.

6. ДВП наблюдаемого сигнала y(t). В ходе ДВП
подбирается оптимальная схема вейвлет-разло-
жения наблюдаемого сигнала y(t) по формулам
(140), (141), (148)–(151), (154), (155) при выбран-
ных значениях масштабов  с учетом ча-
стотно-временных особенностей наблюдаемого
сигнала y(t), частотной функции отклика 
или фильтра с частотным откликом . Также
применяется избыточное ДВП (вейвлет-коэффи-
циенты не отбрасываются в результате децима-
ции), при котором может достигаться лучшее по-
давление шума.

7. Пороговая обработка вейвлет-коэффициен-
тов. Процесс очистки наблюдаемого сигнала от
шума с помощью вейвлетов может быть выполнен
пороговой обработкой вейвлет-коэффициентов
[13–21, 42, 43]. Достоинство нелинейных методов
пороговой обработки вейвлет-коэффициентов со-
стоит в быстроте алгоритмов построения оценок;
возможности лучшей адаптации к функциям,
имеющим на разных участках различную степень
регулярности. Помимо задачи удаления шума, по-
роговая обработка позволяет решить задачу сжа-
тия сигнала. При пороговой обработке проводится
ограничение уровня детализирующих коэффици-
ентов с использованием пороговой функции

. Вместо аргумента х в функцию  под-
ставляются детализирующие коэффициенты для
каждого уровня разложения j ( , ).

Обычно используется функция жесткой или
мягкой пороговой обработки с порогом Т. Функ-
ция жесткой пороговой обработки описывается
следующим выражением:

Очевидно, что функция жесткой пороговой обра-
ботки имеет разрыв. Это может привести к не-
желательным особенностям обработки доста-
точно гладкой функции сигнала. Мягкая поро-
говая обработка задается непрерывной пороговой
функцией

Вид функций жесткой и мягкой пороговой обра-
ботки показан на рис. 9.

Следовательно, при таком подходе наиболее
эффективное удаление шума будет достигаться,
когда энергия сигнала в результате ДВП сосредо-
точена в минимальном числе коэффициентов вы-
ше порогового уровня, а энергия шума распреде-
лена в максимальном числе коэффициентов ниже
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порогового уровня. Это происходит, когда вы-
бранный вейвлет-базис хорошо коррелирован с
сигналом. Для каждого масштаба j выбирается
порог Tj, который в соответствии с [42, 43] опре-
деляется так

Этот порог получил название “универсальный”,
так как он не зависит от наблюдаемых данных (за-
висит только от дисперсии шума). При выборе
порога TU обеспечивается близость среднеквадра-
тического риска к минимальному [42–45], а из
сигнала удаляется почти весь шум. Дисперсия
шума  может быть вычислена с помощью ка-
либровочной процедуры устройства регистрации
сигнала. Однако, зачастую дисперсия  неиз-
вестна и вместо ее точного значения необходимо
использовать некоторую оценку . Оценка дис-
персии может быть получена по наблюдаемым
данным yn = y(tn) путем вычисления медианы Mb

вейвлет-коэффициентов  на самом точном
масштабе J, так как в силу (157) (или (159)) эти ко-
эффициенты фактически содержат только шум

 Кроме того, в качестве диспер-

сии  может быть использована выборочная
дисперсия. Выборочная дисперсия является са-
мой популярной оценкой величины , а в случае
отсутствия выбросов, она наиболее предпочти-
тельна. Тогда, если сигнал yn длиной N имеет N/2
вейвлет-коэффициентов  наименьшего мас-

штаба j = J−1, то  оценивается следующим об-
разом:

8. Восстановление оценки полезного сигнала  с
использованием ОДВП. В ходе ОДВП проводится

2 ln .UT N= σ
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восстановление дискретных значений оценки сиг-
нала  по коэффициентам вейвлет-раз-
ложения наблюдаемого сигнала yn = y(tn), которые
прошли пороговую обработку. Так как при задан-
ных аппроксимирующих и детализирующих ко-
эффициентах на каждом масштабе j ( )
возможно восстанавливать аппроксимирующие
коэффициенты  или  в зависимости от
фильтров в формулах (161), (165)–(167), (172)–
(175), то следующий этап ОДВП может быть про-
веден с учетом частотно-временных особенно-
стей наблюдаемого сигнала y(t), частотной функ-
ции отклика  или фильтра с частотным от-
кликом . При этом на последнем этапе
восстановления должны применяться формулы,
обеспечивающие восстановление .

9. Визуализация и интерпретация результатов.
Оценка погрешности решения задачи. Полученный
результат визуализируется и подвергается даль-
нейшей обработке (статистической, сравнитель-
ной, эмпирической и т.д.) с целью более полного
изучения предмета исследования и оценки по-
грешности решения задачи.

ВЫВОДЫ

Обосновано применение вейвлетных подхо-
дов при восстановлении полезного сигнала в слу-
чае представления измерительного процесса
сверточной моделью. Для реализации алгоритма
решения задачи (1) предлагается использовать
ортогональные вейвлеты Кравченко с финитным
спектром [25–28]. Показано, что можно выпол-
нить модификацию вейвлетов с компактным но-
сителем в частотной области таким образом, чтобы
стало возможным проводить оценку полезного
сигнала  по наблюдаемому сигналу  в рам-
ках быстрых вычислительных алгоритмов на основе
ДВП. Предложен и обоснован способ получения
новых биортогональных частотно-модифициро-
ванных вейвлетов, формирующих две цепочки
КМА на основе модифицирующей функции с ча-
стотным откликом . Функция  позволя-
ет осуществлять построение вейвлетов с учетом
стабилизации решения интегрального уравнения
типа свертки (1) и эффективного подавления шу-
ма. Получены несколько видов масштабирующих
уравнений и формулы вычисления вейвлет-ко-
эффициентов для этих уравнений. Предлагаемые
биортогональные частотно-модифицированные
вейвлеты нестационарны по отношению к мас-
штабу, т.е. они не являются результатом сдвига и
масштабирования одной масштабирующей и
вейвлетной функций. Однако они формируют
эффективный кратномасштабный алгоритм ап-
проксимации решения интегрального уравнения

, ( )P n P nx x t=� �
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Рис. 9. Функции жесткой (а) и мягкой (б) пороговой
обработки.
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КРАВЧЕНКО и др.

типа свертки (1). Полученные вейвлетные систе-
мы позволяют при ДВП и ОДВП оптимизировать
процесс получения и восстановления вейвлет-ко-
эффициентов с точки зрения компенсации ча-
стотно-временных особенностей наблюдаемого
сигнала y(t), частотной функции отклика  или
фильтра с частотным откликом . Предложены
несколько вариантов ДВП и ОДВП на основе но-
вых биортогональных частотно-модифицирован-
ных вейвлетов, которые можно использовать в раз-
личных физических приложениях.
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