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ВВЕДЕНИЕ

Задача рассеяния электромагнитных волн на
неоднородных диэлектрических телах вращения
представляет большой интерес для моделирова-
ния линзовых антенн, биологических образова-
ний в медицине, осадков в метеорологии и радио-
локационных целей, включая возвращаемые кос-
мические аппараты, метеоритные следы и струи
от ракетных двигателей.

В общем случае эта задача в строгой постанов-
ке может быть решена только численными мето-
дами. К таким методам относятся проекционные
методы [1–3], метод конечных элементов [4, 5],
метод, основанный на слоистой модели неодно-
родного тела с однородными слоями, с последую-
щим применением метода интегральных уравне-
ний для эквивалентных токов на поверхностях
слоев [6], и метод интегральных уравнений для
токов поляризации [7, 8].

Цель данной работы – разработка алгоритма
решения задачи на основе гибридного проекци-
онного метода (ГПМ), примененного ранее к
электродинамическому анализу неоднородных

сфер и цилиндров [9, 10]. Такой подход представ-
ляет интерес, так как он обладает некоторыми по-
тенциальными преимуществами, отмеченными в
[9, 10], по сравнению с методами, перечисленны-
ми выше. Далее рассмотрен случай возбуждения
тела вращения радиальным магнитным диполем,
расположенным на оси вращения вблизи поверх-
ности тела.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
И МЕТОД РЕШЕНИЯ

Продольное сечение диэлектрического тела
вращения, расположенного в свободном про-
странстве в декартовых координатах x, y, z и сфе-
рических координатах r, θ, ϕ, показано на рис. 1.
Тело состоит из однородной сферы радиусом a1 и
относительной диэлектрической проницаемо-
стью ε1 с центром, расположенным в начале коор-
динат. Указанная сфера окружена неоднородным
внешним слоем с относительной диэлектриче-
ской проницаемостью ε(r,θ). Неоднородность
слоя может проявляться также и отличием его
внешней поверхности от сферической поверхно-
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сти. Относительная магнитная проницаемость
сферы и неоднородного слоя считается равной
единице.

Здесь мы предполагаем, что рассматриваемое
тело возбуждается радиальным магнитным дипо-
лем, расположенным на оси вращения z на рас-
стоянии r0 от начала координат. Цель задачи –
определить поле, излученное диполем в присут-
ствии тела, включая диаграмму направленности
(ДН) диполя, и определить поле внутри тела.

Так как поле диполя является осесимметрич-
ным, а диполь – магнитным, то ненулевыми со-
ставляющими векторного поля остаются только
азимутальная составляющая напряженности
электрического поля Eϕ, радиальная составляю-
щая напряженности магнитного поля Hr и мери-
диональная составляющая напряженности маг-
нитного поля Hθ. Указанные составляющие
должны удовлетворять уравнениям Максвелла:

(1)

(2)

(3)

где ε0 и μ0 – электрическая и магнитная постоян-
ные свободного пространства соответственно,  –
относительная диэлектрическая проницаемость
соответствующей области,

(4)

– плотность магнитного тока диполя с диполь-
ным моментом, определяемым магнитным током

 и длиной l, и ω – круговая частота в гармони-
ческой зависимости полей от времени, взятой в
виде exp(–iωt).

Определяя Hr и Hθ из (2) и (3) и подставляя их
в (1), получим уравнение

(5)

где  – волновое число (λ – дли-
на волны в свободном пространстве).

Введем в рассмотрение сферу радиусом a с
центром, расположенным в начале координат,
которая охватывает рассматриваемое тело и ди-
поль, как показано на рис. 1, и рассмотрим урав-
нение (5) в областях ,  и . В
первой области , а правая часть в (5) равна
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нулю. Уравнение (5) в этом случае решается хоро-
шо известным методом разделения переменных
[11, с. 81–82], применяя который можно записать
решение в виде суперпозиции сферических волн,
расходящихся от рассеивателя:

(6)

где Rq – неизвестные коэффициенты, ζq(kr) –
функции Риккати–Ханкеля первого рода,

(7)

– ортонормированные поперечные функции,
определяемые присоединенными функциями
Лежандра  [11], и

(8)

– множитель, через который поле диполя в даль-
ней зоне можно определить по формуле

(9)

Решение уравнения (5) для поля в централь-
ной области, не содержащей источников и где

, может быть записано в виде разложения

(10)

где Bq – неизвестные коэффициенты, ψq(k1r) –
функции Риккати–Бесселя и .
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Рис. 1. Неоднородное диэлектрическое тело враще-
ния, возбуждаемое радиальным диполем.
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Решение уравнения (5) для поля в области
, где  внутри слоя и  вне

слоя, будем искать в виде разложения

(11)

по поперечным функциям (7) с неизвестными пе-
ременными коэффициентами Eq(r).

Электрические поля (6), (10) и (11), а также со-
ответствующие поперечные магнитные поля,
определяемые из уравнения (3), должны быть не-
прерывными на сферических поверхностях при

 и . Проектирование указанных гранич-
ных условий на поперечные функции (7) с весом
sinθ дает следующие соотношения для коэффи-
циентов разложения:

(12)
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где  .
Электрическое поле (11) должно удовлетво-

рять уравнению (5). Подставляя (11) в (5) и проек-
тируя (5) на поперечные функции (7), получим
систему обыкновенных дифференциальных
уравнений:
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где ,
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и 
Решение уравнений (16) осуществляется ана-

логично работам [9, 10] с использованием одно-
мерного метода конечных элементов. Согласно
последнему решение ищем в виде разложения
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fn(r) – треугольные функции [12] с вершинами в
указанных узлах. Следующая операция состоит в
проектировании (16) на треугольные функции

. Интегрирование первого слагаемого в (16)
по частям и учет (13) и (15) сводит (16) к следую-
щим алгебраическим уравнениям:

(20)

где  – символ Кронекера и

(21)

– матричные элементы, определяемые интегралами

(22)
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(24)

для 

Уравнение (12), где  уравне-
ния (20) и уравнение (14), где , обра-
зуют полную систему линейных алгебраических
уравнений, размер которой после усечения равен
(N + 2)L, где L – число учитываемых меридио-
нальных гармоник в (6), (10) и (11). Как и в рабо-
тах [10, 12], матрица системы имеет блочную
трехдиагональную структуру. После решения
системы мы можем рассчитать поля в централь-
ной области и неоднородном слое, а также поле,
излученное в свободное пространство. В частно-
сти, используя асимптотическое выражение

 для функций Риккати–
Ханкеля при больших kr и представляя поле (6) в
форме (9), мы можем рассчитать ДН диполя в
присутствии тела вращения
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поле в свободном пространстве вне указанной
сферы вместо (6) представляется в виде

(26)

где

(27)
– соответствует полю диполя, падающему на сферу.

Соотношения (14) и (15), следующие из гра-
ничных условий, должны быть заменены фор-
мулами

(28)

(29)

правая часть в уравнении (16) должна быть равна
нулю, а правые части в уравнениях (20), которые
должны решаться совместно с (8) и (28), должны
иметь вид 

Наконец, ДН (25) должна быть модифициро-
вана как

(30)

где первое слагаемое в правой части – ДН диполя
в отсутствие тела.

Вторая модификация связана со случаем, ко-
гда вместо диэлектрической сферы внутри тела
находится идеально проводящая сфера. Электри-
ческое поле в слое (11) в этом случае должно быть
равно нулю на поверхности сферы, т.е. 
Это условие исключает уравнение (12) из даль-
нейшего рассмотрения, а первая треугольная
функция в разложении (19) должна быть также
исключена. Это обстоятельство приводит к ис-
ключению первого слагаемого из уравнений (20).
Координаты узлов, в которых расположены вер-
шины треугольных функций, теперь будут опре-
деляться как  где  и

. В результате порядок усеченной си-
стемы алгебраических уравнений (20) и (14) ста-
новится равным (N + 1)L вместо (N + 2)L в
предыдущем случае. После решения системы ха-
рактеристики излучения диполя могут быть рас-
считаны так же, как и в случае диэлектрической
сферы.

3. ЧИСЛЕННАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ
И РЕЗУЛЬТАТЫ

Алгоритм и его модификации, описанные вы-
ше, были реализованы в нескольких программах
в среде МАТЛАБ. Вычисление интегралов (23) и
(24), не зависящих от , проводилось с использо-
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ванием явных выражений, не приведенных здесь
для краткости. Вычисление интеграла (22) прово-
дилось с использованием разложения функции
Wpq(r) по треугольным функциям, как в (19), с по-
следующим аналитическим интегрированием
произведений указанных функций [13, Приложе-
ние 5.1]. Работа программ контролировалась не-
сколькими способами, включая сравнение ре-
зультатов с данными, полученными другими ме-
тодами, применимыми к случаю слоя из
однородного диэлектрика. Некоторые характер-
ные результаты приведены ниже.

В качестве первого примера рассмотрим одно-
родную диэлектрическую сферу (радиус a0 и ди-
электрической проницаемостью ε), возбуждаемую
диполем, расположенным на расстоянии h от ее по-
верхности. Задача в этом случае имеет строгое ана-
литическое решение. В частности, ДН диполя мо-
жет быть рассчитана согласно (30), где ,

(31)

 и . Сместим теперь эту сферу вниз
из начала координат на расстояние , как пока-
зано во вставке на рис. 2, и применим ГПМ для
решения задачи. Входные параметры задачи в
этом случае определим следующим образом:
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Рис. 2. Амплитудная ДН диполя в присутствии одно-
родной диэлектрической сферы с параметрами a0 =
= 0.5λ, ε = 5 + 0.2i: 1 – расчет по строгой формуле (33)
при учете L = 17 членов ряда (32), 2–4 – расчет ГПМ
при N = 41 (2), 21 (3) и 11 (4). На вставке – геометрия
задачи для смещения сферы.
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   и 
Интеграл (17) в этом случае определяется формулой

(32)

где Nq – нормировочный коэффициент, указан-

ный перед  в (7), и

(33)

– косинус угловой координаты точки на поверх-
ности смещенной сферы, а интеграл от произве-
дения присоединенных функций Лежандра вы-
числяется с использованием соотношений, кото-
рые мы вывели для неопределенных интегралов:

(34)

для ,

(35)

для  и 

1 0 0,a a z= − 0 0,a a z= + 0 1r a h= + 1( , ) .rε θ = ε = ε

1 1

1

( 1) ,
rx

pq pq p q p qW N N P P dx
−

= δ + ε − 

1
qP

2
1

1

( ) cos
( )r r
aa rx r
a a r

−= θ =
−

1 1 1
,

1 1 1 1
1 1 1 1

1
1

( 1) ( 1)

p q p q

q p p q
p q

F P P dx
p q

q P P p P P
xP P

p q
− −

= = ×
+ +

 + − +
× + − 



q p≠

1 1
, 1, 1

1 1
1, 1 , 2

(2 1)( 1)
(2 1)( 1)

2 1
1 2 1

p p p p

p p p p

p pF F
p p

p p F F
p p

− −

+ − −

− += +
+ −

 −+ − − + 

1p > 1 2
1,1 (1 3).F x x= −

Амплитудная ДН диполя при a0 = 0.5λ, ε = 5 + 0.2i
и h = 0.1λ была рассчитана с использованием
строгой формулы (31) при учете L = 17 членов ря-
да (30), а также с применением ГПМ для сферы,
смещенной вниз на расстояние z0 = 0.2λ (рис. 2).
Входные параметры были заданы следующим об-
разом: a = a0 + z0 = 0.7λ, a1 = a0 – z0 = 0.3λ, r0 = 0.4λ
и ε = ε1 = 5 + 0.2i. Расчеты проведены c учетом L =
= 17 членов ряда (25) при числе треугольных функ-
ций N в (19), использованных на интервале a – a1 =
= 0.4λ, равном 11, 21 и 41. Как видим, результаты,
соответствующие ГПМ, сходятся к точному реше-
нию при увеличении N. Мы также наблюдаем, что
ДН диполя имеет несколько лепестков, что объяс-
няется проникновением поля диполя внутрь сфе-
ры с последующими переотражениями там.

Амплитудные ДН диполя в задаче с геометриче-
скими параметрами, указанными выше, но для
сферы с проницаемостью ε = ε1 = –5 + 0.2i, что со-
ответствует плазме на частоте ниже плазменной ча-
стоты [14], и с проницаемостью ε = ε1 = 0.4 + 0.2i,
соответствующей частоте, превышающей плаз-
менную частоту, приведены на рис. 3 и 4 соответ-
ственно. Здесь также наблюдаем сходимость ре-
зультатов, полученных предлагаемым методом
при L = 17 и увеличении числа используемых тре-
угольных функций N, к результатам точного реше-
ния. Однолепестковая форма ДН в этих случаях
существенно отличается от предыдущего случая,
что объясняется резким снижением уровня поля

Рис. 3. Амплитудная ДН диполя в присутствии одно-
родной плазменной сферы с параметрами a0 = 0.5λ,
ε = –5 + 0.2i: 1 – расчет по строгой формуле (33) при
учете L = 17 членов ряда (32), 2–4 – расчет ГПМ при
N = 41 (2), 11 (3) и 7 (4).
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Рис. 4. Амплитудная ДН диполя в присутствии одно-
родной плазменной сферы с параметрами a0 = 0.5λ,
ε = 0.4 + 0.2i: 1 – расчет по строгой формуле (33) при
учете L = 17 членов ряда (32), 2 и 3 – расчет ГПМ при
N = 11 и 5 соответственно.
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внутри сферы при удалении точки наблюдения от
ее поверхности. Аналогичную форму имеет ДН
магнитного диполя в присутствии идеально про-
водящей сферы.

Второй пример соответствует магнитному ди-
полю, расположенному над идеально проводя-
щей сферой радиусом a1, расположенной внутри
диэлектрического сфероида, один из фокусов ко-
торого совпадает с центром сферы, как показано
во вставке на рис. 5. Размеры сфероида задаются
его апофокусным расстоянием, совпадающим с
радиусом внешней сферы a, и перифокусным
расстоянием b. Указанные параметры определя-
ют размер большой полуоси ae = (a + b)/2 и фо-
кусное расстояние fe = (a – b)/2, через которые
можно определить размер малой полуоси

. Будем считать, что проница-
емость сфероида зависит только от радиальной
координаты и зададим эту зависимость линейной
функцией

(36)

где  и . Функция (17) в этом слу-
чае определяется формулой Wpq(r) = δpqε(r) для

 и формулой (32) для , где ε сле-
дует заменить на ε(r), а косинус угловой коорди-
наты точки на поверхности тела теперь определя-
ется формулой

(37)

полученной с использованием уравнения эллип-
са , записанного в полярных

координатах с полюсом в фокусе, где  =
=  – фокальный параметр и 
=  – эксцентриситет.

Амплитудные ДН диполя, соответствующие
геометрическим параметрам a1 = 0.4λ, a = 1.5λ,
b = 0.5λ и r0 = 0.7λ, приведены на рис. 5. Задача
для однородного сфероида может быть также ре-
шена, например, хорошо известным методом
вспомогательных источников (МВИ) [14], пред-
ставленных в виде осесимметричных кольцевых
азимутальных электрических токов. Кольцевые
источники в количестве 160 × 2 были расположены
на софокусных сфероидальных вспомогательных
поверхностях с размерами больших полуосей, рав-
ных . Кроме того, 40 кольцевых источни-
ков были расположены на сферической вспомога-
тельной поверхности радиусом  внутри
центральной сферы. Угловые координаты источ-
ников на сфероидах задавались параметрически
[15], что обеспечивало наиболее быстрое умень-
шение невязки выполнения граничных условий,
а на сфере – равномерно. Указанные параметры

2 2
e e eb a f ab= − =

1 1 1

1

( )
( ) ,a a a ar a a
r

a a
ε − ε + ε − ε

ε =
−

1 1( )a aε = ε ( )a aε = ε

1a r b≤ ≤ b r a≤ ≤

( ) ( ),r e ex p r x r= −

( ) (1 cos )e er p xθ = + θ
2

e e ep b a=
2 ( )ab a b+ e e ex f a= =
( ) ( )a b a b− +

0.05ea ± λ

1 0.05a − λ

обеспечивали выполнение граничных условий на
поверхности диэлектрического сфероида и на по-
верхности внутренней сферы с погрешностью, не
превышающей 10–6. ДН диполя, соответствую-
щая МВИ, использовалась в качестве эталона.
Кривая 2, совпадающая с 1, соответствует ГПМ с
использованием L = 21 меридиональных гармо-
ник и N = 100 треугольных функций. ДН 3, полу-
ченная ГПМ с использованием указанного коли-
чества гармоник и треугольных функций, соот-
ветствует неоднородному сфероиду без потерь с

 = 5 и εa = 1, а ДН 4 – сфероиду с потерями при
 = 5 + 0.4i и εa = 1. Как видим, и неоднородный

диэлектрик, и наличие потерь в этом случае мо-
жет заметно влиять на форму ДН диполя.

Амплитудные ДН диполя, соответствующие
геометрическим параметрам, указанным выше, но
со сферой, находящейся внутри плазменного сферо-
ида, приведены на рис. 6. Кривые, соответствующие
однородному сфероиду с  = εa = –5 + 0.2i, получе-
ны с использованием МВИ и ГПМ с входными
параметрами, такими же, как и в предыдущем
случае. Кривая 3, полученная с использованием
ГПМ, соответствует неоднородному плазменно-
му сфероиду с  = –5 + 0.2i и εa = 1. Результаты,
полученные при исследовании влияния прони-

1aε

1aε

1aε

1aε

Рис. 5. Амплитудная ДН диполя в присутствии иде-
ально проводящей сферы, расположенной внутри ди-
электрического сфероида: 1 –  = εa = 5, МВИ; 2 –

 = εa = 5, ГПМ, L = 29, N = 51; 3 –  = 5, εa = 1;
4 ‒  = 5 + 0.4i, εa = 1, ГПМ, L = 29, N = 51. На встав-
ке – геометрия задачи для сферы внутри сфероида.
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цаемости плазмы на ДН диполя, приведены на
рис. 7. Кривая 1 и 2 соответствуют проницаемостям
сфероида у поверхности сферы εa1 = –5 + 0.4i и  =
= 0.4 + 0.4i, а εa = 1 в обоих случаях. Кривая 3 со-
ответствует отсутствию плазмы, т.е.  = εa = 1.
Результаты, приведенные на рис. 7, показывают,
что ДН диполя имеет однолепестковую форму,
которая практически не зависит ни от неоднород-
ности плазменного шлейфа, ни от потерь в нем,
что объясняется резким снижением уровня поля
при увеличении расстояния от поверхности сфе-
роида до точки наблюдения. Поле диполя отра-
жается в основном от освещенной поверхности
сфероида. Согласно рис. 7 форма ДН диполя также
слабо зависит от действительной части проницаемо-
сти плазмы и близка к форме ДН диполя в присут-
ствии идеально проводящей сферы без оболочки.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, рассмотрена задача возбужде-

ния неоднородного диэлектрического тела вра-
щения в виде однородной диэлектрической или
идеально проводящей сферы, окруженной неодно-
родной диэлектрической оболочкой, радиальным
магнитным диполем, расположенным на оси вра-
щения. Для решения задачи было разработано не-
сколько алгоритмов, основанных на ГПМ, включа-
ющем проектирование электромагнитных полей на

1aε

1aε

поперечные сферические функции и применение
одномерного метода конечных элементов для ре-
шения полученной системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений.

Разработанные алгоритмы были реализованы в
соответствующих программах на языке МАТЛАБ,
работа которых была проверена несколькими
способами. Проверки включали рассмотрение од-
нородной диэлектрической сферы, задача возбуж-
дения которой допускает строгое аналитическое ре-
шение. ГПМ в этом случае был применен для сферы
с центром, смещенным из начала координат, и про-
демонстрирована сходимость результатов к точному
решению при увеличении числа функций, учитыва-
емых в разложении искомых полей. Вторым объек-
том, использованным для проверки, была идеально
проводящая сфера, расположенная внутри одно-
родного вытянутого диэлектрического сфероида.
Результаты решения задачи с использованием
ГПМ в этом случае сравнивались с результатами,
полученными методом вспомогательных источ-
ников с контролируемой точностью выполнения
граничных условий на поверхностях сферы и
сфероида.

В работе также получены новые результаты
для ДН диполя в присутствии проводящей сфе-
ры, окруженной неоднородной диэлектрической
оболочкой в форме вытянутого сфероида с зави-
симостью проницаемости сфероида от радиаль-

Рис. 6. Амплитудная ДН диполя в присутствии иде-
ально проводящей сферы, расположенной внутри
плазменного сфероида: 1 – ε1 = εa = –5, МВИ; 2 –
ε1 = εa = –5, ГПМ, L = 29, N = 51; 3 – ε1 = –5, εa = 1,
ГПМ.
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Рис. 7. Амплитудная ДН диполя в присутствии иде-
ально проводящей сферы, расположенной внутри
плазменного сфероида: 1 –  = –5 + 0.4i, εa = 1, L =
= 29, N = 51; 2 –  = 0.4 + 0.4i, εa = 1; 3 –  = εa = 1.
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ной координаты по линейному закону. Показано,
что ДН диполя в случае оболочки из обычного ди-
электрика заметно отличается от ДН диполя для
случая однородной оболочки. Результаты также
показывают заметное влияние потерь в оболочке
на форму ДН, что объясняется проникновением
поля диполя внутрь сфероида и переотражения-
ми между поверхностью последнего и поверхно-
стью внутренней сферы.

Результаты, полученные для случая плазмен-
ной оболочки, показывают, что ДН диполя имеет
однолепестковую форму, которая слабо зависит
как от неоднородности шлейфа, так и от потерь в
нем. Этот факт объясняется слабым проникнове-
нием поля внутрь плазменного сфероида, что
приводит к формированию ДН в основном толь-
ко освещенной частью поверхности сфероидаль-
ной оболочки.
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