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Решена задача определения минимума дисперсий совместных оценок параметров сигнала, пред-
ставляющего смесь узкополосного и широкополосного сигналов и белого гауссовского шума, пред-
ставленных в виде комплексного суммарного сигнала. Получено выражение для расчета элементов
матрицы Фишера, необходимой для установления нижней границы Рао–Крамера. Приведены гра-
фики зависимости среднеквадратических отклонений оценок (СКО) от отношения сигнал/шум,
длины выборки и от исходных параметров сигнала – центральных частот составляющих сигнала,
ширины широкополосной составляющей. Проведено сравнение с минимальными СКО, получен-
ными для модели сигнала, включающей только широкополосную составляющую. Проведен анализ
полученных результатов, позволяющий оценить требования, которые могут быть предъявлены к
разрабатываемым алгоритмам совместной оценки параметров смеси сигналов рассматриваемого
типа, в зависимости от установленных значений частоты дискретизации и объема выборки.
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ВВЕДЕНИЕ
При синтезе различных алгоритмов цифровой

обработки сигналов, разработчикам часто прихо-
дится сталкиваться с проблемой определения па-
раметров смеси узкополосного (УП) и широко-
полосного (ШП) сигналов [1, 2]. В радиолокации,
в частности, к таким алгоритмам можно отнести
спектральные алгоритмы селекции движущихся
целей (СДЦ) на фоне пассивных широкополос-
ных помех [3–9]. Среди многообразия таких алго-
ритмов СДЦ существует класс адаптивных [6–9],
составляющей частью которых в том или ином
виде является оценка параметров сигнала со
спектром Доплера от точечной цели (спектр Допле-
ра которой – узкополосный сигнал на частоте, соот-
ветствующей скорости цели) и широкополосной
помехи. В зависимости от типа радиолокационных
систем (РЛС) (обзора, обнаружения, целеуказания)
и их назначения в вектор оцениваемых информа-
тивных параметров включаются разные составляю-
щие и предъявляются различные требования к точ-
ности его оценки [10–13].

С развитием информационных технологий
для решения перечисленных типов задач продол-
жают разрабатываться новые, более совершен-

ные алгоритмы оценки. Однако для выдвижения
корректных требований к синтезируемым алго-
ритмам необходимо знать потенциальную точ-
ность оценки параметров сигналов рассматривае-
мого типа. Одним из методов установления пре-
дела достижимой точности оценок является
нахождение границ Рао–Крамера (ГРК) [14].

В отечественной и зарубежной литературе вы-
ражения нижней границы Рао–Крамера для рас-
сматриваемых типов сигналов приводятся для
различных комбинаций составляющих вектора
оцениваемых параметров, однако, как правило,
ГРК вычисляется либо для узкополосных, либо
для широкополосных сигналов в отдельности
[15–18]. Также в приведенных статьях часто в каче-
стве модели сигналов используются вещественные
сигналы, вычисление же ГРК для комплексных сиг-
налов приводится редко в виду более сложной про-
цедуры вывода итоговых выражений. В связи с
этим целью данной работы являлось установле-
ние нижней границы Рао–Крамера совместных
оценок смеси узкополосного и широкополосного
сигналов, представленных в комплексном виде. В
качестве информационных параметров были вы-
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браны: центральная частота и ширина спектра
ШП сигнала и частота УП сигнала.

1. МОДЕЛЬ СИГНАЛА
Модель рассматриваемого сигнала представ-

ляет собой широкополосный сигнал:

где  – номер дискретного отcчета сигнала,

(1)

– модель ШП-сигнала (  – спектральная плот-
ность ШП-сигнала,  – центральная частота
спектра ШП-сигнала, Гц,  – ширина спектра
сигнала, Гц,  – период дискретизации, c),

– модель УП-сигнала (  – амплитуда УП-сиг-
нала,  – частота УП-сигнала, Гц).

Модель наблюдения имеет вид

где  – наблюдаемый комплексный сигнал,
 – комплексный белый гауссовый шум. Пред-

ставим модель наблюдения в векторном виде

(2)

где   
 – длина выборки.

2. ВЫВОД НИЖНЕЙ ГРАНИЦЫ
РАО–КРАМЕРА

Для определения потенциальной точности
совместной оценки центральной частоты и ши-
рины спектра ШП-сигнала и частоты УП-сигна-
ла (2) воспользуемся многомерным неравенством
Рао–Крамера, устанавливающим нижнюю гра-
ницу для матрицы ковариаций несмещенной
оценки [15]:

где  – вектор оцениваемых параметров,  – не-
смещенная оценка вектора параметров ,  –

информационная матрица Фишера,  –
матрица, обратная к матрице Фишера.

Для случая совместной оценки центральной
частоты широкополосного сигнала ( ), ширины
его спектра ( ) и частоты УП-сигнала ( ) ниж-
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няя граница ковариационной матрицы рассчиты-
вается следующим образом:

(3)

где

(4)

Соответственно, минимальные дисперсии
оценок являются элементами главной диагонали
матрицы, определяемой выражением (3):

(5)

где  (  – размерность вектора пара-
метров).

Найдем информационную матрицу Фишера
 Элементы матрицы Фишера для комплекс-

ного сигнала , представленного моделью (2), и
для вектора оцениваемых параметров  (4) рас-
считываются следующим образом [15]:

(6)

где  – знак вещественной части,  – сопря-
женное к  выражение.

Найдем частные производные от  по со-
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где

Далее находим частные производные от :

Таким образом, можем найти произведения
соответствующих производных, использующихся
для расчета элементов матрицы Фишера (6):

1) для элементов главной диагонали матрицы
Фишера –

2) для остальных элементов матрицы Фишера –

Тогда элементы главной диагонали матрицы Фи-
шера (6) соответственно будут равны:

остальные элементы матрицы Фишера:
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Используя полученное выражение, а также (4),
(5), можем рассчитать минимальные среднеквадра-
тические отклонения (СКО) оценок параметров:

Для проверки правильности выведенных фор-
мул были сделаны аналогичные описанным выше
преобразования в среде MATLAB с использованием
пакета символьных вычислений [19]. Однако ско-
рость вычислений в символьном виде значительно
ниже. Поэтому путем численного моделирования
было проведено сравнение результатов двух спо-
собов вычисления и была подтверждена коррект-
ность полученных аналитически формул.
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3. АНАЛИЗ ЗАВИСИМОСТИ ГРК 
ОТ ПАРАМЕТРОВ ВХОДНОГО СИГНАЛА

Для упрощения понимания влияния различ-
ных параметров входного сигнала на значения
минимальных СКО оценок сначала рассмотрим
ГРК ШП-составляющей отдельно, а затем сов-
местную ГРК с учетом наличия УП-составляю-
щей в смеси.

Рассмотрим ГРК оценки параметров помехи.
Минимальные СКО оценок ширины и централь-
ной частоты помехи для этого случая определя-
ются следующими выражениями [20]:
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Рис. 1. Зависимость ГРК оценки ширины помехи (а, б) и центральной частоты (в, г) от объема выборки и отношения
ширины помехи к частоте дискретизации выборки при К = 2 (1), 6 (2), 20 (3) и 100 (4).
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Рис. 2. Зависимость ГРК параметров помехи от W/fd при малых объемах выборки в случае совместной оценки как
только параметров помехи (сплошные кривые), так и параметров суммарного сигнала (пунктирные) при q = 1, FN =
= 100 Гц, FB = 700 Гц. На правом рисунке – увеличенный масштаб оси ординат.
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Таким образом, можем рассмотреть зависимости
от трех параметров исходного сигнала:  – отноше-
ния сигнал/шум,  – объема выборки, – от-
ношения ширины сигнала к частоте дискретизации.

На рис. 1а–1г приведены полученные в среде
MATLAB зависимости минимальных СКО оцен-

q
K B dW f

ки параметров помехи (σmin(FB) и σmin(WB) от K и
 при .

Как видно из рисунков, влияние отношения
ширины помехи к частоте дискретизации
( ) на величину минимального значения
СКО оценки параметров помехи незначительно

B dW f 1q =

B dW f

Рис. 3. Зависимость ГРК оценки от WB/fd при малых объемах выборки в случае совместной оценки только параметров
помехи (а), и параметров суммарного сигнала (б) при q = 1, K = 6, FB/fd = 0.5, (в) – совместный график зависимостей,
изображенных на рис. (а) – черный фон и рис. (б) – серый фон.
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Рис. 4. Зависимость ГРК оценки от WB/fd и FN/fd при N = 6 (а) и 100 (б) в случае совместной оценки как только пара-
метров помехи (темный фон), так и параметров суммарного сигнала (светлый фон).
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Рис. 5. Зависимость ГРК оценки вектора параметров  от FB/fd при WB = 100 Гц и  = 6 (пунктирная кри-
вая) и 100 (сплошная); FN = 700 Гц, AN = 1, AB = 1, fd = 1400 Гц, q = 10. На вставках – зависимость ГРК оценки пара-
метров от длины выборки K.
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при больших объемах выборок (20 и более отсче-
тов), и им можно пренебречь при составлении
требований к алгоритмам оценки параметров по-
мехи и при сравнении разработанных алгоритмов
с ГРК. Однако в случае маленьких выборок (от
двух до десяти отсчетов) влияние величины

 на минимальные СКО оценок необходимо
учитывать.

Теперь рассмотрим изменение вида данных
зависимостей при добавлении к широкополос-
ной помехе узкополосного сигнала от цели. Рас-
смотрим случай равенства амплитуд сигналов от
цели и помехи. При следующих параметрах сиг-
нала: q = 1, FN = 100 Гц, FB = 700 Гц, fd = 1400 Гц
были получены зависимости ГРК оценок помехи
при малых объемах выборок (  = 2 и  = 10 от-
счетов) для случаев совместной оценки только
параметров помехи (два параметра – FB, WB) и па-
раметров суммарного сигнала от цели и помехи
(три параметра – FB, WB, FN) (рис. 2). Из графи-
ков, представленных на рис. 2, можно сделать вы-
вод о том, насколько сильно зависит минимум

B dW f

K K

СКО оценки выбранного параметра от значения
.

Проанализируем зависимость ГРК оценок от
 при различных значениях FN/fd и при фик-

сированных q = 1,  = 6, FB/fd = 0.5 (рис. 3).
Приведены зависимости ГРК оценки WB от-

дельно для случая оценки только параметров по-
мехи (рис. 3а), параметров смеси помехи с целью
(рис. 3б), и совместный график, отражающий из-
менение характера зависимости ГРК оценки ши-
рины помехи при добавлении к широкополосной
помехе сигнала от цели (рис. 3в). Видно, что в це-
лом зависимости на рис. 3а и 3б одинаковы, за ис-
ключением областей, расположенных возле пря-
мых, которые можно описать уравнением

(7)

Вблизи значений, удовлетворяющих решению
данного уравнения минимальные СКО оценок
начинают бесконечно возрастать. Ширина дан-
ных областей определяется в свою очередь объе-
мом выборки (рис. 4).

B dW f

B dW f
K

= 2 – .B d N d B dW f F f F f

Рис. 6. Зависимость ГРК оценки вектора параметров от FB/fd при WB = 1 Гц и  = 6 (пунктирная кри-
вая) и 100 (сплошная); FN = 700 Гц, AN = 1, AB = 1, fd = 1400 Гц, q = 10. На вставках – зависимость ГРК оценки пара-
метров от длины выборки K.
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Из рис. 4 видно, что по мере увеличения объе-
ма выборки зависимости ГРК оценки ширины
помехи для двух и трех параметров все больше
совпадают, за исключением узких областей вбли-
зи решений уравнения (7). Зависимости ГРК
оценки центральной частоты ШП составляющей
и частоты УП составляющей от WB/fd и FN/fd по
характеру аналогичны, поэтому в статье не при-
водятся.

Далее рассмотрим зависимость ГРК оценки
всех трех составляющих вектора параметров от
центральной частоты помехи для случая малень-
кой (  = 6) и большой выборки (  = 100)
при фиксированных значениях WB/fd, FB/fd и 
(рис. 5 и 6).

На рис. 5 и 6, , 
 (в) – усредненные по FB/fd, а

 (а),  (б), 
(в) – соответственно нормированные значения

, , . Из рис. 5 и 6 видим,
что с увеличением объема выборки влияние FB/fd
на ГРК параметров проявляется лишь в узких об-
ластях относительно всего диапазона значений.
Также можно видеть, как ширина помехи WB вли-
яет на характер данных зависимостей.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Получено выражение для расчета элементов
матрицы Фишера, необходимой для установле-
ния минимальных значений СКО совместных
оценок параметров смеси узкополосного и широ-
кополосного сигналов и белого гауссовского шума,
представленных в виде комплексного суммарного
сигнала, с помощью многомерного неравенства
Крамера–Рао. Приведены графики зависимости
СКО оценок от отношения сигнал/шум, длины
выборки и от исходных параметров сигнала – цен-
тральных частот составляющих сигнала, ширины
широкополосной составляющей. Проведено срав-
нение с минимальными СКО, полученными для
модели сигнала, включающей только широкопо-
лосную составляющую. Проведен анализ полу-
ченных результатов, позволяющий оценить тре-
бования, которые могут быть предъявлены к раз-
рабатываемым алгоритмам совместной оценки
параметров смеси сигналов рассматриваемого ти-
па, в зависимости от установленных значений ча-
стоты дискретизации и объема выборки.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Principles of Modern Radar: Basic Principles / Eds. by

Richards M.A., Scheer J.A., Holm W.A. Edison: Sci-
Tech Publishing Inc., 2010.

2. Van Trees H.L. Detection, Estimation and Modulation
Theory, N.Y.: Wiley, 2001. Pt 3.

3. Горбунов Ю.Н. // Сборник научных трудов Между-
нар. научно-техн. конф. “Научно-технические
проблемы построения систем и комплексов земле-
обзора, дозора и управления и комплексов с бес-
пилотными ЛА”, Москва, 23 мая 2013 г. С. 55.

4. Бакулев П.А., Степин В.М. Методы и устройства
селекции движущихся целей. М.: Радио и связь,
1986.

5. Гордеев А.Ю., Яцышен В.В. // Электромагнитные
волны и электронные системы. 2015. Т. 20. № 3.
С. 40.

6. Горбунов Ю.Н. Цифровые системы СДЦ и их опти-
мизация. М.: МИРЭА, 2008.

7. Бартенев В.Г. // 10-я Междунар. конф. DSPA-2008.
Москва, 26–28 марта, 2008. С. 26.

8. Уидроу Б., Стирнз С. Адаптивная обработка сигна-
лов / Пер. с англ. М.: Радио и связь, 1989.

9. Adve R.S., Wicks M., Hale T., Antonik P. // Record 2000
IEEE Intern. Radar Conf. Alexandria USA, May 2000.
P. 735.

10. Попов Д.И. // Изв. вузов. Радиоэлектроника. 2003.
№ 3. С. 71.

11. Артюшенко В.М., Воловач В.И. // Изв. вузов. При-
боростроение. 2012. № 9. С. 62.

12. Соболев В.С., Журавель Ф.А. // РЭ. 2014. Т. 59. № 4.
С. 322.

13. Жураковский В.Н., Логвиненко А.С. // Радиотехника.
2017. № 11. С. 78.

14. Турчин В.И. Введение в современную теорию
оценки параметров сигналов. Н. Новгород: ИПФ
РАН, 2005.

15. Kay S.M. Fundamentals of Statistical Signal Process-
ing, V. I: Estimation Theory. Upper Saddle River: Pren-
tice Hall, 1993.

16. Novak L.M. On the Estimation of Spectral Parameters
Using Burst Waveforms. MIT Lincoln Laboratory
Technical Report 672. Lexinghton: Defense Technical
Information Center, 1983. 60 p.

17. Frelich R.G. // IEEE Trans. 1993. V. GRS-31. № 6.
P. 1123.

18. Sobolev V.S., Feshenko A.A. // IEEE Trans. 2006.
V. IM-55. № 2. P. 659.

19. Дъяконов В., Круглов В. Математические пакеты
расширения MATLAB. Спец. справочник. СПб.:
Питер, 2001.

20. Жураковский В.Н., Логвиненко А.С. // Вестник МГТУ
им. Н.Э. Баумана. Сер. Приборостроение. 2018. № 5.
С. 26. 
https://doi.org/10.18698/0236-3933-2018-5-26-35

K K
q

( ) ( )σmin av   аBF ( ) ( )σmin av     б ,NF
( )min avBWσ
( )min normBFσ ( )min norm  NFσ ( )min normBWσ

( )min BFσ ( )min  NFσ ( )min BWσ



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


