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Решена задача синтеза весовых функций малого порядка со скоростью спада лепестков спектра
12n дБ/окт (n – целое) оптимальных по критерию минимума максимального бокового лепестка на
заданном отрезке частотной оси вне главного лепестка. Для получения указанной скорости спада
лепестков предложено синтезировать функции в виде суммы отрезка ряда Фурье по системе коси-
нусоидальных функций с нечетным числом полуволн на интервале наблюдения. Разработан метод
синтеза оптимальных функций с верификацией найденного решения. Синтезированы весовые
функции порядков 3…6 со скоростью спада лепестков 12, 24 и 36 дБ/окт и табулированы их параметры.
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ВВЕДЕНИЕ

Цифровой спектральный анализ сигналов, вы-
полняемый, как правило, с помощью алгоритмов
дискретного преобразования Фурье, широко ис-
пользуется в различных областях науки и техни-
ки. Перед вычислением спектра анализируемый
сигнал умножают на действительную положитель-
ную функцию , называемую весовой, или
оконной, для повышения качества выделения по-
лезной информации. Весовая функция сглаживает
разрывы сигнала на границах интервала наблюде-
ния и снижает эффект размывания спектральных
линий.

Обзор известных весовых функций можно
найти в [1, 2]. Требования к весовым функциям
зависят от конкретной решаемой задачи. В раз-
личных приложениях могут доминировать требо-
вания обеспечения малого среднеквадратичного
уровня боковых лепестков спектра, высокой ско-
рости спада лепестков, максимально плоской
вершины главного лепестка и другие.

В данной работе предложены новые семейства
весовых функций, оптимальных по минимаксно-
му критерию качества, при котором минимизи-
руется уровень максимального бокового лепестка
в заданной области частот вне главного лепестка.
Работа направлена на приложения, в которых не-
обходимы высокий уровень подавления боковых
лепестков при малом расширении главного ле-

пестка и возможность вычисления функции в ре-
альном масштабе времени.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Пусть анализируемый сигнал представлен N

временными отсчетами, взятыми с шагом δ. Для
упрощения формул удобно вместо размерных ве-
личин времени tразм и частоты fразм использовать
безразмерные t и f: t и f: t = tразм/δ, f = fразм δ . Нача-
ло временной оси расположим в центре между
крайними отсчетами. Тогда моменты выборок
равны tp = –0.5(N – 1) + p (p = 0, 1, …, N – 1). Спектр
такого сигнала периодичен с периодом 1, и его до-
статочно анализировать на периоде f ∈[–0.5, 0.5].
Для расчета спектра взвешенного дискретного
сигнала необходимы только отсчеты весовой
функции в точках tp, однако при теоретическом
анализе и практическом применении весовую
функцию w(t) удобно рассматривать как непре-
рывную, а необходимые дискретные отсчеты – как
значения этой непрерывной функции в точках tp .

К весовым функциям w(t), рассматриваемым в
данной работе, предъявляются два требования.
Во-первых, для подавления эффекта размывания
спектральной линии уровень боковых лепестков
их спектра в заданной области частот должен
быть минимально возможным по рассматривае-
мому ниже критерию. Во-вторых, они должны
просто вычисляться для использования в реаль-
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ном масштабе времени. Рассмотрим эти требова-
ния подробнее.

Большинство весовых функций с простым вы-
числением имеют вид начального отрезка тради-
ционного ряда Фурье по косинусоидальным
функциям с четным числом полуволн на интерва-
ле наблюдения [1, 2]:

(1)

где a = (a0, a1,…, am) – вектор коэффициентов, а
число m называется порядком весовой функции.

Замечательно, что весовые функции с высоки-
ми характеристиками можно получить при малом
числе m коэффициентов [1], что обеспечивает
простоту вычисления функции. Уже для функций
порядков 3…7 можно получить уровень боковых ле-
пестков, достаточно низкий для большинства при-
ложений. Многие классические весовые функции
имеют указанное представление [1, 2], и именно та-
кие функции наиболее востребованы на практике.

Требование максимального подавления боко-
вых лепестков трактуется в данной работе в чебы-
шевском смысле и состоит в следующем. Спектр
W(f) функции w(t), используемой при гармониче-
ском анализе дискретного сигнала, определяется
формулой дискретного по времени преобразова-
ния Фурье [3]:

(2)

Пусть Wmax – максимальное значение модуля
спектра (2). Определим функцию качества ϕ(a)
как максимальное значение нормированного мо-
дуля спектра |W(a, f)/Wmax| вне области [–β, β], где
β – задаваемая максимально допустимая полу-
ширина главного лепестка по уровню максималь-
ного бокового лепестка:

(3)

Построение оптимальной весовой функции
заключается в отыскании вектора коэффициен-
тов , минимизирующего функцию ϕ(a), т.е. в ре-
шении задачи

(4)

Поставленная задача относится к задачам че-
бышевского приближения [4]. Известны отдель-
ные функции вида (1), являющиеся ее решениями:
функции Хэмминга [1], Наталла [5], Альбрехта [6].
В статьях [7–9] был разработан регулярный метод
синтеза, позволяющий получить для функций
вида (1) континуальное семейство оптимальных
функций с заданной скоростью спада боковых
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лепестков и приведены сводки оптимальных
функций.

Заметим, однако, что свойства функций, пред-
ставленных конечным отрезком ряда Фурье (1),
ограничены. Для иллюстрации этого положения
рассмотрим один из основных параметров весо-
вых функций – асимптотическую при увеличении
частоты скорость спада боковых лепестков спек-
тра, определяемую как величина  снижения
модуля лепестков при увеличении частоты вдвое
и измеряемую в децибелах на октаву (сокращен-
но – дБ/окт). Этот параметр характеризует не-
прерывную функцию , однако используется и
для дискретных весовых функций в предположе-
нии, что число выборок N велико. (Далее для
краткости “асимптотическая” опускаем.)

Из теории преобразования Фурье известно,
что этот параметр определяется порядком разрыва
весовой функции на границах отрезка наблюде-
ния. Если на границах этого отрезка n-я производ-
ная функции  имеет разрыв первого рода (n = 1,
2, …), а производные меньшего порядка непре-
рывны, то скорость спада лепестков составляет
6(n + 1) дБ/окт. Нулевую производную будем счи-
тать совпадающей с самой функцией.

Для функций традиционного представления (1)
нечетные производные равны нулю на концах
отрезка наблюдения, поэтому эти функции мо-
гут иметь скорость спада лепестков вида 6(2k +
+ 1) дБ/окт (k = 0, 1, ….), однако промежуточные
скорости спада спектра получить невозможно.

Для восполнения этого пробела в данной ра-
боте синтезируются весовые функции в виде на-
чального отрезка обобщенного ряда Фурье по си-
стеме косинусоидальных функций с нечетным
числом полуволн на интервале наблюдения:

(5)

Система функций, использованная в (5), полна в
классе непрерывных действительных четных функ-
ций на отрезке [–N/2, N/2] [10]. При малом по-
рядке m вычисление функции (5) столь же про-
сто, как и вычисление функции (1).

Функции вида (5) в отличие от функций вида (1)
имеют на концах отрезка наблюдения нулевые
четные производные. Поэтому они могут иметь
скорости спада лепестков спектра вида 12k дБ/окт
(k = 1, 2 …), т.е. величины, промежуточные по от-
ношению к функциям (1). Ниже синтезируются
весовые функции вида (5), оптимальные по кри-
терию (3), (4).

Отметим, что весовые функции (5) допускают
альтернативное представление. Действительно,
функцию cos[(2k + 1) x] в (5) можно преобразо-
вать в линейную комбинацию функций cos2n + 1x
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(n = 0, 1,…, k), воспользовавшись известной фор-
мулой [11]:

(6)

где  – биномиальные коэффициенты. Тогда
формулу (5) можно переписать в эквивалентной
альтернативной форме:

(7)

где коэффициенты b0, b1,…, bm , являются линей-
ными комбинациями коэффициентов a0, a1,…, am.

Представление (7) имеет следующие достоин-
ства. Во-первых, количество алгебраических опе-
раций при расчете весовой функции по формуле (7)
меньше, чем по формуле (5). Во-вторых, на краях
интервала наблюдения каждая базисная функция
cos2k + 1x имеет нулевые производные порядков от
0 до 2k, и, следовательно, лепестки ее спектра
асимптотически спадают со своей индивидуаль-
ной скоростью V = 12(k + 1) дБ/окт (k = 0, 1,…, m).
Поэтому при синтезе функции со скоростью
спада лепестков 12n дБ/окт необходимо и доста-
точно обнулить коэффициенты bk при k < n – 1 в
формуле (7), что упрощает решение задачи опти-
мизации (3), (4).

При разработке алгоритма синтеза в основном
будем использовать более традиционное пред-
ставление (5), отмечая особенности решения при
представлении (7).

2. ФУНКЦИЯ КАЧЕСТВА
Спектр функции (5) с точностью до несуще-

ственной константы имеет вид

(8)

где функция Δk (f) определяется выражениями

(9)

Синтез функции (5), оптимальной по описан-
ному выше чебышевскому критерию (3)–(4), со-
стоит в нахождении оптимальных коэффициен-
тов ak (k = 0, 1,…, m), образующих вектор a.

Рассмотрим свойства оптимальной функции,
являющейся решением задачи (3), (4). Во-пер-
вых, максимум спектра весовой функции дости-
гается при f = 0. В самом деле, спектр (2) весовой
функции (5) в силу ее положительности и сим-
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метричности относительно оси ординат не имеет
мнимой части и поэтому равен

В этом выражении суммируются неотрицатель-
ные числа w(a, tp) с весом cos(2πtp f) ≤ 1. Очевидно,
максимум достигается, если все веса равны еди-
нице, что реализуется только при f = 0.

Далее, умножение всех коэффициентов a0, a1, …,
am на фиксированный множитель не изменяет
функцию качества (3). Для обеспечения един-
ственности решения задачи зафиксируем мас-
штаб функции путем фиксации максимального
значения спектра Wmax = W(a, 0) = 1, т.е. примем

(10)

где dk = Δk (0) – постоянные коэффициенты.
Тогда функция качества (3), нелинейная отно-

сительно коэффициентов ak (k = 0, 1,…, m), может
быть переписана в линейном виде с линейным
условием (10):

(11)

Рассмотрим условия, которым должна удовле-
творять весовая функция (5), чтобы скорость спа-
да лепестков была равна 12n (n = 1, 2,…). Для это-
го, как сказано выше, необходимо и достаточно,
чтобы в граничных точках интервала наблюдения
f = ±0.5 производные функции были равны нулю,
вплоть до производной порядка 2(n – 1).

Нетрудно проверить, что для функции вида (5)
четные производные при f = ±0.5 равны нулю; не-
четные производные порядка 2i + 1 (i = 0, 1, …)
имеют выражение

(12)

поэтому скорость спада лепестков 12 дБ/окт обес-
печивается при любых коэффициентах, а для ско-
рости спада лепестков 12n дБ/окт (n = 2, 3, …) тре-
буется выполнение n – 1 соотношений:

(13)

При выполнении условий (10), (13) из m + 1 коэф-
фициентов a0, a1, …, am только M = m – n + 1 явля-
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ются независимыми, а остальные n могут быть вы-
ражены через независимые коэффициенты путем
решения системы линейных уравнений (10), (13).

Выберем в качестве независимых переменных
коэффициенты с младшими индексами ak, k = 0,
1, …, M – 1. Можно показать, что система линей-
ных уравнений (10), (13) относительно зависимых
коэффициентов имеет единственное решение,
выражающее их в виде линейной комбинации не-
зависимых:

(14)

где hki − числовые множители.
Подставляя (14) в (8), получим выражение,

описывающее спектр весовой функции через неза-
висимые коэффициенты. Для наглядного описа-
ния получаемого выражения введем следующие
обозначения: α = (a0, a1, …, aM – 1) – усеченный век-
тор из независимых коэффициентов; W0(α, f) –
спектр W(a, f) для случая, в котором вектор a удо-
влетворяет соотношениям (10) и (13), а коэффи-
циенты, aM, …, am выражены формулой (14). В
этих обозначениях описываемое выражение име-
ет вид

(15)

где ui (f) – следующие функции:

(16)

Теперь задача минимизации (3),(4) может
быть переписана с уменьшением размерности
вектора коэффициентов до M = m – n + 1:

(17)

где функция W0(α, f) определяется формулой (15).
В такой формулировке задача приведена к стан-
дартному виду, и можно воспользоваться общей
теорией линейных чебышевских приближений
[4], где, в частности, показано, что решение по-
ставленной задачи существует и единственно.

Используемый в данной работе подход к реше-
нию поставленной минимаксной задачи состоит в
непосредственной минимизации функции ϕ(α) (17)
с помощью численных методов. Для выбора эф-
фективного алгоритма поиска экстремума необхо-
димо исследовать прежде всего характер поведения
оптимизируемой функции. Изучение функции ка-
чества подобного вида проведено в [7]. Аналогич-
ный анализ функции (17) приводит к следующим
выводам о свойствах функции качества:

– функция качества ϕ(α) является выпуклой
функцией в пространстве коэффициентов и в си-
лу единственности решения имеет единственный
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минимум, который является ее глобальным ми-
нимумом;

– функция ϕ(α) в любой точке α является непре-
рывной и имеет производные по всем направлени-
ям, однако имеются точки, в которых функция не-
дифференцируема.

Анализ функции ϕ(α) показал, что, во-первых,
она имеет регулярные области, в которых прева-
лирует один из лепестков. В таких областях функ-
ция ϕ(α) определяется величиной этого лепестка
и является дифференцируемой. Во-вторых, там,
где происходит перескок превалирования с одно-
го лепестка на другой, эти области соприкасаются
по линиям (областям), в которых функция имеет
излом и является недифференцируемой. В резуль-
тате рельеф функции качества имеет вид системы
оврагов, на пологом дне которых она недифферен-
цируема, причем размерность овражной области
может достигать M – 1. Это делает неэффектив-
ным непосредственное применение традицион-
ных численных методов минимизации для поис-
ка экстремума рассматриваемой функции.

Ранее [7, 8] для минимизации функционала,
сходного с (17), был разработан численный метод
нахождения экстремума на основе алгоритмов
случайного поиска. Однако число операций в таких
алгоритмах с ростом размерности задачи становится
чрезмерно большим. Для того чтобы алгоритм опти-
мизации был эффективным, он должен в макси-
мальной степени использовать свойства функции
качества. Поэтому был разработан следующий чис-
ленный алгоритм, который учитывает ее много-
мерную овражную структуру и недифференциру-
емость.

3. АЛГОРИТМ СИНТЕЗА
Численный алгоритм минимизации функции

качества (17) содержит следующие этапы.
Шаг 1. Задать начальное приближение α =

= (a0, a1, …, aM – 1). Например, ai = 1/M.
Шаг 2. Выполнить поиск минимума функции с

помощью любого традиционного алгоритма, на-
пример, можно использовать многомерную версию
поиска с равномерным шагом с последующим деле-
нием отрезка пополам. При этом алгоритм остано-
вится в некоторой точке с координатами ξ0 на дне
оврага.

Шаг 3. Выполнить оценку базиса овражной об-
ласти. Поскольку размерность области может до-
стигать M – 1, сделать M – 1 малых случайных
приращений δk для вектора ξ0, k = 1, …, M – 1 . Ве-
личины приращений выбрать такими, чтобы
приращение целевой функции было соизмеримо
с заданной относительной погрешностью. Взяв
точки ξk = ξ0 + δk в качестве начальных прибли-
жений, осуществить из них, как из начальных
приближений, поиск минимумов аналогично ша-
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гу 2. При этом будет найдено M – 1 точек с коорди-
натами vk на дне овражной области. Векторы vk – ξ0
считать базисом овражной области.

Шаг 4. В пространстве, натянутом на M – 1
векторов vk – ξ0, найти минимум с помощью одно-
го из традиционных методов аналогично шагу 2.
Принять найденную точку αc в качестве очеред-
ного приближения для оптимального вектора .

Шаг 5. Определить, насколько близко полу-
ченное приближение ϕ(αc) к минимуму  с по-
мощью описанного далее алгоритма. Если отклоне-
ние от оптимума  меньше, чем заданная
точность приближения, прекратить вычисления,
считая αc полученным решением. Иначе перейти
к шагу 2.

Оценка близости полученного решения к оп-
тимальному на шаге 5 производится с использо-
ванием общей теории линейных чебышевских
приближений [4]. Согласно этой теории точка 
является точкой глобального минимума функции
ϕ(α) (17) тогда и только тогда, когда существует l ≤
≤ M + 1 точек f1, f2, …, fl, ∈ [β, 0.5] и ненулевые числа
c1, c2, …, cl, для которых выполняются соотношения

(18)

(19)

Из условия (19) следует, что в указанных точках
функция  имеет максимальные и равные
по модулю экстремумы. Отметим также, что слу-
чай l < M + 1 является довольно редким: для всех
синтезированных функций, описанных ниже, l =
= M + 1.

Из условий (18), (19) следует нижняя граница
для величины минимума  при l = M + 1 [4]:

(20)

где ck (k = 1, 2,…, l) – решение системы линейных
уравнений (18) для l = M + 1 различных произ-
вольных точек f1, f2, …, fl .

Методика оценки близости полученного уров-
ня бокового лепестка к оптимальному значению
сводится к следующему. После нахождения век-
тора коэффициентов  на шаге 5 алгоритма син-
теза вычисляются экстремумы функции |W(αc, f)|
по f ∈ [β, 0.5] и выбираются μ ≥ M + 1 экстремумов
с максимальным уровнем. Далее проводится
оценка  по формуле (20) для каждого сочета-
ния из μ по M + 1 этих экстремумов. Выбирая
наибольшую из этих оценок ρ, имеем
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Если верхняя и нижняя границы в этой формуле
отличаются не более, чем на заданную величину
ε, то достигнутый уровень лепестков отличается
от оптимального не более чем на ε, и задача счи-
тается решенной, в противном случае повторяет-
ся поиск из точки αc.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ СИНТЕЗА
ВЕСОВЫХ ФУНКЦИЙ

С помощью разработанной методики могут
быть синтезированы оптимальные весовые функ-
ции по заданным параметрам m, N, V и β. Далее
приводим полученные функции со скоростями
спада лепестков 12, 24 и 36 дБ/окт.

Для компактного и наглядного представления
результатов приняты во внимание следующие со-
ображения.

1. Главный лепесток функции W(a, f) (8) занимает
область не менее [0, 1.5/N]. При β > (m + 1.5)/N в от-
резок [0, β] всегда попадает неконтролируемый
боковой лепесток, так как при f = (m + 1.5)/N все
слагаемые функции W(a, f) (8) имеют нуль. Поэто-
му параметры m и β следует задавать так, чтобы вы-
полнялось соотношение β ∈ [1.5/N, (m + 1.5)/N].
Следовательно, при фиксированном β величина
m, минимально необходимая для того, чтобы в
области [0, β] не было боковых лепестков, должна
удовлетворять соотношению m ≥ βN – 1.5. Увели-
чение m сверх минимально необходимого весьма
слабо улучшает характеристики весовой функ-
ции, поэтому далее они приводятся в основном
лишь для m = ⌈βN – 1.5⌉, где ⌈x⌉ = p − наимень-
шее целое, такое, что p ≥ x. Функции, удовлетво-
ряющие этому условию, будем называть регуляр-
ными, не удовлетворяющие – нерегулярными.
Не при всяком значении β возможно построение
регулярной оптимальной функции. Это связано с
тем, что количество независимых переменных
M = m – n + 1 должно быть положительным, иными
словами, m ≥ n. Поэтому минимальная величина m
выбирается из соотношения m = max{ ⌈βN – 1.5⌉, n}.
Для малых значений β (β < (n + 1.5)/N) возможно
построение только нерегулярных функций.

Отметим также, что ширина главного лепестка
обратно пропорциональна N, поэтому параметры
ширины главного лепестка, включая β, удобно
выражать в относительном масштабе, умножая их
на N. Ширина полосы 1/N называется бином [1].
Таким образом, приводимые ниже ширины по-
лос выражаются в бинах.

2. Характеристики оптимальных весовых
функций слабо зависят от величины N. При изме-
нении N в диапазоне 24…214 разница в уровне мак-
симального лепестка, как правило, не превышает
долей децибела и тем меньше, чем больше срав-
ниваемые значения N. Поэтому ниже приводятся
характеристики оптимальных функций только
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для одного значения N = 1024, часто используе-
мого в приложениях. При таком значении N как
коэффициенты, так и характеристики весовых
функций практически совпадают с соответствую-
щими значениями для непрерывных функций.

При синтезе функций со скоростью спада V =
= 12 дБ/окт имеется всего один зависимый коэффи-
циент, вычисляемый через независимые с помощью
соотношения (10). Коэффициенты представлений
(5) и (7) и параметры рассчитанных весовых функ-
ций со скоростью спада лепестков V = 12 дБ/окт
приведены в табл. 1 для N = 1024, минимально не-
обходимых m и шага 0.25 бин по параметру β. Ве-
личина β изменяется в диапазоне 1.5…7.5 бин, пе-
рекрывающем диапазон уровней максимального
лепестка примерно до –200 дБ.

Нормировка коэффициентов в табл. 1–3 вы-
полнена таким образом, чтобы максимальный
коэффициент был равен единице. Для представ-
ления (5) это эквивалентно соотношению a0 = 1,
поэтому для краткости этот коэффициент в таб-
лицах не приводится.

В табл. 1 приведены следующие стандартные
параметры весовых функций [1]: уровень P мак-
симального бокового лепестка по отношению к
главному лепестку; потери Πw в отношении сиг-
нал/шум за счет использования весовой функ-
ции; потери Πs за счет рельефа; эквивалентная
шумовая полоса Ln, ширины главного лепестка
по уровням –3 и –6 дБ, обозначаемые L3 и L6 со-
ответственно. Все полосы приведены в бинах.
Потери за счет рельефа определяются как макси-
мальный относительный спад огибающей ампли-
тудно-частотных характеристик (АЧХ) гребенки по-
лосовых фильтров, расставленных через интервал
1/N, АЧХ каждого из которых определяется функ-
цией |W(f)|. Эквивалентная шумовая полоса — это
ширина АЧХ идеального прямоугольного фильтра,
который пропускает такую же мощность шума,
что и фильтр с АЧХ |W(f)| при равных максималь-
ных амплитудах АЧХ этих фильтров.

Для функции табл. 1 с m = 0 в (5) содержится
только один коэффициент a0, и получаемый при
синтезе результат соответствует известной весо-
вой функции cos (πt/N). Остальные функции, на-
сколько известно авторам, в литературе не опи-
сывались.

Особый интерес в табл. 1 представляют те
строки, в которых β принимает наибольшее значе-
ние для каждого m, так как они дают ответ на вопрос
о наименьшем значении уровня бокового лепестка,
достижимом для весовой функции заданного по-
рядка со скоростью спада лепестков 12 дБ/окт.

Разрядность коэффициентов ai и bi (i = 0, 1, …, m)
выбрана следующим образом. Сначала определя-
лась необходимая разрядность для того, чтобы ве-
личины максимальных лепестков, приведенные в

таблице, и точного решения совпадали во всех
приводимых цифрах. Затем разрядность увеличи-
валась на 1 для снижения ошибок округления в
случае пересчета коэффициентов при изменении
нормировки.

При синтезе функции со скоростью спада ле-
пестков V = 24 дБ необходимо обеспечить выпол-
нение соотношений (10) и (13) при n = 2, i = 0.

Числовые параметры синтезированных опти-
мальных весовых функций со скоростью спада
24 дБ/окт для N = 1024, минимально необходимо-
го m и шага 0.25 бин по параметру β в диапазоне
1.5…7.5 бин приведены в табл. 2. Округление ко-
эффициентов ai (i = 1, 2, …, m) выполнено с точ-
ным соблюдением соотношений (10) и (13), что
позволяет сохранить скорость спада лепестков.

Для коэффициентов bi (i = 1, 2, …, m) представ-
ления (7) проблемы сохранения скорости спада
при округлении не возникает, так как этот пара-
метр не изменяется при любом способе округле-
ния. По этой причине необходимая разрядность
коэффициентов  несколько меньше, чем коэф-
фициентов ai . Поэтому при использовании весо-
вых функций во временной области представле-
ние (7) предпочтительнее представления (5).

Значение m = 1 в табл. 2 описывает вырожден-
ный случай, m = 1, для которого коэффициенты
определены аналитически. Полученная функция
является известной весовой функцией cos3(πt/N ).
Остальные функции являются новыми.

Звездочкой в табл. 2 отмечены нерегулярные
функции. Их свойства несколько необычны: коэф-
фициент a2 является отрицательным, а во времен-
ной области некоторые из них имеют раздвоенный
максимум.

При скорости спада лепестков V = 36 дБ/окт
система уравнений для зависимых коэффициен-
тов содержит соотношение (10) и два соотношения
(13). В табл. 3 приведены параметры оптимальных
весовых функций со скоростью спада 36 дБ/окт
для m = 3…6 и β в диапазоне 3.5…7.5 бин с шагом
0.25 бин при N = 1024.

В этом случае округление коэффициентов ak (k =
= 1, 2,…, m) с сохранением соотношений (10), (13)
затруднительно. При этом возникает ошибка
округления εk коэффициента ak (k = 1, 2, …, m),
что дает в спектре (8) аддитивный паразитный
член вида εkΔk(f), имеющий медленно спадающие
лепестки со скоростью V = 6 дБ/окт. Для сниже-
ния степени влияния этого члена на уровень ле-
пестков разрядность коэффициентов ak (k = 1, 2,
…, m) в табл. 3 выбрана достаточно большой, рав-
ной 12, что позволяет пренебречь влиянием
ошибки до уровня лепестков порядка –300 дБ.

Также в табл. 3 включен вырожденный случай
m = 2, при котором коэффициенты определяются
аналитически. Эта функция соответствует из-
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вестной весовой функции cos5(πt/N). Функции с
параметром m = 3* являются нерегулярными.

5. ОБСУЖДЕНИЕ 
РЕЗУЛЬТАТОВ СИНТЕЗА

Проанализируем характеристики синтезиро-
ванных оптимальных весовых функций. На рис. 1
приведена зависимость уровня Р максимального
бокового лепестка от параметра β для функций с
разными скоростями спада лепестков. Как и сле-
довало ожидать, при прочих равных условиях уве-
личение скорости спада лепестков приводит к
увеличению уровня максимального бокового ле-
пестка. Области кривых с сильной нелинейно-
стью соответствуют нерегулярным функциям.

При увеличении β происходит сближение рас-
сматриваемых зависимостей. В области регуляр-
ных функций все три кривые могут быть хорошо
аппроксимированы прямыми линями, отклоне-
ния от которых имеют случайный вид. Средний
наклон аппроксимирующих прямых для пред-
ставленных зависимостей составляет для функ-
ций со спадом 12, 24 и 36 дБ/окт соответственно
26.7, 28.4 и 30.4 дБ на 1 бин параметра β. Различный
наклон приводит к тому, что линии сближаются по
мере увеличения β. Например, для функций со ско-
ростью спада лепестков 12 и 36 дБ/окт разница в
уровнях максимального лепестка при β = 3.0 бин
составляет 27 дБ, а при β = 7.0 бин – всего 11 дБ.

Сближение кривых по мере увеличения β на-
блюдается и для других параметров анализируе-
мых функций. На рис. 2 для рассматриваемых се-

мейств приведена зависимость ширины главного
лепестка по уровню –3 дБ от параметра β. Здесь
также участки кривых с сильной нелинейностью
соответствуют нерегулярным функциям, а кри-
вые сближаются по мере увеличения β, поэтому
при низких уровнях боковых лепестков “плата”
за увеличение скорости спада довольно мала.

В данной статье разработаны оптимальные
функции, имеющие в представлении (7) вид от-
резка ряда по нечетным степеням функции
cos(πt/N) со скоростями спада лепестков спектра
V = 12n дБ/окт (n = 1, 2, …). Ранее [7–9] были раз-
работаны оптимальные по рассматриваемому че-
бышевскому критерию весовые функции вида
(1), имеющие в альтернативной записи вид отрез-
ка ряда по четным степеням той же функции
cos(πt/N) со скоростями спада лепестков спектра
V = (12n – 6) дБ/окт (n = 1, 2, …). На рис. 3 приве-
дены зависимости уровня максимального лепест-
ка от параметра β для функций, полученных в
данной работе (сплошные линии) и в работах
[7‒9] (пунктир). На рисунке представлен ограни-
ченный диапазон изменения параметров с целью
увеличения масштаба во избежание слияния ли-
ний. Кривые для одной системы функций распо-
ложены посередине между кривыми для другой
системы. Таким образом, указанные семейства
оптимальных функций дополняют друг друга и мо-
гут рассматриваться как одна система, дающая воз-
можность выбрать наиболее подходящее для кон-
кретной задачи сочетание параметров и V, P и β.

Для определения места синтезированных
функций среди известных аналогичных функций

Рис. 1. Зависимости уровня P максимального боково-
го лепестка от параметра β для оптимальных функций
со скоростями спада лепестков 12 (1), 24 (2) и
36 дБ/окт (3).
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Рис. 2. Зависимость ширины главного лепестка по
уровню –3 дБ от параметра β для оптимальных функ-
ций со скоростями спада лепестков 12 (1), 24 (2) и
36 дБ/окт (3) .
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необходимо сравнить их характеристики. Однако
рассматриваемые скорости спада лепестков явля-
ются довольно редкими. Тем не менее на рис. 4
приводятся зависимости ширины главного ле-
пестка от уровня максимального бокового для
функций данной работы (сплошные линии 1–3)
и для функций из работ [1, 2] (отдельные точки 1–
3) со скоростями спада лепестков 12 (1), 24 (2) и
36 дБ/окт (3). Более тонкие части непрерывных
линий соответствуют нерегулярным функциям.
Как видим, точки 1–3 известных функций нахо-
дятся выше соответствующих кривых для новых
функций и, следовательно, их характеристики
ниже. Там же приведены соответствующие зави-
симости для функций Дольфа–Чебышева (кри-
вая 4) и Кайзера–Бесселя (5) [1, 2]. Эти функции не
принадлежат к рассматриваемому классу функ-
ций с высокой скоростью спада лепестков и при-
ведены лишь для ориентировки. Их асимптотиче-
ская скорость спада составляет 0 дБ/окт для кри-
вой 4 и 6 дБ/окт для кривой 5, поэтому эти
функции должны обладать более высокими ха-
рактеристиками по сравнению с функциями дан-
ной работы. Однако это превосходство невелико,
а для кривой 5 при малом уровне лепестков харак-
теристики даже ниже, чем для синтезированных
функций со скоростями спада 12 и 24 дБ/окт.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Необходимо сделать несколько замечаний по

использованию рассматриваемых весовых функ-
ций. Введение весовой функции может осуществ-
ляться как во временной, так и в частотной обла-
стях. При введении во временной области перед
вычислением спектра с помощью дискретного
преобразования Фурье (ДПФ) [3] выборки анали-
зируемого сигнала умножаются на выборки весо-
вой функции. При этом в ряде приложений необ-
ходимо произвести вычисление выборок весовой
функции в реальном масштабе времени. Такими
приложениями обусловлена необходимость просто-
го представления весовой функции, реализованная
в данной работе. В этих случаях представление (7)
имеет преимущество перед представлением (5), так
как требует меньшего числа арифметических
операций. Количественно это преимущество за-
висит от используемой аппаратной платформы.
Например, если тригонометрические функции
необходимо вычислять, то выигрыш значитель-
ный. Если же в устройстве хранится таблица гар-
монических функций большого объема, то выиг-
рыш невелик.

Так как перемножение во временной области
перед ДПФ эквивалентно круговой свертке их
спектров [3], то введение весовой функции мож-
но осуществить в частотной области. Рассмотрим
сначала ДПФ с количеством точек вычисления
спектра, увеличенным до sN, где s – четное целое

Рис. 3. Зависимости уровня P максимального боково-
го лепестка от параметра β для оптимальных функ-
ций, представленных суммой четных (пунктир) и не-
четных (сплошные линии) степеней функции cos
(πt/N) и имеющих скорость спада лепестков 6 (1),
12 (2), 18 (3), 24 (4), 30 (5) и 36 дБ/окт (6).
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Рис. 4. Сравнение зависимостей ширины главного
лепестка по уровню –3 дБ от уровня P максимального
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(точки 1–3) со скоростями спада лепестков 12 (1),
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Чебышева, 0 дБ/окт, (4) и Кайзера–Бесселя, 6 дБ/окт (5).
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число. Увеличение числа точек является стан-
дартном методом для более точной обрисовки
спектра. При этом N выборок сигнала дополня-
ются необходимым количеством нулевых отсче-
тов. Количество отсчетов весовой функции также
увеличим до sN путем ее продолжения по форму-
ле (5). Тогда частоты базовых функций в (5) сов-
падут с частотами ортогональных дискретных
гармонических функций, по которым ведется
разложение при ДПФ. Поэтому каждая базисная
функция из (5) с номером k будет иметь в дис-
кретном спектре всего два ненулевых отсчета с
номерами s(k + 0.5), k = 0, 1,…, m, а полное число
ненулевых отсчетов составит 2(m + 1). При малом
порядке весовой функции m  N вычисление
свертки оказывается весьма эффективным.

Отметим теперь, что группы отсчетов с одина-
ковыми номерами по модулю s обрабатываются
при вычислении свертки независимо. Группа с
нулевым номером представляет отсчеты ДПФ по-
рядка N. Поэтому описанная операция реализуе-
ма и без увеличения порядка ДПФ.

Таким образом, разработанный в данной ста-
тье метод синтеза оптимальных весовых функций
с достаточно редкими скоростями спада лепестков
позволяет не только существенно расширить диа-
пазон параметров V, P и β для выбора наиболее
подходящей функции для конкретного примене-

ния, но и обеспечить эффективное вычисление
предложенных весовых функций как во времен-
ной, так и в частотной областях в реальном мас-
штабе времени.
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