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На основе метода продолженных граничных условий разработан алгоритм численного решения
трехмерной задачи дифракции поля точечного источника на плоском экране, расположенном на
границе раздела плоскослоистой среды. В частности, рассмотрен случай, когда экран находится на
границе раздела двух сред и на верхней границе диэлектрического слоя, окруженного одинаковыми
диэлектрическими полупространствами. Для контроля правильности получаемых результатов про-
ведена проверка точности выполнения оптической теоремы. Построены угловые зависимости диа-
граммы рассеяния для экрана круговой, прямоугольной и эллиптической формы.
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ВВЕДЕНИЕ
Задача дифракции на тонких экранах пред-

ставляет большой практический интерес, напри-
мер, при анализе полосковых антенн. Существует
много работ, посвященных как двумерным, так и
трехмерным вариантам задачи дифракции на тон-
ких экранах расположенных в однородной и плос-
кослоистой средах [1–6]. Однако трехмерные зада-
чи исследованы достаточно слабо. В литературе
рассматриваются различные методы решения за-
дачи дифракции на тонких экранах, например, та-
кие, как метод интегральных уравнений [1], метод
полуобращения [2, 3], метод задачи Римана–Гиль-
берта [5] и ряд других.

В данной работе рассмотрена трехмерная зада-
ча дифракции поля вертикального электрическо-
го диполя, который расположен либо над плос-
ким экраном, лежащим на границе раздела двух
однородных диэлектрических полупространств,
либо на верхней границе однородного диэлектри-
ческого слоя, окруженного одинаковыми полу-
пространствами. Для решения рассматриваемой
задачи дифракции был использован метод про-
долженных граничных условий (МПГУ) [7, 8],
который ранее применялся к решению двумер-
ных и трехмерных задач дифракции [9–11]. Ос-

новная идея метода состоит в переносе гранич-
ных условий с поверхности экрана на некоторое
небольшое расстояние  в область над экраном.
Такой подход позволяет свести задачу дифракции
к интегральному уравнению первого рода отно-
сительно неизвестного тока на поверхности тон-
кого экрана. При этом ядро интегрального урав-
нения не имеет особенности при совпадении ар-
гументов, что очень удобно при численном
решении задачи. В то же время в силу малости
расстояния  ядро имеет максимум при совпаде-
нии аргументов, что делает соответствующий
численный алгоритм устойчивым. Отметим, что
настоящая работа является обобщением работы
[11] на векторный случай дифракции на плоском
экране, расположенном в плоскослоистой среде.

При решении задачи дифракции на экране,
расположенном на границе раздела плоскослои-
стой среды, использовалась функция Грина (ФГ)
данной среды, которая аналитически учитывает
граничные условия сопряжения на всех границах
раздела. В результате задача сводится к нахожде-
нию тока только на поверхности экрана, т.е. от-
падает необходимость искать токи на границах
раздела сред. Однако при этом возникает пробле-
ма, связанная со сходимостью интегралов Зо-
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ммерфельда, через которые выражается ФГ. Для
ее преодоления мы выделяли асимптотики
подынтегральных выражений в соответствующих
интегралах, с последующим интегрированием в
явном виде этих асимптотик. Для решения инте-
грального уравнения в работе использован метод
Крылова–Боголюбова. При этом ядра системы
скалярных интегральных уравнений, к которым
сводится задача дифракции, разбивали на две части:
сингулярную, обусловленную описанными выше
асимптотиками, и оставшуюся регулярную часть.
Сингулярная часть является быстроменяющейся
функцией координат, в то время как регулярная ме-
няется медленно. Поэтому можно использовать бо-
лее “грубую” аппроксимацию подынтегральной
функции при численной оценке интегралов от ре-
гулярной части ФГ [12]. Этот факт позволяет суще-
ственно ускорить вычисления.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим математическую постановку зада-

чи. Пусть плоский бесконечно тонкий экран 
расположен на границе раздела  плоскосло-
истой среды, а именно пусть он находится либо
на границе однородного диэлектрического полу-
пространства с характеристиками  и , либо на
верхней границе диэлектрического слоя с прони-
цаемостями  и , окруженного двумя одинако-
выми полупространствами (рис. 1). Характери-
стики верхнего полупространства (при ) или
полупространств, окружающих слой, обозначим
через . На поверхности экрана выполняется
условие

(1)

где  – единичный орт по оси z,  – полное элек-
трическое поле. На границах раздела сред, т.е. ли-
бо при , в случае когда экран расположен на
границе однородного полупространства, либо при

 и , при решении задачи дифракции на
экране, находящемся на границе диэлектрическо-
го слоя, выполнены условия сопряжения следую-
щего вида:

(2)

где  – полное магнитное поле, квадратные скоб-
ки означают скачок соответствующей величины.
Будем считать, что рассматриваемая структура
возбуждается полем вертикального диполя, распо-
ложенного в точке с координатами ,
причем . Таким образом, для падающего
поля имеем
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В формулах (3)–(5)  – волновое число
среды вне слоя (  – круговая частота),  –
волновой импеданс среды верхнего полупро-
странства,  – момент диполя, причем . В
результате полное поле представляется в виде
суммы первичного и вторичного (рассеянного)
полей. А именно

(6)

где первичные поля  определяются из зада-
чи дифракции поля диполя в отсутствие экрана.
Решение данной задачи общеизвестно и здесь не
приводится. Будем также считать, что на беско-
нечности выполнены условия излучения для рас-
сеянного поля:

(7)

1 0
0 0

0

exp( ), .
4i

ik RA p R r r
R

−= = −
π

�

� � �

1 1 1k = ω ε μ
ω 1 1 1ζ = μ ε

p� zp i=
�

�

0 1 0 1, ,E E E H H H= + = +
� � � � � �

0 0,E H
� �

1 1lim 0, lim 0,

Im , 0, 1,2,
r r

p p

E H

p
→∞ →∞

= =
ε μ < =

� �

Рис. 1. Геометрия задачи: рассеяние на экране, лежа-
щем на границе полупространства (а), и на верхней
границе диэлектрического слоя (б).
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где  – расстояние от начала координат до точки
наблюдения. В соответствии с принципом пре-
дельного поглощения предполагаем, что сначала
проницаемости всех сред имеют малые мнимые
части, а в окончательных формулах – мнимые ча-
сти устремляются к нулю.

2. ВЫВОД ОСНОВНЫХ СООТНОШЕНИЙ

Будем решать поставленную задачу при помо-
щи МПГУ. С этой целью “перенесем” граничное
условие с поверхности экрана на некоторое рас-
стояние  [7–11]. Тогда граничное условие
(при ) примет вид

(8)

где  – поверхность, получаемая смещением ис-
ходной поверхности S экрана на расстояние .
При этом рассеянное электрическое поле имеет
следующее представление

(9)

В формуле (9) потенциал  определяется из соот-
ношения (в декартовых координатах) [1]:

(10)

где  – неизвестный ток на поверхности экрана,

(11)

Функции  в формуле (11) представля-
ются в виде:
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причем спектральные функции  являют-
ся решениями одномерных краевых задач:

(15)

(16)

(17)

В формулах (15)–(17) квадратные скобки вновь
означают скачки соответствующих величин либо
при , либо при  и  соответственно
для задач дифракции на экране, лежащем или на
границе диэлектрического полупространства,
или на верхней границе диэлектрического слоя.
Функция  в указанных двух случаях слоистой
среды имеет вид
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(19)

Решения задач (15)–(17) получаются аналогично
тому, как это рассмотрено в работе [1] (см. также
ниже).

Подставим формулу (9) в граничное условие (8).
В результате с учетом (10) и (11) получим следую-
щее интегральное уравнение первого рода отно-
сительно неизвестного тока :
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(22)

где в случае задачи дифракции на экране, распо-
ложенном на границе полупространства имеем

(23)

а в случае рассеяния на экране, лежащем на верх-
ней границе диэлектрического слоя -

(24)

Здесь    

 Отметим, что величины  и  имеют

смысл коэффициентов отражения плоской вол-
ны от границы полупространства или границ
слоя.

Для дальнейшего удобно считать, что граница
поверхности экрана совпадает с координатной
линией в некоторой ортогональной системе ко-
ординат . Пусть в этой системе координат

(25)

Нетрудно показать, что в этом случае уравнение (20)
сводится к следующей системе двумерных инте-
гральных уравнений (СИУ) относительно неиз-
вестных компонент тока :
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где ядра СИУ (26) имеют вид

(27)

В формуле (26) обозначено  
(  – коэффициенты Ламе соответствующей
системы координат). Величины  и  представ-
ляют собой элементы матрицы перехода, опреде-
ляемой из соотношения

(28)

СИУ (26) решали с использованием метода Кры-
лова–Боголюбова, для чего была введена сетка
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ных функций
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где

(35)

(36)

Рассмотрим вопрос о вычислении матричных
элементов СЛАУ (34). Повторные интегралы в
формуле (35) сводятся к следующим:

(37)

Нетрудно видеть, что подынтегральные функции
в формулах (37) выражаются через величины  и

. Как следует из асимптотик подынте-
гральных функций, в интегралах (21) и (22) дан-
ные интегралы сходятся очень медленно (при ма-
лых ). Для ускорения сходимости мы выделили
асимптотики соответствующих функций при

. В результате будем иметь

(38)

(39)

где в случае задачи дифракции на экране, располо-
женном на границе полупространства, получаем

(40)

а в случае рассеяния на экране, лежащем на верх-
ней границе диэлектрического слоя, –

(41)

В формулах (38) и (39) . Заметим, что
при выводе формулы (39) использовано тожде-
ство [13]

(42)

Как нетрудно показать, подынтегральные выра-
жения в интегралах в формулах (38) и (39) убыва-
ют как  (для малых ) при , т.е. легко
могут быть найдены численно.

Отметим, что в случае дифракции на экране,
расположенном на верхней границе диэлектри-
ческого слоя, подынтегральные выражения в
формулах (38) и (39) содержат особенности на
комплексной плоскости . А именно имеются
полюсы, которые расположены на действительной
оси (в случае отсутствия поглощения в среде слоя)
или вблизи нее. Для преодоления трудностей, свя-
занных с интегрированием в окрестности полюсов
при условии, что поглощение в среде мало (счита-
ем, что имеются малые потери в среде слоя), ис-
пользуем методику, аналогичную той, которая
предложена работе [14]. Будем предполагать, что
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. Сделаем замену  в интегралах в
формулах (38) и (39) и запишем их в виде

(43)

где функция  имеет нули, определяющие по-
ложение полюсов,

В формуле (43) для упрощения записи мы не ста-
ли вводить новых обозначений для функции ,
которая получается после замены переменной.
Первый и третий интегралы в (43) берем от глад-
ких функций и вычисляем стандартными метода-
ми. Второй интеграл в (43) находим при помощи
замены  с последующим применени-
ем равенства [14]

(44)

где ,  – значение переменной  в по-

люсе. Суммирование в (44) проводим по всем по-
люсам, у которых . В фор-
муле (44) выбираем главную ветвь логарифмиче-
ской функции.

Сделаем также замечание относительно вы-
числения интегралов в формуле (37). Для их
оценки мы использовали тот факт, что в форму-
лах (38) и (39) функции  и  (которые мы

назовем сингулярными частями величин  и

, т.е. внеинтегральные слагаемые в (38) и
(39)) являются быстро меняющимися функциями
координат (при приближении точек наблюдения
и источника), а оставшиеся интегралы по пере-
менной  меняются медленно в зависимости от
координат. Таким образом, интегралы от сингу-
лярных частей следует вычислять, используя, на-
пример, адаптивные программы численного ин-
тегрирования, а к оставшимся интегралам от ре-
гулярных частей можно применить формулу
интегрирования, являющуюся двумерным анало-
гом формулы прямоугольников [12]. Данный
факт позволяет существенно сократить время
счета матричных элементов на ЭВМ.

В качестве выходной характеристики задачи
рассмотрим диаграмму рассеяния  волно-
вого поля. Диаграмма получается при помощи
перехода к асимптотике рассеянного поля при

. Эта величина определяется по формуле

(45)

где в случае полупространства , а в случае
диэлектрического слоя . Предполагая отсут-
ствие поглощения в средах, можно получить сле-
дующее представление для диаграммы рассеяния:
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где
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странства, и  в случае диэлектрического
слоя. Величины  и  представляют собой эле-
менты матрицы перехода, определяемой из соот-
ношения

(54)

При этом в случае, когда экран расположен на
границе диэлектрического полупространства,
получаем

(55)

(56)

где в верхних формулах в (55) и (56) 

 , а в нижних

  
В случае наличия диэлектрического слоя имеем

(57)

(58)

где   
(верхний знак относится к верхнему полупро-
странству ). В формулах (55)–(58)  –
коэффициенты прохождения плоской волны для
диэлектрического полупространства и слоя. В
этих формулах мы выделили в явном виде зависи-
мость коэффициентов отражения и прохождения
плоской волны от величин .

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

В качестве критерия правильности получае-
мых результатов мы проверили точность выпол-
нения оптической теоремы [15]. Был рассмотрен
случай дифракции поля вертикального диполя на
экране, лежащем на границе раздела двух сред
(см. рис. 1а). По аналогии с работой [15] можно
показать, что оптическая теорема для данной гео-
метрии имеет вид

(59)
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Здесь  – диаграмма рассеяния полного по-
ля в верхнем и нижнем полупространствах. Эта
величина имеет вид

(60)

где  – компонента диаграммы первичного
поля диполя, которая определяется по формуле
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. Причем в верхней строке в формуле (62)
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вертикальной компоненты полного поля в точке
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 При численной оценке
интегралов в формулах (46) и (65) мы использовали
кусочно-постоянную аппроксимацию неизвестных
функций  с последующим вычислением двой-
ных интегралов по формуле, являющейся двумер-
ным аналогом формулы прямоугольников.

Был рассмотрен экран круговой, эллиптиче-
ской и прямоугольной формы, лежащий на гра-
нице раздела сред. Параметры сред имели значения
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липтического  , половины
сторон прямоугольного экрана 

, где ,  – длина волны. Ис-
точник располагался в точках с координатами

,  и , где . При чис-
ленном решении задачи дифракции на круговом
экране использовались полярные координаты

(67)

а на прямоугольном – декартовы  .
При анализе задачи дифракции на эллиптиче-
ском экране в качестве подходящих координат
применялись следующие:

(68)

Здесь  – межфокусное расстояние, .

Число точек коллокации для круглого экрана бы-
ло выбрано равным  , для эллипти-
ческого  , а для прямоугольного

 . В табл. 1 представлены значения
модуля относительной разности правой и левой
части в формуле (59) для рассматриваемых форм
экрана. Как видно из таблицы, относительная
разность правой и левой части равенства (59) не
превосходит , т.е. достаточно мала.

На рис. 2, 3 представлены угловые зависимо-
сти модуля диаграммы рассеяния для кругового и
прямоугольного экранов, расположенных на гра-
нице полупространства и диэлектрического слоя.
Размеры экранов были выбраны такими же, что и
выше. Параметры сред имели значения 

. Толщина диэлектрического слоя
. Величина . На рисунках

сплошные кривые иллюстрируют угловые зави-
симости модуля диаграммы полного поля, а
штриховыми кривыми показаны зависимости
для диаграммы рассеянного поля. Зависимости
диаграммы построены для двух углов  и

 (рассматривалось верхнее полупро-
странство). Как показывают расчеты, угловые за-
висимости диаграммы рассеяния эллиптического
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d dx y   = ξ + η = ξ − η   ξ ξ   
ξ ∈ ξ η ∈ π

d max
a b
a b

+ξ =
−

1 7,N = 2 43N =
1 6,N = 2 32N =

1 18,N = 2 8N =

33 10−×

1 1,ε =
3

2 10 10i −ε = −
6.2832kh = 0 1kz =

ϕ = °0
180ϕ = °

экрана (для выбранных размеров экрана) мало
отличаются от соответствующих зависимостей
прямоугольного, поэтому мы их не приводим.
Как следует из рисунков, в том случае, когда ди-
поль находится на оси z, диаграмма как полного,
так и рассеянного поля обращается в нуль при

Таблица 1. Проверка точности выполнения оптической теоремы для разных форм экрана

Форма экрана
Точность выполнения оптической теоремы

Круглый

Эллиптический

Прямоугольный

0 0x = 0 2x a= 0x a=

47.27 10−× 31.82 10−× 32.18 10−×
44.3 10−× 43.24 10−× 49.43 10−×
45.81 10−× 41.5 10−× 31.21 10−×

Рис. 2. Угловая зависимость диаграммы рассеяния
кругового (а) и прямоугольного (б) экранов, располо-
женных на границе диэлектрического полупростран-
ства: для полного поля при  (1) и  (2) и для
рассеянного поля при  (3) и  (4).
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. Видно также, что при дифракции на экране
круговой формы диаграмма рассеянного поля
имеет “провал” примерно при θ = 20°…25° в отли-
чие от случая дифракции на прямоугольном экра-
не, при условии, что источник расположен в точке

. Отметим, что при дифракции на экране,
расположенном на верхней границе диэлектриче-
ского слоя, зависимости диаграммы рассеяния
полного поля имеют достаточно резкие изломы
при .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На основе МПГУ разработан численный алго-

ритм решения трехмерной задачи дифракции по-
ля электрического диполя на планарном экране,
расположенном в плоскослоистой среде. Получе-
ны формулы, позволяющие находить диаграмму

0θ =

0( ,0, )a z

90θ = ± °

рассеяния для задачи дифракции на экране, рас-
положенном на границе раздела двух сред или на
верхней границе диэлектрического слоя, окру-
женного одинаковыми однородными полупро-
странствами. В последнем случае предложен эф-
фективный алгоритм нахождения функции Гри-
на слоя. Для тестирования метода проведена
проверка точности выполнения оптической тео-
ремы для случая дифракции на экранах круговой,
эллиптической и прямоугольной формы, лежа-
щих на границе полупространства. Показано, что
точность выполнения оптической теоремы со-
ставляет примерно  для выбранных пара-
метров задачи. Построены угловые зависимости
модуля диаграммы рассеяния для экранов круго-
вой и прямоугольной формы, расположенных на
границе полупространства и верхней границе ди-
электрического слоя.
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Рис. 3. Угловая зависимость диаграммы рассеяния
кругового (а) и прямоугольного (б) экранов, располо-
женных на верхней границе диэлектрического слоя:
для полного поля при  (1) и  (2) и для рас-
сеянного поля при  (3) и  (4).
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