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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Задача изучения фотонных кристаллов являет-
ся актуальной в течение многих десятилетий [1–
10]. В этом направлении решаются как линейные,
так и нелинейные задачи. И наибольшее внима-
ние привлекают именно нелинейные задачи
[4, 5], а последнее время и такие задачи, как ис-
следование графеновых пленок [6] и т.д.

Однако на сегодняшний день не все линейные
задачи решены, несмотря на их практическую
значимость. Более того, решение линейных задач
зачастую является нулевым приближением и для
задач нелинейных.

Одной из таких нерешенных задач является
разделение эллиптически-поляризованных волн
в одномерных анизотропных фотонных кристал-
лах на линейно-поляризованные волны и нахож-
дение аналитических выражений, описывающих
их поведение, хотя с физической точки зрения та-
кое разделение очевидно. Действительно, в ани-
зотропной среде в общем случае распространяет-
ся эллиптически поляризованная волна, которая
может быть представлена как суперпозиция волн
правой и левой круговой поляризации. Эти вол-

ны в свою очередь могут быть представлены как
суперпозиция двух волн линейной поляризации.
Для однородных сред такое разделение не вызы-
вает проблем, но в случае неоднородных, в част-
ности слоистых сред, решение этой задачи в анали-
тическом виде затруднительно, поскольку на гра-
ницах раздела слоев наблюдается взаимодействие
волн правой и левой поляризаций. Решение этой
задачи возможно либо путем разделения исходных
волновых уравнений [3, 7, 9] на два, каждое из кото-
рых описывает соответствующий тип волны, либо
путем преобразования матрицы фундаменталь-
ных решений (матрицы преобразования) [3, 9]
этих уравнений к блочному диагональному виду.

В работе [7] было показано, что матрица пре-
образования однородного анизотропного слоя
для определенных частных случаев может быть
представлена в виде 4 × 4 блочной матрицы с
2 × 2 диагональными блоками

(1)

(см. Приложение). Это случаи произвольного на-
правления распространения волны в анизотроп-
ной среде и нормальной ориентации оси анизо-
тропии, а также нормального распространения
волны в среде и произвольной ориентации оси
анизотропии. Представление матрицы преобра-
зования в виде (1) уже равносильно разделению

1 Работа доложена на Третьей Международной молодежной
конференции “Информационные технологии и техноло-
гии коммуникации: современные достижения” (Астра-
хань, 1–5 октября 2019 г.).
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результирующей волны на ТЕ- и ТМ-волны в од-
нородной среде, поскольку эта матрица связыва-
ет тангенциальные компоненты полей , , ,

 вначале и в конце однородного слоя [3, 7, 9, 11]:

где

Т – операция транспонирования.
Для слоистой среды результирующая матрица

находится как произведение матриц слоев

(2)

где P – количество слоев,  – общая
толщина структуры, i – номер слоя, z – перпенди-
куляр к границе раздела слоев.

Такая матрица также является блочной диаго-
нальной матрицей с 2 × 2-блоками по главной
диагонали. Однако в [7] не было представлено ко-
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случая, а выражение в виде произведения матриц
не дает возможности дальнейшего аналитическо-
го исследования структуры.

Цель данной работы – нахождение общего
аналитического вида матрицы преобразования в
блочной диагональной форме для анизотропной
слоистой среды с произвольным числом слоев, а
также для периодической слоистой анизотроп-
ной среды (одномерного анизотропного фотон-
ного кристалла) с произвольным числом слоев в
периоде. Отметим, что аналогичные результаты
были получены для случая изотропной среды [8]
и анизотропной среды [9, 10] без разделения вол-
ны эллиптической поляризации на волны линей-
ной поляризации.

На рис. 1 представлена исследуемая среда.
Здесь наслоение ориентировано вдоль оси z. Раз-
деление эллиптически поляризованной волны на
линейно поляризованные волны возможно в двух
случаях: 1) волна распространяется под произ-
вольным углом к нормали z, а ось анизотропии
совпадает с осью z; 2) волна распространяется
нормально к границам раздела слоев, а ось анизо-
тропии ориентирована произвольно.

Нахождение матрицы в блочной диагональной
форме позволит использовать весь математиче-
ский аппарат, разработанный для изотропных
структур в анализе анизотропных сред.

2. МАТРИЦА СИСТЕМЫ
С ПРОИЗВОЛЬНЫМИ КУСОЧНО-
ПОСТОЯННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

Найдем общее аналитическое выражение мат-
риц  и  в (2) для произвольного числа
однородных анизотропных слоев, если матрица
единичного однородного слоя имеет вид (1) с
блоками П1 и П5, представленными далее в При-
ложении (см. [7]). Для этого использован метод
математической индукции.

Прежде всего найдем элементы матрицы пре-
образования  для случая двух слоев. В ре-
зультате перемножения матриц слоев и алгебраи-
ческих преобразований запишем элемент :
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слое.
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Рис. 1. Исследуемая структура.
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Теперь найдем элементы матрицы преобразования M(Λ) для случая трех слоев. В результате пере-
множения матриц и алгебраических преобразований получим элемент :

(4)

Аналогично находятся элементы , , .
Несмотря на то, что представленные элементы
являются достаточно громоздкими, в них наблю-
дается определенная закономерность. Прежде
всего, эта закономерность представляет собой
сумму -слагаемых. При этом волновые числа
слоев в показателях экспонент этих слагаемых

подчинены бинарному закону (соответствующие
индексы). Учет закона изменения индексов в (4)
осуществляется функцией  (введенной авто-
ром работы [9]), где q – номер слагаемого в сум-
ме (4), i – номер слоя. Тогда для трех интервалов
получим следующее компактное аналитическое
выражение:

(5)

Элементы , ,  матрицы находятся аналогично.
Теперь на основании (5) предположим, что элементы матрицы преобразования P-слойной анизо-

тропной структуры известны и описываются выражениями
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Найдем элемент  матрицы для P + 1-слоев

(7)

После алгебраических преобразований получим

(8)

Вводя новую переменную G = P + 1, приходим к первому выражению (6). Аналогично находим осталь-
ные элементы матрицы .

Тогда окончательно получим матрицу  для P-слойной анизотропной структуры в виде конеч-
ной суммы матриц 
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(10)

Итак, в данном разделе найдена матрица преобразования для рассматриваемых случаев анизотропной
среды в виде блочной матрицы с -блоками.

Таким образом, после несложных математических преобразований можно утверждать, что матрица
преобразования многослойной анизотропной среды может быть представлена в виде суммы  унимо-
дулярных -блочных диагональных матриц с -блоками и определенными коэффициентами
вклада

(11)

где матрицы ,  имеют вид
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(15)

Унимодулярность матриц (12) и (13) будет доказана
в следующем разделе. Тогда из (11) также следует,
что результирующая волна может быть разложена в
конечный спектр гармонических волн с номерами q
от 1 до . Назовем волну с номером q – эквива-
лентной волной, а коэффициенты  и  – коэф-
фициентами вклада этих эквивалентных волн.

3. УНИМОДУЛЯРНОСТЬ МАТРИЦЫ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ И ЕЕ БЛОКОВ

Анализ результатов [7] показывает, что опре-
делители матриц (12) и (13) имеют вид

(16)

Другими словами, данные матрицы являются
унимодулярными. Следовательно, матрицы в (11)
также являются унимодулярными, поскольку
представляют собой произведение унимодуляр-
ных матриц (12) и (13), а определители этих мат-
риц соответственно равны

(17)

Поскольку в соответствии с (17) определители
матриц являются комплексной единицей, то на
основании результатов работы [7] можно сделать
вывод, что в структуре в общем случае существу-
ют неоднородные ТЕ- и ТМ-волны.

4. ПЕРИОДИЧЕСКАЯ 
СЛОИСТАЯ СТРУКТУРА

Очевидно, что матрица фундаментальных ре-
шений для K периодов находится, как K-я степень
матрицы (11):

(18)

Поскольку матрицы  и  унимоду-
лярны, то с учетом результатов, полученных еще
Абеле [12, 13], их K-ю степень можно найти как

(19)

(20)

Здесь  ,  −
полиномы Чебышева второго рода:

(21)

Данный результат является очень важным с
практической точки зрения, поскольку выра-
жения (18)–(21) позволяют получить матрицу
преобразований за K периодов по P слоев в каж-
дом периоде.

Для периодических слоистых сред одной из
основных является задача определения границ
разрешенных и запрещенных зон. Данные грани-
цы соответствуют периодическим решениям и в
соответствии с теорией Ляпунова [11] определя-
ются значениями собственных чисел матрицы
преобразования, которые находятся из дисперси-
онного отношения

(22)
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Если все собственные числа по модулю мень-
ше либо равны единице, то решения системы
уравнений Максвелла с периодическими коэф-
фициентами, описывающей структуру, являются
устойчивыми [11], а параметры структуры соот-
ветствуют разрешенным зонам. Для блочной мат-
рицы (11) четыре собственных числа определяют-
ся как решения ее характеристического уравне-
ния четвертого порядка (22), которое в данном
случае дает дисперсионные отношения в виде

(23)

Причем в разрешенных зонах должны выпол-
няться все четыре условия (23) одновременно.

Таким образом, представляемый подход суще-
ственно упрощает решение задачи находения гра-
ниц разрешенных и запрещенных зон, поскольку
теперь речь идет об анализе -матриц вместо

-матриц.

5. ЧИСЛЕННЫЙ ПРИМЕР
В качестве примера рассмотрим одномерную

бесконечную периодическую ферритовую среду с
двумя слоями в периоде. Здесь частота волны
4 ГГц, угол падения 50°, материальные парамет-
ры для первого слоя , ,

, для второго слоя , ,
,  м. На рис. 2 представлена за-

висимость модулей собственнных чисел матриц,
описывающих ТЕ- и ТМ-волны от толщины пер-
вого слоя d1. Из рис. 2 видно, что собственные
числа являются взаимнообратными. Области, в
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которых собственные числа по модулю не равны
единице, соответствуют запрещенным зонам, т.е.
областям непрохождения волны, области, в кото-
рых собственные числа равны единице, соответ-
ствуют разрешенным областям. На рис. 2 сплош-
ными линиями представлены собственные числа
матрицы, описывающей ТЕ-волны, штриховыми
линиями – собственные числа матрицы, описы-
вающие ТМ-волну. Области прохождения и не-
прохождения волны являются периодическими
функциями толщины первого слоя периода. Так,
в области II ТЕ-волна затухает в пределах одного
периода, в области III ТМ-волна затухает в преде-
лах периода. Областью прохождения является об-
ласть I, где незатухающими являются обе волны.
При этом в областях, где затухает только одна
волна (область IV), результирующая волна вы-
рождается в ТЕ- или ТМ-волну.

Аналогичная зависимость для угла падения 10°
представлена на рис. 3. Таким образом, положе-
ние областей прохождения и непрохождения вол-
ны зависит и от угла падения волны. Из рис. 3
видно, что для данной структуры при данном угле

Рис. 2. Зависимость модулей собственных чисел бесконечной периодической среды от толщины первого слоя при угле
падения 50°.
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Рис. 3. Зависимость модулей собственных чисел бес-
конечной периодической среды от толщины первого
слоя при угле падения 10°.
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падения волны в ней существуют достаточно уз-
кие области параметров, при которых распро-
страняется только волна ТМ-типа, а волна ТЕ-ти-
па затухает в одном периоде. Очевидно, что данная
структура может использоваться для выделения
линейно-поляризованной волны из волны круго-
вой поляризации.

ВЫВОДЫ
Рассмотрен одномерный анизотропный фо-

тонный кристалл в рамках линейной задачи, в ко-
тором слои могут иметь и электрическую, и маг-
нитную анизотропию. Рассмотрены случаи рас-
пространения плоской гармонической волны:
1) под произвольным углом к границам слоев при
нормальной ориентации оси анизотропии;
2) перпендикулярно слоям при произвольной
ориентации оси анизотропии.

В работе впервые аналитически приведено
разделение эллиптически поляризованной волны
в слоистой анизотропной среде на две волны ли-
нейной поляризации – ТЕ и ТМ.

Впервые разработана математическая модель
и найдены выражения матрицы преобразования в
виде 4 × 4-блочной диагональной матрицы с
2 × 2-блоками для произвольного конечного чис-
ла P-слоев.

Впервые получены выражения матрицы пре-
образования для произвольного числа периодов
анизотропной многослойной среды.

Впервые результирующая волна представлена
в виде суперпозиции конечного числа гармони-
ческих волн с определенными коэффициентами
вклада этих волн в результирующую.

Ограничением данной модели являются пре-
дельные случаи, когда при z = 0 волна содержит
только компоненты Ey, Hx (ТЕ-волна) или только
компоненты Ex, Hy (ТМ-волна).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Матрица преобразования ТЕ-волны [7] име-
ет вид
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Таким образом, в [7] матрица преобразования
представлена в виде диагональной блочной мат-
рицы.
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