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Рассмотрено поведение необыкновенной волны в слоистой одноосной анизотропной среде. Най-
дена матрица преобразования для однородного слоя и для многослойной структуры с произволь-
ным числом слоев в аналитическом виде в элементарных функциях. Введено понятие парциальных
волн в слоистой среде и их коэффициентов вклада для необыкновенной волны. Показано, что ко-
эффициенты отражения и прохождения необыкновенной волны для плоскопараллельной пласти-
ны равны сумме коэффициентов отражения и прохождения парциальных волн.
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время большое внимание уделя-

ется разработке новых микроволновых и оптиче-
ских систем связи и обработки информации
[1‒3]. Особенно остро этот вопрос стоит в связи с
необходимостью перехода к системам 5G/6G (пя-
того/шестого поколения) стандартов [4, 5]. Уве-
личение скорости передачи и обработки инфор-
мации очевидно возможно только при переходе в
более высокие диапазоны, для которых не суще-
ствует диодной и транзисторной элементной ба-
зы, а существующие СВЧ-устройства оказывают-
ся достаточно громоздкими. Более того, исполь-
зование нелинейных элементов в оптическом
диапазоне не приводит к увеличению скорости
передачи и обработке информации, поскольку
сами эти процессы имеют малую скорость. В свя-
зи с этим существует необходимость создания но-
вых линейных устройств приемо-передающих
трактов, обеспечивающих их надежное функцио-
нирование. Создание таких устройств, прежде
всего, требует глубокого понимания физических
процессов в СВЧ и оптических структурах, разра-
ботки математического аппарата для их расчета и
описания принципа действия. Важнейшим клас-

сом таких устройств являются управляемые
структуры с распределенными параметрами на
основе многослойных анизотропных материалов
[6–9].

Цель данной работы – исследовать поведение
необыкновенной волны в одноосной анизотроп-
ной среде. Отличием данной волны от обыкно-
венной является отличие волновых чисел прямой
и обратной волн, а также скоростей распростра-
нения этих волн. Кроме того, при ее отражении от
границы раздела углы падения и отражения также
будут различными. Для однородной среды свой-
ства необыкновенной волны исследованы доста-
точно подробно [8, 9], не составляет труда и на-
хождение матрицы преобразования двухслойной
или трехслойной структуры. Однако увеличение
числа слоев приводит к усложнению результиру-
ющих выражений настолько, что они не поддают-
ся дальнейшему аналитическому исследованию.
Поэтому неоднородные анизотропные среды при
распространении в них необыкновенной волны
описывали, как правило, численными методами
или исследовали экспериментально [10–12]. В
данной работе впервые получена матрица преоб-
разования для обыкновенной волны в много-
слойной среде с произвольным конечным числом
слоев и произвольным направлением оси анизо-
тропии в каждом слое в аналитическом виде в
элементарных функциях. Данная матрица явля-

1 Работа доложена на Третьей Международной молодежной
конференции “Информационные технологии и техноло-
гии коммуникации: современные достижения” (Астра-
хань, 1–5 октября 2019 г.).
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ется конечной суммой унимодулярных матриц с
некоторыми коэффициентами. В соответствии с
видом матрицы введено понятие парциальных
волн многослойной структуры и коэффициентов
вклада парциальных волн, поскольку с точки зре-
ния физики унимодулярная матрица описывает
поведение некоторого гармонического колеба-
ния. Проведен анализ отражения и прохождения
волны через плоско-параллельную многослой-
ную пластину и найдено, что результирующие ко-
эффициенты отражения и прохождения равны
сумме коэффициентов отражения и прохождения
парциальных волн.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим поведение необыкновенной вол-
ны в одномерном фотонном кристалле, образо-
ванного одноосными анизотропными слоями с
произвольном количестве слоев в периоде при
произвольном направлении оси анизотропии
(рис. 1). Диэлектрическая проницаемость каждо-
го слоя описывается тензором

(1)

а магнитная проницаемость  является скаляром.
С использованием преобразования координат
Эйлера [13], тензор (1) в системе координат, свя-
занной с границей раздела слоев, может быть за-
писан в виде

(2)

Решение уравнений Максвелла для данного слу-
чая дает две волны: обыкновенную и необыкно-
венную. Волновые числа необыкновенной волны
для данного случая, полученные в результате ре-
шения уравнений Максвелла, имеют вид

(3)

Важно отметить, что волновые числа прямой и
обратной волн в данном случае являются различ-
ными, что существенно усложняет выражения,
описывающие поведение такой волны. Выраже-
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ния, связывающие компоненты электромагнит-
ного поля необыкновенной волны, имеют вид

(4)

Задачей данной работы является разработка
математического метода для описания поведения
необыкновенной волны в одномерном фотонном
кристалле с произвольным числом одноосных ани-
зотропных слоев в периоде при произвольном на-
правлении оси анизотропии. Кроме того, задачей
является исследование коэффициентов отражения
и прохождения многослойной пластины с произ-
вольным конечным числом слоев (см. рис. 1).

2. МЕТОД 
МАТРИЦЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Математическая модель поведения необыкно-
венной волны в одноосной анизотропной среде
при произвольном наклоне оси анизотропии ос-
новывается на методе матрицы преобразования,
которая связывает тангенциальные компоненты
полей на границах структуры:

(5)

Для однородного слоя данная матрица являет-
ся фундаментальной системой решений уравне-
ний Максвелла с постоянными коэффициентами
и ее нахождение не представляет труда. Что каса-
ется матрицы преобразования многослойной
структуры, то она является произведением мат-
риц преобразования однородных слоев и такое
произведение автоматически удовлетворяет гра-
ничным условиям на границах раздела слоев. Од-
нако такое решение было представлено только
для случая обыкновенной волны, когда скорости
прямых и обратных волн в однородных слоях рав-
ны [14].
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Рис. 1. Геометрия задачи.
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3. МАТРИЦА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ОДНОРОДНОГО СЛОЯ
Для однородного слоя матрица находится с использованием типовой методики [14, 15] (Приложе-

ние 1) и имеет вид

(6)

где

(7)

В отличие от матрицы для волны в изотропной
среде или обыкновенной волны в анизотропной

среде, когда волновые числа прямых и обратных
волн равны и элементы матрицы – тригономет-
рические функции [14, 15], элементы (6) представ-
ляют собой сумму экспонент. Определитель этой
матрицы равен , т.е. матрица (6)
является унимодулярной. Однако запись (6) в виде

(8)

дает нам сингулярное разложение матрицы пре-
образования. Для перехода к унимодулярным
тригонометрическим матрицам, описывающим
гармонические колебания, необходимо исполь-
зовать преобразование Эйлера.

4. МАТРИЦА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
МНОГОСЛОЙНОЙ СТРУКТУРЫ

Матрицу преобразования для N-слойной
структуры в общем случае находим как [14, 15]
произведение

(9)

Однако аналитического выражения для произ-
вольного конечного числа слоев на сегодняшний
день не получено. В данной работе с использова-
нием достаточно громоздких алгебраических
преобразований (Приложение 2) матрица преоб-
разования для данного случая найдена в виде ко-
нечной суммы матриц  с коэффициентами
вклада :

(10)

где

(11)

(12)

Функции  определяются выражением

(13)

отличным от полученного авторами ранее [16].
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бания, следует использовать преобразование Эй-
лера. Тогда вместо (10) запишем

(14)

где

(15)

(16)

(17)

Матрицы Mq cos и Mq sin, полученные в результате
преобразования Эйлера, являются унимодуляр-
ными и, следовательно, описывают незатухаю-
щие колебания [17]. Действительно, с математи-
ческой точки зрения унитарное преобразование
сохраняет площадь фигуры, построенной на со-
ответствующих векторах. Таким образом, разло-
жение (14) дает представление необыкновенной
волны в одномерном анизотропном фотонном

кристалле в виде суперпозиции  гармониче-
ских волн. Волны, описываемые , назовем
парциальными, волны, описываемые  и

, назовем парциальными косинусной и си-
нусной волнами, соответственно, а  − коэффи-
циентом вклада парциальной волны.

Учитывая вид матрицы преобразования (10) и
используя методику [14, 15], найдем коэффици-
ент отражения необыкновенной волны от много-
слойной анизотропной пластины

(18)

Здесь   – волновое сопротивление
среды, окружающей многослойную пластину,

– элементы матрицы преобразования (10).
Выражение (18) сходно с аналогичным выраже-
нием, представленным в [15]. Однако его анализ
для данного случая с учетом [10] дает интересный
результат. Действительно, матрица (10) связывает
тангенциальные компоненты полей на границах
структуры (см. (5)). При этом  и  в (5) вклю-
чают в себя компоненты падающих и отраженных
волн, а  и  являются компонентами про-
шедших волн [15]. Подставляя (10) в (5), получим

(19)

Учитывая, что  
  
, запишем

(20)

( ) ( )
2

 cos  sin
1

,
N

q q q
q

d
=

= ν +L M M

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

,1,
1 ,

,

,
1 ,

,1 ,

,
1 ,1 , ,

,,
1

 cos

1
11

1
12

1
11

11 2

1
1 2 1

1

2

1

1 cos

11 sin

1 sin

 

1

N

qq i
i q i

q N

N

q i
i q i

q q N

N

q i
i q q N q i

N

q Nq i
i

q

N
FF N i

iFN
iF

N
F N i

iFN
iF F

N
F N N i

iF F F
i

N
FF N

k z

j k z

j k z

=

=

=

=

++ −
+

=−

+ −
+

=+ −

+
+ − +

=

−+

χ  
−  

γ  = ×
 

− 

=


γ γ  

 
− γ γ  

 
×

γ
−

γ















M

( )
( )

,

,1

11
1

;

cos
q i

q

N
i

iF
iF

k z+
=+

 
 
 


( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

,1,
1 ,

,

,
1 ,

,1 ,

,
1 ,1 , ,

,,
1

1
11

1
12

 sin
1

11
11 2

1
1 2 1

1

2

1

1 sin

11 cos

1 cos

 

1

N

qq i
i q i

q N

N

q i
i q i

q q N

N

q i
i q q N q i

N

q Nq i
i

N
FF N i

iFN
iF

q N
F N i

iFN
iF F

N
F N N i

iF F F
i

N
FF N

j k z

k z

k z

j

=

=

=

=

++ −
+

=−

+ −
+

=+ −

+
+ − +

=

−+

+

χ  
−  

γ  = ×
 

−  
γ γ  

 
− γ γ  

 
×

γ
−

γ















M

( )
( )

,

,1

11
1

;

sin
q i

q

N
i

iF
iF

k z+
=

 
 
 


( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ), , 1

,1 ,

1
1

2 1
11

1 2

1 2
1

 .
q i q i

q q N

N
i i

F F
Ni

q F FN
i i

i

+

−
+

− +
=

+ −

=

χ − χ
ν = γ γ

χ − χ

∏

∏

12N +

qM

 cosqM

 sinqM

qϑ

( )
( )

2 2
21 пад 11 22 пад 12

2 2
21 пад 11 22 пад 12

2

cos cos
  ,

cos cos

1 .

l l l l
R

l l l l

T R

ρ α − ρ − α −=
ρ α − ρ + α +

= −

отр пр ,R H H= ρ

mnl

1xE 1yH

2xE 2yH

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

2
2 1 1 1 1

1 1 2 2 2 2
2 1 1 1 11

21 2  cos  sin2 2
2 2 2 2 2 2

1 2 21 2  cos  sin2
1 12 2 2 2 22

.

N

N N

N N N

N N

x x x x x
q q

y y y y yq

q q q
x x x x x x

q qq q q
q qy y y y yy

E E E E E
H H H H H

E E E E E E

H H H H HH

=

= =

 
= ϑ = ϑ + ϑ + … + ϑ = 
  

 
= ϑ + ϑ + … + ϑ = ϑ = ν +  

 



 

M M M M

2 пр,yH H= 2 пр cosxE E= α =
пр cos ,H= ρ α 1 пад отр,yH H H= + (= ρ −1 падxE H

)− αотр cosH

( )2
пр пад отр

пр пад отр1

cos cos
 .

N

q q
q

H H H
H H H=

 ρ α ρ − α
 = ϑ

+  
 M



640

РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 65  № 7  2020

ВЫТОВТОВ и др.

Поскольку   опреде-
ляемые (18), то получим

(21)

По аналогии с (21) введем коэффициенты про-
хождения парциальных волн , как

(22)

или

(23)

Тогда  является долей q-й волны в падающей, а
 являются коэффициентами отражения

парциальных волн. Таким образом, можно за-
писать:

(24)

Таким образом, результирующие коэффициенты
прохождения и отражения равны сумме соответ-

ствующих коэффициентов парциальных волн.
Следовательно, представленное в данной работе
разложение результирующей волны имеет не
только математический, но и физический смысл.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе рассмотрено поведение не-
обыкновенной волны в слоистой одноосной ани-
зотропной среде при произвольном направлении
оси анизотропии. В аналитическом виде в эле-
ментарных функциях найдена матрица преобра-
зования для однородного слоя и для многослой-
ной структуры с произвольным числом слоев.
Введено понятие парциальных волн в слоистой
среде для рассматриваемого случая. Аналитиче-
ски показано, что коэффициенты отражения и
прохождения необыкновенной волны для пло-
скопараллельной пластины равны сумме коэф-
фициентов отражения и прохождения парциаль-
ных волн.

ПРИЛОЖЕНИЕ А

Уравнения Максвелла в прямоугольных коор-
динатах

(A1)

для случая распространения волны в плоскости xOz принимают вид
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Из четвертого и шестого уравнений (А2) получим
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Подставляя (А3) во второе уравнение (А2), запи-
шем волновое уравнение

(А4)

С учетом условия непрерывности тангенци-
альной компоненты волнового вектора  на гра-
ницах раздела для гармонической волны в беско-
нечной среде запишем дисперсионное уравнение

(А5)

Решение (А5) дает нормальные компоненты вол-
нового вектора (3) необыкновенной волны.

ПРИЛОЖЕНИЕ Б
Произведение матриц преобразования (9) двух

однородных слоев дает следующие выражения
элементов результирующей матрицы:
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Здесь верхний индекс означает номер слоя,  –
элементы матрицы преобразования двухслойной
структуры, ,  – z-компоненты волновых чи-
сел прямой и обратной волны в первом слое
(см. (3)), ,  – z-компоненты волновых чи-
сел прямой и обратной волны во втором слое
(см. (3)), величины ,  – для i-го определяют-
ся выражениями (7).

Произведение матриц преобразования (6) трех
однородных слоев после преобразований дает
выражение для элемента  матрицы преобразо-
вания

(Б2)

Аналогичные выражения получаются для осталь-
ных элементов матрицы преобразования. При
этом выражение (Б2) может быть записано в сле-
дующей компактной форме:

(Б3)

или, учитывая N = 3, получим

(Б4)

где  – функция, определяемая выражением (13).
Продолжая перемножения матриц, можно запи-
сать аналогичные выражения для четырех, пяти
и т.д. слоев. Далее, с использованием метода ма-
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тематической индукции было проверено, что та-
кие же выражения получаются для произвольно-
го N числа слоев. Полные преобразования не
представлены здесь ввиду их громоздкости.
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