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ВВЕДЕНИЕ

Между электрической, магнитной и упругой
подсистемами материальных сред существуют
связи, приводящие к различным физическим эф-
фектам. Одним из проявлений этого в магнито-
упорядоченных твердых телах является наличие в
спектре элементарных возбуждений связанных
магнитоупругих волн (МУВ), при распростране-
нии которых существуют как деформации, так и
изменения намагниченности. Это имеет место
всегда, но наибольший эффект наблюдается вблизи
точек фазового синхронизма, где совпадают значе-
ния частоты  и волнового числа спиновых и
упругих волн в отсутствие связи между подсистема-
ми. Известным примером этого может служить ги-
бридизация спиновых и упругих волн в ферро- и
ферримагнетиках, теоретический анализ которой
впервые был дан в 1956 г. [1] (см. также [2, 3]), а пер-
вые эксперименты, подтверждающие теорию, были
выполнены авторами работ [4–6].

В антиферромагнетиках (АФМ) влияние маг-
нитоупругого взаимодействия на волновые про-
цессы оказалось более сложным. Было обнаруже-
но аномальное поведение нижней ветви диспер-
сионных кривых спиновых волн при  в
АФМ с анизотропией типа “легкая плоскость”
[7–9], обусловленное, как это было показано в
[10], спонтанными магнитоупругими деформа-
циями среды в основном состоянии. Впослед-
ствии это явление получило название “магнито-
упругой щели” [11]. В легкоплоскостных АФМ со
слабым ферромагнетизмом в окрестности ориен-
тационного фазового перехода (ОФП) наблюда-
лась сильная зависимость скорости звука от на-
пряженности магнитного поля в базисной плос-
кости [12–14]. Сообщалось о влиянии давления и

магнитного поля на распространение “собствен-
ных линейных” МУВ в одноосных АФМ [15–17].
Вблизи ОФП такие волны из-за возникновения
неустойчивости ориентации векторов намагни-
ченности подрешеток не являются гармониче-
скими и линейными даже при малых амплитудах
и приобретают сильную дисперсию (“собствен-
ные нелинейные” МУВ: уединенные, кноидаль-
ные, спиральные [18–24]). Изучалось и влияние
магнитоупругой связи на ударные волны [25] и
ангармонизм акустических волн [26, 27].

В окрестности ОФП спонтанное нарушение
симметрии приводит и к ряду других неочевид-
ных эффектов. Теоретические расчеты [28, 29], под-
крепленные экспериментами [30], показывают, что
низкочастотная упругая волна в легкоплоскостном
ферромагнетике может переводить его из одного со-
стояния в другое в областях растяжения и сжатия,
образуя “бегущую” доменную структуру из разных
фаз. Интенсивная упругая волна создает в среде
пространственно-временную периодичность, со-
здавая условия для существования устойчивых и не-
устойчивых параметрических взаимодействий меж-
ду пространственно-временными гармониками
спиновых волн [31, 32]. Нелинейные МУВ разного
типа в окрестности ОФП можно считать динамиче-
скими состояниями с определенной симметрией,
модифицирующейся при изменении типа волны.
Изменение таких состояний под действием пере-
менного упругого напряжения сходно с изменением
статических состояний под действием статического
напряжения, т.е. является фазовым переходом.

Настоящая работа посвящена исследованию
фазовой диаграммы динамических магнитоупру-
гих состояний и особенностей поведения уеди-
ненных и связанных МУВ вблизи ОФП в легко-
плоскостном антиферромагнетике.
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1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Решение проведем в рамках теории классиче-

ских полей [33, 34], используя лагранжиан упруго
напряженного многоподрешеточного магнетика

(1)

где

– кинетический “потенциал” [35],  и
 – полярный и азимутальный углы

вектора намагниченности n-й подрешетки

 и  – намагниченность насыщения и гиро-
магнитный коэффициент n-й подрешетки, –
плотность среды,  – по-

тенциальная энергия,  –
компоненты тензора деформаций,  – вектор
упругих смещений. Уравнения Лагранжа имеют вид
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С учетом диссипации уравнения Лагранжа запи-
сываются в виде

(3)

где диссипативная функция имеет вид

 – диссипативные коэффициенты намагни-
ченности,  – компоненты упругого диссипа-
тивного тензора,

Используя (1) и (2), получаем следующие уравне-
ния движения:
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где

– потенциал неоднородного обменного взаимо-
действия,

– однородный потенциал, в котором слагаемые
вида скалярного произведения определяют энер-
гию однородного обменного взаимодействия,
остальные слагаемые – энергию анизотропии,

, , и  – феноменологические кон-
станты,  – потенциал упругой
подсистемы,

– потенциал магнитоупругого взаимодействия,

– результирующая намагниченность,  – раз-
магничивающее поле, удовлетворяющее уравне-
ниям  и . Динамиче-
ские магнитоупругие состояния определяются
уравнениями (2), а однородные и неоднородные
статические уравнениями

(5)
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где  

  φ(1) =

  
  

 – нормированный однородный по-

тенциал. Углы  и  определяют степень не-
коллинеарности векторов намагниченности под-
решеток.

2. ОСНОВНОЕ СОСТОЯНИЕ

Рассмотрим тетрагональный антиферромагне-
тик в поле внешних одноосных упругих напряже-
ний, приложенных вдоль ребер элементарной
ячейки. Ограничим рассмотрение ситуацией вда-
ли от фазового перехода типа “спин-флоп”, когда

, где  и 

 – нормированные векторы
ферромагнетизма и антиферромагнетизма соот-
ветственно. В таком приближении слагаемые
нормированного потенциала 
могут быть представлены в виде
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рые, как следует из уравнений , могут
быть представлены в виде

(8)
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внешние напряжения приводят  возникнове-
нию дополнительного вклада в энергию плос-
костной одноосной анизотропии. Если этот
вклад достаточно велик и , то основное со-
стояние будет плоскостным, а в отсутствие внеш-
них напряжений при  – и коллинеарным.
Внешние напряжения могут вызывать ОФП по
полярным и азимутальным углам.

Используя формулы для компонент  и в
сферических координатах, находим условия су-
ществования равновесных состояний в виде

(10а)

(10б)

(10в)

(10г)

где  – функции, определяю-
щие угловые по полярному углу фазы (явные вы-
ражения из-за громоздкости не приводятся).

Анализ уравнений (10а)–(10г) показывает, что
в равновесном статическом состоянии АФМ мо-
жет находиться в одной из перечисленных ниже
фаз . В коллинеарной (по векторам и )
фазе , для которой , уравнения
(10а) и (10б) удовлетворяются автоматически, а
ориентация вектора антиферромагнетизма опре-
деляется выражениями

где  – функция полярного и ази-

мутального углов вектора .

Возможна также “осевая” фаза , для кото-
рой , и “плоскостные” фазы , где

, в трех модификациях: двух коллинеар-

ных  и , где  и  соответ-

ственно, и угловой по азимутальному углу ,
когда .

Угловая фаза по полярному углу  также ре-
ализуется в трех модификациях: двух коллинеар-
ных,  и , где соответственно

к

1
' 0k >

24 0k >

m� l
�

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 0 2 0

0 0

sin 2 1 2 cos 2

sin 2 sin 2 0,

f f− − − −
θ θ

+ −

θ + θ ×

× θ φ =
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 0

2 0 0 0

sin 2

sin 2 sin 2 cos 2 0,

f

f

− −
φ

− − + −
φ

φ +

+ θ θ φ =
( ) ( ) ( ) ( )

( )
1 0 2 0 0

0 0

sin 2 cos 2 sin 2

sin 2 sin 2 0,

f f+ + + −+
θ θ

−+

θ + θ θ ×

× φ φ =
( ) ( ) ( ) ( )
1 0 2 0cos 2 sin 2 0,f f+ + + +

φ φφ + φ =
( ) ( ) ( ) ( )
1,2 1,2 1,2 1,2, , , ,f f f f− + − +

θ θ φ φ

( )sS ( )1M
� (2)M

�

( )
1

sS ( ) ( )
0 0 0− −θ = φ =

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

2

0 0 0 0

2

24 0 0 22 11

sin 2 0; sin sin 2

sin cos 2 0,

f

k

+ + +

+ +

θ = θ φ ×

 × θ φ + σ − σ =
  

( ) ( )( )0 0 0 0,f f + += θ φ
l
�

( )
1.1

sS
( )
0 0+θ = ( )

1.2
sS

( )
0 2+θ = π

( )
1.2.1

sS ( )
1.2.2

sS ( )
0 0+φ = ( )

0 2+φ = π
( )
1.2.3

sS
( ) ( )0 11 22 24cos 2 k+φ = σ − σ

( )
1.3

sS

( )
1.3.1

sS ( )
1.3.2

sS

( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 11 1 24

'0; cos 2 ,k k+ +φ = θ = σ −



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 66  № 1  2021

НЕЛИНЕЙНЫЕ УПРУГИЕ ВОЛНЫ В МАГНИТОУПОРЯДОЧЕННЫХ КРИСТАЛЛАХ 73

и

и угловой по азимуту , где

а .

3. СОБСТВЕННЫЕ МАГНИТОУПРУГИЕ 
ВОЛНЫ ПРИ ОФП

Рассмотрим поведение нелинейных волн
вблизи ОФП между плоскостной коллинеарной
фазой  и угловой фазой  в точке

. При большой осевой константе
анизотропии и слабом затухании из первого урав-
нения системы (6) следует соотношение

(11)

а второе уравнение в (6) и уравнения упругости для
зависящих от переменных  принимают вид
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 где  описываются выражени-
ями
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волн. Для спиновой квазичастицы можно запи-
сать уравнение Ньютона в виде

(14)

где  – эффективная масса, поло-
жительная при  и отрицательная при ,
где  – параметр, имеющий размерность
скорости,  – эф-
фективный потенциал, который учитывает тетра-
гональную анизотропию с перенормированной
динамическим магнитоупругим взаимодействи-
ем константой , и од-
ноосную анизотропию с обусловленной статиче-
ским и динамическим магнитоупругими взаимо-
действиями константой .
Согласно (14) закон сохранения энергии квазича-
стицы может быть записан в виде , где

 – кинетическая энергия, а
константа интегрирования  имеет смысл полной
энергии квазичастицы. В неявном виде решение
уравнения (14) можно записать следующим образом:

(15)

Тип и поведение МУВ зависят от вида функ-
ции , обладающей на интервале –1 ≤

 экстремумами при 

 и , где значения
функции составляют

При  потенциал имеет абсолютный мини-
мум в точках  при  и в точках  при

. Максимумы расположены в точках 
при , в точках  при , в
точках  при . При  минимум 
имеет место в точках  в области , в точ-
ках  в интервале , в точках  в
области . Период потенциала равен , в
точке  он уменьшается в два раза.

График зависимости при  приве-
ден на рис. 1. Штриховые линии имеют цифровые
обозначения, относящиеся к типу динамических
состояний (МУВ), существующих при различных
значениях потенциала (см. далее). Аналогичный
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график для случая ku2 < 0 получается инверсией
графика, показанного на рис. 1, относительно на-
чала координат.

Тип МУВ определяется соотношением между
 и . Если  выше потенциальных ба-

рьеров для  и ниже их для , то движе-
ние квазичастицы будет инфинитным. Вектор 
вращается в базисной плоскости, т.е. имеют ме-
сто круговые нелинейные МУВ, т.е. волны пово-
рота антиферромагнитного вектора. Если  лежит
между максимумами или минимумами потенциа-
ла, то траектория движения будет ограничена по-
тенциальными барьерами, что соответствует пери-
одическим нелинейным МУВ. Если  совпадает с
экстремумами , то траектория или лежит на
экстремуме (однородное состояние), или перехо-
дит с одного экстремума на другой (уединенные
нелинейные МУВ). Если асимптотики находятся
в равных минимумах потенциала, то волны топо-
логически устойчивы (солитоны).

Вводя обозначение  представим вы-
ражение (15) в виде

(16)
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положительны и . Используя данные о
полюсах, интеграл в (16) можно рассчитать по
таблицам [36], а решения выразить через эллип-
тические функции Якоби  

, где κ – модуль функции. Полученные
решения позволяют определить области суще-
ствования и типы возможных динамических со-
стояний.
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Рис. 1. График зависимости : темные и светлые точки обозначают квазичастицы с положительной и отрица-

тельной эффективной массой соответственно, стрелками показано направление движения в потенциале ; цифро-
вые обозначения на пунктирных линиях относятся к типу динамических состояний, существующих при различных
значениях потенциала.
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Динамическое состояние 1:  . В данной области значение азимутального угла вы-
числяется по формуле

(17)

где   – характерная

длина. Если  и , то мо-

дуль ; при   от-
куда следует, что

(18)

В неподвижном координатном сечении вектор 
вращается с течением времени в плоскости базиса
и, аналогично, в фиксированный момент времени
вектор  вращается при смещении вдоль оси , т.е.
в данном случае мы имеем дело с круговой нели-
нейной МУВ. При , ,  и

, и тогда вы-
ражение (16) описывает уединенную нелинейную
МУВ, для которой

(19)

Асимптотические значения  отстоят от

 на .

Подставляя выражение (17) в (11), находим ве-
личину полярного угла  выхода антиферро-
магнитного вектора из плоскости базиса, равную

(20)

Значение полярного угла  изменяется пе-
риодически от минимума  ×

 в точке  =

, где  

, до максимума  в

точке . При  значение .
При изменении направления вращения вектора

 меняется и знак угла выхода из плоскости базиса.
Подставляя (14) в (10) и учитывая (17), нахо-

дим, что

(21)

Выход вектора  из плоскости базиса связан с на-
личием деформации

(22)

где  , откуда следу-
ет, что

(23)

Деформация  изменяется от 0 до  и имеет
ненулевое среднее значение, амплитуда знакопе-
ременной деформации равна ; параметр

 описывается выражением , где
 – амплитуда . Нелинейные круговые МУВ

возбуждаются деформациями, описываемыми
выражениями (21) и (23), а область их существо-
вания задается неравенствами

(24)

Динамическое состояние 2: 

. Тип состояния зависит от знака : 
при  или ;  при
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где ; ξ2 =

  – характерная длина,

причем  для  и  для

. Значение , когда .

Для  модуль  → 1/2, когда . Зна-
чение  при  в области

, а также при  в интервале

 и  при  в области
, а также при  в интервале

. Для  соответствующие обла-
сти получаются из рассмотренных путем инвер-
сии. Выражения (25) описывают периодические
нелинейные МУВ с колебаниями  относительно

оси  с амплитудой , сдвину-
тые по фазе на четверть периода эллиптических
функций.

При  выражения (25) соответствуют
гармоническим волнам

где амплитуда  

при .

При  функции  

  и, следовательно, выра-
жения (21) соответствуют либо постоянной вели-
чине, либо уединенной волне с асимптотически-
ми значениями 0 и , т.е.

(26)

Из (11) и (25) следует, что угол выхода вектора
 из плоскости базиса может принимать следую-

щие значения:

(27)

где

Подставляя (25), (27)  (13), (22), находим, что
соответствующие двум решениям упругие дефор-
мации определяются выражениями

(28)

Средние значения  – ненулевые, в то время как
усредненные за период значения  и обраща-
ются в нуль; параметр  выражается через ампли-
туду волн. Рассматриваемые решения существу-
ют при

(29)

Характер движения определяется видом функци-

ональной зависимости . В окрестности
экстремумов имеют место нелинейные волновые
возмущения – кноидальные волны. При умень-
шении амплитуды нелинейные волны переходят
в линейные гармонические волны, а при увеличе-
нии – в уединенные волны. Условия (29) соответ-
ствуют устойчивым динамическим состояниям.
При наличии диссипации колебания являются
затухающими и магнитная подсистема асимпто-
тически стремится к основному состоянию. Ко-
лебания квазичастиц с обратным знаком эффек-
тивной массы будут неустойчивыми, однако если

асимптотические значения  соответствуют
равным экстремумам, разделенным потенциаль-
ным барьером, имеет место топологическая
устойчивость (26). При наличии диссипации та-
кие топологические солитоны, которые в статике
определяют границу между “вакуумными” состо-
яниями, при движении замедляются без измене-
ния формы.

Динамическое состояние 2.2: . Характер
решения зависит от знака , он положителен при

  или  , и от-

рицателен при  

или 
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Динамическое состояние 2.2.1: . Имеется
два решения:

(30)

где   δ3 =

,  – характерная длина.
Соотношение (30) описывает сдвинутые на 
нелинейные МУВ поворота антиферромагнитно-
го вектора. Для полярных углов справедливы со-
отношения

(31)

Вектор  вращается вокруг оси  с колебаниям по
; экстремумам  соответствуют значения

Выражения для упругих деформаций имеют вид

(32)

Область существования рассматриваемых реше-
ний ограничена условиями

(33)

Квазичастица движется над барьерами и под ба-
рьерами при  и  соответственно.
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Динамическое состояние 2.2.2: . Имеется
два решения:

(34)

где ; ξ4 =

;  – характерная длина.
Формулы (34) описывают колебания с амплитудой

 по азимуту, колебания  относительно
плоскости базиса задаются соотношениями

(35)

где  F42 =

, .
Колебания типа 2.2.2 сдвинуты по фазе по от-

ношению к колебаниям типа 2.1, а сопровождаю-
щие их деформации равны

(36)

Наряду с (34) имеются решения

(37)

Выражения (37) описывают колебания относи-
тельно основного состояния с амплитудой

. При  нелинейные волны (37)
переходят в гармонические

(38)

Причем  когда
. Параметр

где  – амплитуда колебаний. При  или
 выражения (37) переходят в выражения

(39)
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Первое выражение в (39) описывает уединенную
МУВ с асимптотическими значениями . Поляр-
ные углы, соответствующие решению (37), равны

(40)

Максимальные значения  достигаются при 
и . Выражения для деформаций имеют вид

(41)

Область существования данных решений описы-
вается выражениями

(42)

Динамическое состояние 3: 

. В данном случае результат зависит от знака .
Динамическое состояние 3.1:  Имеется

два решения:

(43)

где  , 

Колебания (43) сдвинуты по фазе по отношению
к (37), значения полярных углов определяются
выражениями
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Деформации в МУВ описываются соотношениями

(45)

а область существования данных решений – вы-
ражениями

(46)

Динамическое состояние 3.2: . Имеется
два решения:
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МУВ. При  колебания локализуются вбли-
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Квазичастица движется вблизи максимума 
при  и вблизи минимума  при .

Диаграмма динамических состояний в безраз-

мерных координатах , где 

, для приведена на рис. 2. Ана-
логичная диаграмма для случая  получается
инверсией диаграммы, показанной на рис. 2 от-
носительно начала координат.

Каждое из описанных динамических состоя-
ний характеризуется определенной симметрией.
Так, в периодической нелинейной МУВ величи-
на  симметрична относительно плоскости ба-
зиса и ее среднее за период равно нулю, а в нели-
нейной МУВ поворота антиферромагнитного
вектора это среднее отличается от нуля. За пара-
метр порядка при фазовом переходе между этими
волнами можно принять минимальное по моду-
лю значение , которое для периодической вол-
ны равно нулю, а для волны поворота антиферро-

магнитного вектора пропорционально .
Наблюдаемая корневая зависимость параметра
порядка  является типичной для любых фазо-
вых переходов. Производная  при 
имеет особенность, аналогичную наблюдаемой у
восприимчивости в точке Кюри ферромагнети-
ков. Следовательно, описанную смену типа волн
можно рассматривать как динамический фазо-
вый переход.

4. ДИСПЕРСИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ 
МАГНИТОУПРУГИХ ВОЛН

Нелинейные МУВ выражаются через эллип-
тические функции, которые имеют периоды

 для  и  для , где – пол-
ный эллиптический интеграл 1-го рода. При

 интеграл  стремится к , а при 

возрастает, причем как .
Пространственный и временной периоды связа-
ны соотношением , где  для

 и  для ;  – характерный размер. С
учетом этого выражение для частоты волн типа
3.1 можно записать в виде

(51)

где  – эффективная
жесткость. Поскольку  зависит от модуля , а сам
модуль зависит от , выразить закон дисперсии в
явном виде невозможно. Поэтому будем рассмат-

эф
3u

* 0m < эф
3u * 0m >

1
*( *, )ue k 2* ,ue e k=

1 1 2
*
u u uk k k= 2 0uk >

2 0uk <

( )
1
+θ

( )
1m
+θ

( )1 22
11 − κ

( )
1m
+θ

( )
1m e+∂θ ∂ эф

3e u→

( )4K κ sn, cn ( )2K κ dn ( )K κ

0κ → ( )K κ 2π 1κ →

( ) ( )2ln 4 1K  κ → − κ 

T nKΛ = = δv 4n =
sn,cn 2n = dn δ

( ) ( )[ ] ( )1 2 1 2
2 1 2 * * * ,u uK e m r mω = π κ − κ − =v

( ) ( )2 2
2 1* 2u ur K k k e= π − −v

K κ
v

ривать  как параметр. Тогда для , где
 – волновое число, находим, что

(52)

где  – энергия активации,
,  – критиче-

ская эффективная константа анизотропии (в точ-
ке ОФП ),  –
магнитоупругая константа анизотропии,

 – параметр, определяю-

щий магнитоупругое расталкивание ветвей. Кон-
станта , определяющая энергию активации и
зависящая от амплитуды волны, в точке ОФП за-
висит только от магнитоупругой константы. Со-
отношение (52) описывает дисперсию связанных
спиновых волн и упругих поперечных волн. При

K k= ωv

2k = π Λ

( ) ( )
( ) ( ){ }

 ω = + + Ω ± 

 ± − + Ω + Ω 

2 2 2 2 2
, 1

1 222 2 2 2 2 2 2
1 1

1 2

1 4 ,

s t t e

t e t me

s k

s k k

v

v v

( ) ( )22
11e es K k aΩ = π

2e c bk k k e= + − ( )24 11 22ck k= − σ − σ

0ck = ( ) ( )( )2 2
6 66 1 12 114bk b b= λ + λ − λ

( ) ( )22
6 66 11

* 2me s K b b aΩ = π

ek

Рис. 2. Диаграмма динамических состояний в безраз-
мерных координатах  для : темные и
светлые точки обозначают квазичастицы с положи-
тельной и отрицательной эффективной массой соот-
ветственно, цифровые обозначения указывают тип
волн, существующих в данной области диаграммы.
Координаты точек  и  равны соответственно
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  модуль  и интеграл

  

  
 и (52) переходит в закон дис-

персии линейных волн. В области малых волновых
чисел дисперсия квазиспиновых и квазиупругих
волн описывается выражениями

(53)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для тетрагонального антиферромагнетика вы-
полнен теоретический анализ поведения нели-
нейных МУВ в окрестности ОФП между плос-
костной коллинеарной фазой и угловой фазой.
Установлено, что в рассматриваемом случае мо-
гут существовать семь различных динамических
состояний, обладающих определенной симмет-
рией. Переходы между этими состояниями могут
происходить при изменении параметров внешне-
го упругого воздействия.

Движение вектора антиферромагнетизма в по-
ле упругой волны можно уподобить движению
эффективной спиновой квазичастицы в периоди-
ческом кристаллографическом потенциале, мо-
дифицированном магнитоупругими статическим
и динамическим взаимодействиями. Динамиче-
ское состояние 1 при κ → 0 соответствует свобод-
ной классической частице, состояние 2.2.1 соот-
ветствует квантовой свободной квазичастице, ко-
торая движется выше максимумов потенциала,
но чувствует его изменения. Локализованная
спиновая квазичастица колеблется относительно
минимума периодического потенциала для эф-
фективной положительной массы и максимума
для эффективной отрицательной массы. Потен-
циалы с локальными минимумами (см. рис. 1 со-
стояния 2, 3) соответствуют двум энергетическим
уровням, поэтому в рассматриваемых случаях мо-
гут существовать эффекты, присущие двухуров-
невым квантовым системам [37], например, излу-
чение спиновых волн за счет упругой накачки.
Собственные нелинейные МУВ обладают осо-
бенностями по скорости, которые исчезают при
учете выхода вектора антиферромагнетизма из
плоскости базиса. Аналогичные динамические
магнитные фазовые переходы со спонтанным на-
рушением симметрии могут происходить в поли-
гармоническом световом поле [38].
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2,K → π ( )2 2 2
114 ,e es k aΩ → ( )2 2 2

114 ,e es k aΩ →
2 2

6 66 11
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2 2 2 2 2 2 2
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2 2 2 2 2
1

,

1 .

s e me e t

t t me e

s k

k
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