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ВВЕДЕНИЕ

Осесимметричные линзы из плавно неодно-
родного (градиентного) диэлектрика с зависимо-
стью коэффициента преломления от радиальной
координаты используются как в оптическом, так
и в радиодиапазоне электромагнитных волн и об-
ладают дополнительной степенью свободы по
сравнению с линзами из однородного диэлектрика.
Исследование аберрационных свойств таких линз
усложняется из-за криволинейных траекторий
лучей. Классическая (оптическая) теория аберра-
ций таких линз описывает области фокусировки
лучей в виде разложения по степеням угла зрения
и апертуры линзы [1]. В работах [2–4] развита но-
вая теория аберраций для однородных диэлек-
трических линз с использованием разложения
эйконала по одному параметру – величине сме-
щения источника. В работах [5, 6] эта теория
обобщается для линз с цилиндрической симмет-
рией и градиентом диэлектрической проницае-
мости вдоль декартовой координаты. В данной
работе эта теория развивается для градиентных
линз с осевой симметрией.

Рассмотрим осесимметричную диэлектриче-
скую линзу с коэффициентом преломления n, зави-
сящим от расстояния от оси линзы. Продольное и
поперечное сечение линзы показано на рис. 1а, 1б.

При расположении источника в фокусе О на
оси системы (оси z) на выходной поверхности
линзы формируется плоский фронт. Предполо-
жим, что через любую точку В на выходной поверх-
ности линзы проходит только один луч, выходящий

из источника под углом α к оси системы, т.е. обес-
печивается взаимно-однозначное соответствие
между углом α и расстоянием от оси системы до
точки В, которое описывается функцией отобра-
жения:

(1)

Луч, выходящий из источника, лежит в плоско-
сти, проходящей через ось линзы в плоскости xOz
(см. рис. 1а), и его уравнение имеет вид

(2)

где а1 – параметр луча.
Пусть точка О1 с координатами (–δR, 0, –δZ) –

положение смещенного источника (см. рис. 1б).
Предположим, что при смещении источника в точ-
ку О1 взаимно-однозначное соответствие множе-
ства точек выходной апертуры множеству выхо-
дящих из О1 лучей сохраняется. При этом всегда
существует луч, соединяющий точку О1 и точку В.

Выберем систему координат  с центром в
фокусе О так, чтобы точка В имела координаты
(x2, 0, z2). Тогда другие точки будут иметь коорди-
наты P(x1, 0, z1), (x1 + Δx, Δy, z1 + Δz), O1(–δХ, –δY,
–δZ), O(0, 0, 0). При этом z2 = F(x2), z1 = f(х1), где
z = F(x) и z = f(x) – уравнения образующих по-
верхности линзы соответственно, δХ = δRcosϕ,
δY = –δRsinϕ .
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Уравнение луча, соединяющего точки В и 
имеет вид [7]

(3)

(4)

где  
   

 ( ) – лучевые параметры возмущенного
луча, (а1, 0) – лучевые параметры невозмущенного
луча, k1, k2 – неизвестные пока коэффициенты.
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Эйконал луча, соединяющего точки О1 и В,
имеет вид

(5)

Отметим, что в выбранной системе координат не-
возмущенный луч (т.е. луч при Δх = Δу = 0) лежит
в плоскости хОz, и из уравнения (3) следует:

(6)

где точка Р имеет координаты (x1, 0, z1), а точка
В – (x2, 0, z2).

Для нахождения неизвестного параметра k1
разложим выражение (3) в ряд по Δх в точке х1 при
условии, что Δу = 0, и ограничимся членами пер-
вого порядка малости:

Приравнивая сумму членов при Δх к 0 и учитывая
соотношение (6), получим уравнение

из которого находим

(7)

где  

С одной стороны, из выражения (4) можно по-
лучить

(8)

С другой –

Следовательно,

(9)

Сравнивая (8) и (9), находим

(10)
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Рис. 1. Геометрия лучей в линзе: а – продольное сече-
ние, б – поперечное сечение.
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Представим эйконал (5) в виде ряда по степеням
Δх и Δу. Для этого запишем его в виде

где    и
продифференцируем:

Используя соотношение  а так-
же выражение (7) для k1, можно получить

Нетрудно получить

Продифференцируем J1, J2, J3 по Δу:

(была использована формула (10) для k2),

Используя соотношение, выражающее закон
преломления невозмущенного луча в точке Р:

можно найти

Тогда можно записать

Раскроем также  в выражении (5):

Окончательно получаем выражение для эйко-
нала (5):

(11)
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Из принципа Ферма следует, что эйконал на ис-
тинной траектории достигает минимума и, следо-
вательно, удовлетворяются уравнения:

из которых можно найти неизвестные Δх и Δу:

После подстановки полученных Δх, Δу в выраже-
ние для эйконала (11), получаем

В исходной системе координат, в которой точка В
имеет координаты (Rcosϕ, Rsinϕ, z2), формула для
эйконала будет иметь вид:

(12)

Полученная формула имеет особенность при R = 0
и в силу этого теряет точность в малой окрестно-
сти оси. В окрестности 0 закон изменения коэф-
фициента преломления можно считать квадра-
тичным:

Тогда интеграл, входящий в (7), можно предста-
вить в виде

(13)

где

В заданном законе отображения (1) r= x2, а угол α
можно выразить через х1, используя соотношения

Закон отображения x2 = r(α) можно привести
к виду

где  а fe – коэффициент разложения
r(α) = feα + pα3+….

Используя соотношения  и
 лучевой параметр

можно представить в виде

Теперь интеграл (13) можно записать в виде

(14)

f2, f4, ψ2 – коэффициенты разложений поверхно-
стей линзы (см. рис. 1а)

С учетом найденного k1 (14) выражение для 
можно привести к виду
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Теперь раскроем особенность в члене с k2. Из
формулы (10) следует:

Используя зависимости х2 и р от х1 и оставляя члены
не выше второго порядка по х1, можно получить
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Формулу для эйконала луча в точке В теперь мож-
но записать в виде

(15)

где

Если положить x1 = 0, то выведенная формула (15)
будет иметь вид

(16)

На рис. 2–5 приведены результаты исследова-
ния точности полученных формул – графики раз-
ностей точного геометрооптического значения
эйконала и найденного по приближенным фор-
мулам (12) и (16) эйконала при смещении источни-
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Рис. 2. Ошибка вычисления эйконала на выходной
поверхности линзы с параметрами: f0 = 0.7, d0 = 0.8,
fе = 1.1, n0 = 1.6, c2 = 1.5, а – меридиональная плос-
кость, б – сагиттальная плоскость; кривая 1 соответ-
ствует формуле (12), кривая 2 – формуле (16).
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Рис. 3. Ошибка вычисления эйконала на выходной
поверхности линзы с параметрами: f0 = 0.7, d0 = 0.8,
fе = 1.1, n0 = 1.6, c2 = 0.5; а – меридиональная плос-
кость, б – сагиттальная плоскость; кривая 1 соответ-
ствует формуле (12), кривая 2 – формуле (16).
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Рис. 4. Ошибка вычисления эйконала на выходной
поверхности линзы с параметрами: f0 = 1, d0 = 0.5, fе =
= 1.3, n0 = 1.6, c2 = 1.5; а – меридиональная плоскость,
б – сагиттальная плоскость; кривая 1 соответствует
формуле (12), кривая 2 – формуле (16).
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Рис. 5. Ошибка вычисления эйконала на выходной
поверхности линзы с параметрами: f0 = 1, d0 = 0.5, fе =
= 1.3, n0 = 1.6, c2 = 1.5, с4 = –1.5; а – меридиональная
плоскость, б – сагиттальная плоскость; кривая 1 со-
ответствует формуле (12), кривая 2 – формуле (16).
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Рис. 6. Аберрация эйконала в меридиональной плос-
кости на выходной поверхности линзы с параметра-
ми: f0 = 0.7, d0 = 0.8, fе = 1.1, n0 = 1.6, c2 = 1.5.
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ка из фокуса для двух апланатических линз с коор-
динатами смещенного источника (–0.2, 0.01). На
рис. 6, 7 приведены графики аберрации эйкона-
ла, посчитанные строгим геометро-оптическим

методом, т.е. графики эйконала после вычета
линейной составляющей для обоих линз. Все ве-
личины на графиках нормированы на диаметр
апертуры линз.

Рис. 7. Аберрация эйконала в меридиональной плос-
кости на выходной поверхности линзы с параметра-
ми: f0 = 1, d0 = 0.5, fе = 1.3, n0 = 1.6, c2 = 1.5.
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Из сравнения рис. 6, 7 с рис. 2–5 видно, что ве-
личина аберрации в меридиональной плоскости
для линзы с f0 = 0.7 примерно в 30 раз больше
ошибки формулы (16), и в 140 раз больше ошибки
формулы (12); для линзы с f0 = 1 величина аберра-
ции в меридиональной плоскости примерно в
50 раз больше ошибки по формулам (12) и (16) даже
без учета линейной составляющей, которая не
влияет на величину аберраций. Это позволяет ис-
пользовать приближенные формулы для исследо-
вания аберраций в градиентных линзах.

ФИНАНСИРОВАНИЕ РАБОТЫ

Работа выполнена за счет бюджетного финансиро-
вания в рамках государственного задания по теме
0030-2019-006.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Marchand E.W. Gradient Index Optics. N.Y.: Academic
Press, Inc., 1978.

2. Венецкий А.С., Калошин В.А. // ДАН. 2015. Т. 463.
№ 5. С. 533.

3. Венецкий А.С., Калошин В.А. // РЭ. 2017. Т. 62. № 6.
С. 533.

4. Венецкий А.С., Калошин В.А. // РЭ. 2018. Т. 63. № 2.
С. 144.

5. Венецкий А.С. // Журн. радиоэлектроники. 2018.
№ 8. http://jre.cplire.ru/jre/aug18/7/text.pdf.

6. Венецкий А.С., Калошин В.А. // РЭ. 2020. Т. 65. № 9.
С. 872.

7. Кравцов Ю.А., Орлов Ю.И. Геометрическая оптика
неоднородных сред. М.: Наука, 1980.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


