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На основе метода диаграммных уравнений и метода малых возмущений предложена методика рас-
чета усредненной диаграммы рассеяния на группе одинаковых бесконечных идеально отражающих ци-
линдров, имеющих случайные координаты и случайную ориентацию. Задача решена в предположении,
что размеры сечений рассеивателей малы по сравнению с длиной волны и средним расстоянием между
телами. Предполагается также, что среднеквадратическое отклонение координат рассеивателей мало по
сравнению с длиной волны. Для тестирования метода произведено сравнение результатов расчета, по-
лученных при помощи метода малых возмущений, с результатами, полученными при помощи непо-
средственного усреднения диаграммы рассеяния, для небольшого числа тел.
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ВВЕДЕНИЕ

В литературе имеется большое количество
публикаций, посвященных дифракции волн в
случайно-неоднородных средах [1–4]. В данной
работе исследуется двумерная задача дифракции
волн на нескольких одинаковых рассеивателях в
виде бесконечных цилиндров произвольного се-
чения, которые имеют случайные координаты и
случайные углы поворота. Предполагается, что
размеры сечений тел малы по сравнению с дли-
ной волны и средним расстоянием между телами.
Для решения задачи использован метод диа-
граммных уравнений (МДУ), который разрабо-
тан ранее [5–7] и затем применялся к решению
задач рассеяния волн одиночным телом [5], пери-
одической решеткой [6], группой тел [7] и другим
задачам. Преимуществом этого метода является
то, что исходная задача дифракции сводится к на-
хождению диаграммы рассеяния волнового поля,
а не к поиску токов на поверхности рассеивате-
лей, как, например, в методе токовых интеграль-
ных уравнений [5–8], что позволяет получать бо-
лее быстродействующие и более устойчивые ал-
горитмы.

Рассматриваемая задача дифракции решалась
при помощи МДУ в так называемом одномодо-
вом приближении [7, 9]. В такой формулировке
задача может быть сведена к решению алгебраи-
ческой системы относительно диаграмм рассея-
ния каждого тела, которые в данном приближе-
нии (точнее, в случае малости размеров сечения
тела по сравнению с длиной волны) не зависят от
угла наблюдения. При условии, что размеры се-
чений тел малы, удается аналитически произве-
сти усреднение диаграммы рассеяния по углам
ориентации тел, которые предполагаются неза-
висимыми в совокупности случайными величи-
нами (не зависящими от координат центров тел).
При этом задача сводится к решению алгебраиче-
ской системы, матрица которой и правая часть
аналогичны матрице и правой части, соответ-
ствующим случаю дифракции на группе круговых
рассеивателей с некоторым множителем, учиты-
вающим форму тел.

Отметим, что даже в указанном одномодовом
приближении усреднение диаграммы рассеяния
по координатам центров тел с помощью непо-
средственного решения возникающей алгебраи-
ческой системы относительно парциальных диа-
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грамм, является трудно осуществимой задачей
из-за очень большого объема требуемых вычисле-
ний. Например, при усреднении диаграммы
группы из десяти тел потребовалось бы вычисле-
ние двадцатикратных интегралов (без учета
усреднения по углам ориентации тел). Поэтому
приходится делать дополнительное предположе-
ние относительно малости отклонений коорди-
нат центров тел от их средних значений. Для
усреднения диаграммы рассеяния группы тел по
координатам центров тел применялся метод ма-
лых возмущений (ММВ), аналогичный методу,
изложенному в монографии [10]. С использова-
нием указанного метода удается получить усред-
ненную диаграмму рассеяния с точностью до вто-
рого порядка относительно малого параметра ,
где  – волновое число, а  – среднеквадратиче-
ское отклонение координат центров тел от их
средних значений. При таком подходе удается до-
биться высокой скорости вычислений.

1. ВЫВОД ОСНОВНЫХ СООТНОШЕНИЙ

Рассмотрим математическую постановку задачи.
Пусть имеется группа из N случайно расположен-
ных одинаковых бесконечно длинных цилиндров
произвольного сечения, образующие которых па-
раллельны оси z (см. рис. 1). Предположим, что
электромагнитное поле имеет только одну составля-
ющую, параллельную этой оси: . Будем
считать, что на контурах, ограничивающих сече-
ния тел, поле удовлетворяет однородному усло-
вию Дирихле:

(1)

где  – контур, ограничивающий сечение j-го те-
ла. При этом координаты “центров”  рас-
сеивателей являются независимыми случайными
величинами, которые распределены по усеченно-
му нормальному закону [4]

(2)

где . Величины  определяются из
условия нормировки. В дальнейшем будем счи-
тать, что  и значения величин  таковы,

что границы группы тел расположены “далеко”
от точек с координатами . В результате за-
кон распределения (2) будет близок к нормально-
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Рис. 1. Геометрия задачи.
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му закону и , .
Предположим также, что контуры  повернуты
на случайные углы , распределенные равно-
мерно на интервале , которые независимы
между собой и независимы от координат .
Таким образом, в полярной системе координат,
связанной с j-м телом, уравнение контура цилин-
дра имеет вид

(3)

где вид функции  не зависит от номера тела и
 не является случайной величиной. В каче-

стве первичного поля рассмотрим плоскую волну

(4)

где  – угол падения волны,  – волновое число.
В соответствии с МДУ запишем полное поле

вне рассматриваемых цилиндрических тел в виде

(5)

где  – поле, рассеянное j-м телом. При этом рас-

сеянные поля  могут быть представлены в виде
[5, 8]

(6)

Парциальная диаграмма j-го тела имеет вид [5, 8]

(7)

где

(8)

Подставив далее формулы (5) и (6) в соотноше-
ния (8), c учетом (7) получим следующую алгебра-
ическую систему относительно коэффициентов
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где

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

В формулах (10)–(15)  – расстояние между рас-
сеивателями с номерами j и l,  – полярный угол
в l -й системе координат начала координат j-го те-
ла,  – символ Кронекера.

В предположении, что все тела имеют малое
сечение по сравнению с длиной волны, можно
считать, что парциальные диаграммы не зависят
от угла наблюдения, т.е. [7, 9]

(16)

Действительно, если, например, рассматривается
задача дифракции на тонком круговом бесконеч-
ном цилиндре радиусом a ( ), то, как хоро-
шо известно, диаграмма рассеяния имеет вид

(17)

где .
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довое приближение позволяет моделировать ха-
рактеристики рассеяния тел (в том числе с учетом
взаимодействия между ними) с приемлемой точ-
ностью при характерных размерах рассеивателя
до  [8, 9]. Более жесткие ограничения на
размеры рассеивателя накладывает ММВ [10].
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Итак, рассмотрим решение задачи в одномо-
довом приближении. В результате система (9)
примет вид

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

Здесь мы учли, что выполняется равенство (3),
т.е. контуры всех тел отличаются поворотом на
некоторый угол. Далее при условии  (  –
характерный радиус сечения тел в группе) имеем

(23)
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Для нахождения усредненной диаграммы запи-
шем систему (24) в матричной форме:

(26)

где     Усредним
вначале искомую диаграмму рассеяния по углам
ориентации тел . Для этого применим метод
итераций к системе (26). В результате получим
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остальные члены  большими значениями индек-
са p будут иметь еще больший порядок малости.
Очевидно, что в последующих суммах аналогичные
слагаемые также будут малы. Поэтому, пренебрегая
этими величинами в формуле (30), получим

(31)

Нетрудно видеть, что усредненная диаграмма по-
лучается подстановкой в формулу (28) коэффи-
циентов , удовлетворяющих алгебраической си-
стеме вида (24), в которой

(32)
Здесь мы не стали вводить новые обозначения для
усредненных по углам ориентации коэффициен-
тов , матричных элементов и правых частей. В
полученной системе случайными являются вели-
чины  и , которые зависят от координат цен-
тров тел.

Рассмотрим теперь вопрос об усреднении диа-
граммы рассеяния по координатам центров тел.
Предположим, что выполняются два условия. Во-
первых, размер сечений тел  в группе мал по
сравнению с длиной волны и, во-вторых, ,
т.е. величина среднего отклонения координат
центров тел мала по сравнению с длиной волны.
Предположим также, что . Для нахождения
средней диаграммы применим подход, основан-
ный на методе малых возмущений. Этот метод
близок к методу возмущений, разработанному в
монографии [10] применительно к задаче ди-
фракции на статистически неровной поверхно-
сти. Будем вновь исходить из матричной записи
(26) алгебраической системы вида (24) для усред-
ненных по углам ориентации тел коэффициентов

. Разложим следующие величины по степеням
малого параметра  до второго порядка включи-
тельно:

(33)

где  При этом первые слагаемые

 берутся при   и
т.д. Вторые и третьи слагаемые в формуле (33) по-
лучаются с помощью разложения величин  и
κ в ряд Тейлора по координатам  в
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окрестности   и т.д., до чле-
нов второго порядка.

Подставим далее первые три выражения в
формуле (33) в систему вида (26) относительно
усредненных по углам ориентации тел коэффи-
циентов  и приравняем в полученном равенстве
величины одинаковых порядков. В результате по-
лучим

(34)

Далее заменим во втором и третьем уравнении
в (34) величину  на величину .
При этом мы допускаем погрешность порядка

 и  соответственно. Отметим, что мы не-
явно предполагаем, что средние от величин пер-
вого порядка малости равны нулю. Это будет со-
блюдаться, например, при условии, что коорди-
наты тел распределены по нормальному закону
или близкому к нему (см. Введение). Усредняя
первое и третье уравнения в формуле (34) по ко-
ординатам и складывая полученные равенства,
найдем

(35)

(36)

где мы обозначили

(37)

В последней формуле через  обозначена еди-
ничная матрица. Подставим далее равенство (36)
в формулу (35). В результате получим алгебраиче-
скую систему для вектора усредненных коэффи-
циентов диаграммы

(38)

в которой

(39)

(40)

Таким образом, матрица этой системы и ее пра-
вая часть не случайны, что позволяет легко найти
усредненную диаграмму с точностью до величин
второго порядка малости относительно . Дей-
ствительно, для усредненной диаграммы имеем
(см. формулу (28)):

(41)
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где , T – операция транспониро-
вания. Отметим, что в формуле (41) мы использо-
вали приближенное равенство

(42)
При такой замене левой части в формуле (42) мы
делаем ошибку порядка . Аналогично, в си-
лу того что мы заменили в формулах (34)  на
величину , также допускаем погрешность по-
рядка в формуле (42). Таким образом, фор-
мулы (38)–(41) дают решение рассматриваемой
задачи с точностью до второго порядка малости
по параметру .

Отметим, что поскольку закон распределения
координат центров тел близок к нормальному за-
кону, а также из определения величин 
и т.д. вытекает, что все средние величины, входя-
щие в формулы (38)–(41) линейно выражаются
через дисперсии  координат , кото-

рые приближенно равны . Мы не приводим
здесь соответствующие формулы. В результате
при расчете усредненной диаграммы по форму-
лам (38)–(41) не требуется вычислять многократ-
ные интегралы, которые возникали бы при непо-
средственном усреднении диаграммы рассеяния,
с использованием строгого решения системы (9)
или (18). Поэтому скорость вычисления усред-
ненной диаграммы, очевидно, будет существенно
выше, при применении рассматриваемого подхода.

2. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Рассмотрим результаты численного моделиро-

вания. На рис. 2 изображены угловые зависимости
модуля усредненной диаграммы рассеяния, полу-
ченные при помощи непосредственного решения
алгебраической системы (9) и при помощи ММВ,
изложенного выше. Рассматривалась дифракция на
группе из трех случайно расположенных круговых
цилиндров радиусом . Максимальные раз-
меры “облака” составляли . Пара-
метр . Средние значения координат

 центров тел были выбраны так, чтобы
цилиндры образовали равносторонний треуголь-
ник, а именно   

 . Штриховой кривой
на рисунке изображена угловая зависимость “не-
возмущенной” диаграммы рассеяния, которая со-
ответствует дифракции на группе цилиндров, име-
ющих неслучайные координаты, равные средним
значениям . Отметим, что усреднение
диаграммы производилось непосредственно при
помощи решения алгебраической системы (9),
причем мы брали максимально три первых члена

(0) (2)= +κ κ κ

+ + ≈(0) (2) (0) (2)( ) ( ) .T Ta a aκ κ κ

4( )kσ
(0)a

a
4( )kσ

kσ

(1) (1),jl jQ b

2 2,xj yjσ σ 0 0,j jx y
2σ

0.1ka =
1 22 2 10kL kL= =

0.25kσ =
0 0( , )j jx y

01 2.5,kx = − 02 0,kx = 03 2.5,kx =
01 03 0,ky ky= = 02 5 3 2ky =

0 0( , )j jx y

в разложении парциальной диаграммы (7). Как
видно из рисунков, результаты усреднения диа-
граммы с использованием точного решения си-
стемы (9) и ММВ практически совпадают.

На рис. 3 представлены угловые зависимости
модуля усредненной диаграммы рассеяния для “об-
лака”, образованного тремя случайно расположен-
ными эллиптическими цилиндрами с полуосями

. Остальные параметры задачи
были такие же, как и для рис. 2. Штриховой кривой
на рисунке изображена зависимость “невозму-
щенной” диаграммы , усредненной по уг-
лам ориентации тел (при этом координаты цен-
тров тел выбирались равными ). В рас-
сматриваемом случае усреднение диаграммы по
координатам центров тел и по углам ориентации

0.1, 0.05ka kb= =

( )g αϕ

0 0( , )j jx y

Рис. 2. Угловая зависимость усредненной диаграммы
рассеяния группы из трех круговых цилиндров для
двух углов падения  (а) и (б): 1– стро-
гое решение задачи, 2 – метод на основе ММВ, 3 – за-
висимость “невозмущенной” диаграммы.
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вновь осуществлялось непосредственно при по-
мощи решения алгебраической системы (9), при-
чем для усреднения диаграммы требовалось вы-
числение девятикратных интегралов. Как видно
из приведенных рисунков, имеется хорошая точ-
ность при использовании ММВ как в случае
“осевого” падения (при ), так и в случае
падения плоской волны перпендикулярно оси
симметрии указанного выше треугольника.

На рис. 4 показаны угловые зависимости мо-
дуля усредненной диаграммы рассеяния для
группы из четырех случайно расположенных кру-
говых (радиуса ), а на рис. 5 – эллиптиче-
ских цилиндров (с полуосями ).
Максимальные размеры “облака” составляли

, параметр . Средние

0 90ϕ = °

0.1ka =
0.1, 0.05ka kb= =

1 22 2 10kL kL= = 0.25kσ =

значения координат центров тел были равны
  
  = . Сплошная

кривая иллюстрирует поведение усредненной
диаграммы, полученной в одномодовом прибли-
жении с помощью непосредственного усредне-
ния решения системы (18). Штриховой кривой на
рисунке изображена угловая зависимость “невоз-
мущенной” диаграммы рассеяния (полученной
также в одномодовом приближении), которая соот-
ветствует дифракции на группе цилиндров, имею-
щих неслучайные координаты, равные средним
значениям . В силу большого объема вы-
числений мы не сравнивали решение, получен-

01 03 2.5,kx kx= = − 02 04 2.5,kx kx= = 01ky =
0 2 2 .5,k y= = − 03ky 04 2.5ky =

0 0( , )j jx y

Рис. 3. Угловая зависимость усредненной диаграммы
рассеяния группы из трех эллиптических цилиндров
для двух углов падения  (а) и (б): 1 –
строгое решение задачи, 2 – метод на основе ММВ,
3 – зависимость “невозмущенной” диаграммы .
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Рис. 4. Угловая зависимость усредненной диаграммы
рассеяния группы из четырех круговых цилиндров
для двух углов падения  (а) и  (б): 1 –
решение задачи, основанное на использовании си-
стемы (18), 2 – метод на основе ММВ, 3 – зависи-
мость “невозмущенной” диаграммы. Одномодовое
приближение.
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ное с использованием ММВ, и точное решение
исходной системы (9), а ограничились одномодо-
вым приближением. Как видно, кривые 1 и 2
практически совпадают.

Рассмотрим результаты расчетов для большего
количества тел в “облаке”. В связи с тем, что для
большого количества тел практически невозмож-
но непосредственное усреднение диаграммы рас-
сеяния (как решение систем (9) или (18)), мы
сравнили реализацию диаграммы рассеяния для
некоторого фиксированного набора значений
координат центров тел в группе. На рис. 6 приве-
дены угловые зависимости модуля диаграммы
рассеяния группы из 16 круговых цилиндров ра-
диусом , полученные с использованием
ММВ и решением алгебраической системы (9)

0.1ka =

(учитывали три первых члена в разложении пар-
циальной диаграммы (7)). Максимальные разме-
ры “облака” составляли . Коор-
динаты центров тел были выбраны равными

(43)

(44)

где . Угол падения плоской волны
. Заметим, что, так как в данном случае

рассматривается не усредненная диаграмма, для
применения ММВ необходимо изменить алго-
ритм решения задачи. А именно мы исходим
вновь из формул (34). Однако теперь применяем
“стандартный” ММВ, решая сначала систему из
первого равенства в (34), т.е.

(45) (45)
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Рис. 5. Угловая зависимость усредненной диаграммы
рассеяния группы из четырех эллиптических цилин-
дров для двух углов падения  (а) и  (б):
1 – решение задачи, основанное на использовании
системы (18), 2 – метод на основе ММВ, 3 – зависи-
мость “невозмущенной” диаграммы. Одномодовое
приближение.
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Рис. 6. Угловая зависимость диаграммы рассеяния
группы из 16 круговых цилиндров: 1 –метод на осно-
ве ММВ, 2 – строгое решение задачи.
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Затем подставляем это решение в следующую
формулу в (34), откуда

(46)
Наконец из третьего уравнения получим

(47)

При таком подходе получаем диаграмму, по край-
ней мере, с ошибкой порядка . Учитывая,
что число тел в группе достаточно велико, ошиб-
ка может иметь большие значения. Рисунок 6 ил-
люстрирует это утверждение. Однако при усред-
нении диаграммы ошибка должна быть суще-
ственно меньше, что показывают рис. 2–5.

На рис. 7 приведены угловые зависимости мо-
дуля усредненной диаграммы группы из 16 круго-
вых цилиндров, описанной выше. При этом сред-
ние значения координат центров тел получаются
из формул (43) и (44) при . Штриховой кри-
вой показана зависимость модуля “невозмущен-

(1) (1) (1) (0) (1) (1) (0).= + = +a Lb LQ a Lb LQ Lb

(2) (2) (1) (1) (2) (0)
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= + + =
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a Lb LQ a LQ a

LQ Lb Lb LQ LQ Lb LQ Lb

3( )kσ

0σ =

ной” диаграммы рассеяния, т.е. для значений ко-
ординат центров тел, равных средним значениям

.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На основе одномодового приближения в рам-

ках МДУ разработан подход для нахождения
усредненной диаграммы рассеяния группы одина-
ковых идеально проводящих цилиндров произ-
вольного сечения. Произведено усреднение диа-
граммы как по углам, на которые повернуты кон-
туры сечений тел, так и по координатам центров
цилиндров. Показана хорошая точность нахожде-
ния диаграммы на примере дифракции на группе
из трех и четырех круговых и эллиптических ци-
линдров, имеющих случайную ориентацию и слу-
чайные координаты. Проведено сравнение “реали-
зации” диаграммы для группы из 16 круговых ци-
линдров, полученной при помощи ММВ, с
решением задачи, основанным на точном решении
соответствующей алгебраической системы. Пока-
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Рис. 7. Угловая зависимость усредненной диаграммы рассеяния группы из 16 круговых цилиндров для двух углов па-
дения  (а) и  (б): 1 –метод на основе ММВ, 2 – зависимость “невозмущенной” диаграммы.
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зана удовлетворительная точность поученных ре-
зультатов. Приведены угловые зависимости модуля
усредненной диаграммы рассеяния для группы из
16 случайно расположенных круговых цилиндров.
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