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На основе модификации алгоритма определения полиномов-сомножителей hсi(x) проверочного
полинома hГМВП(x), являющегося главной составляющей метода синтеза последовательностей Гор-
дона–Миллса–Велча (ГМВП), разработана программная реализация алгоритма формирования
сверхдлинных последовательностей ГМВП, обладающих двухуровневой периодической автокорре-
ляционной функцией, высокой структурной скрытностью и формируемых над конечным полем с
двойным расширением GF(2S) = GF[(2m)n]. В модифицированном алгоритме для различных значе-
ний параметра n определены выражения для числа операций при вычислении вектора альтернатив,
из которого формируется вектор индексов децимации. Данные выражения также выступают в каче-
стве верхних граничных оценок для числа суммируемых последовательностей. Для формирования
сверхдлинных ГМВП с периодами от N = 212 – 1 = 4095 до N = 220 – 1 = 1048575 получены наборы
векторов индексов децимации для допустимых значений параметров m и n.

DOI: 10.31857/S0033849421030189

В современных системах передачи цифровой ин-
формации (СПЦИ), включающих системы связи и
управления, системы навигации и радиолокации,
широкое применение получили сигналы с рас-
ширенным спектром (СРС), формируемые на
основе псевдослучайных последовательностей
(ПСП) [1–4]. В качестве ПСП используются по-
следовательности, обладающие как хорошими кор-
реляционными свойствами, так и высокой струк-
турной скрытностью, одним из показателей кото-
рой является эквивалентная линейная сложность
(ЭЛС).

Выбор ЭЛС в качестве показателя для оценки
структурной скрытности последовательностей
Гордона–Миллса–Велча (ГМВП) определяется
тем, что сравнение осуществляется с М-последо-
вательностями (МП), которые обладают анало-
гичными автокорреляционными свойствами, но
характеризуются меньшей линейной сложно-
стью. Использование других показателей, напри-
мер эквивалентной квадратичной сложности, це-
лесообразно при сравнении с нелинейными
ПСП, такими как последовательности де Брейна,
двоичные последовательности на основе бент-

функций, составные нелинейные ПСП [1, 5, 6].
Показатель сложности по Лемпелю-Зиву, впер-
вые предложенный в [7], определяется на основе
учета повторяющихся сегментов в последователь-
ности и является основой для таких алгоритмов
последовательного сжатия как LZ77, LZSS, LZW.

М-последовательности получили большое
распространение в СПЦИ благодаря прежде все-
го их корреляционным свойствам, а также доста-
точно простому алгоритму формирования как са-
мих последовательностей, так и синтезируемых
на их основе производных последовательностей,
таких как последовательности Голда, малого и
большого множеств Касами и др. [8–11]. Напри-
мер, в навигационной системе ГЛОНАСС в спе-
циальном режиме используются укороченные
ПСП на основе МП с периодом N = 214 – 1, а в си-
стеме GPS МП с периодами N = 214 – 1 в режиме
общего доступа и с периодом N > 242 в специаль-
ном режиме [12, 13].

Однако МП обладают недостаточной линей-
ной сложностью. Среди последовательностей,
обладающих наряду с МП двухуровневой ПАКФ,
можно выделить ГМВП, которые имеют более
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высокую структурную скрытность по сравнению
с МП [14, 15]. Например, для периода N = 26 – 1
выигрыш составляет два раза, а для периода N =
= 220 – 1 – уже 256 раз [14, 16].

Алгоритмы формирования сверхдлинных
ГМВП, которые обладали бы достаточно низ-
кой вычислительной сложностью, в известной
нам литературе отсутствуют. Решение данной
задачи может быть реализовано на основе метода
формирования ГМВП, разработанного в [17].

Цель статьи – разработка алгоритма формирова-
ния сверхдлинных ГМВП на основе модификации
алгоритма определения полиномов-сомножите-
лей hсi(x) проверочного полинома hГМВП(x).

Алгоритм формирования сверхдлинных ГМВП в
качестве одного из шагов включает алгоритм опре-
деления полиномов-сомножителей hсi(x) провероч-
ного полинома ГМВП hГМВП(x).

Научная новизна состоит в модификации ал-
горитма определения полиномов-сомножителей
hсi(x), рассмотренного в [17]. Модификация за-
ключается в том, что при вычислении полиномов
hсi(x) используется только один элемент βr из цик-
лотомического класса, принадлежащий подполю
GF(2m). При этом наряду с перечнем полиномов
hсi(x) для программной реализации алгоритма
формирования сверхдлинных ГМВП применяет-
ся понятие вектора индексов децимации Аm,n,r,
который необходим для синтеза суммируемых
последовательностей, получаемых путем децима-
ции символов базисной МП.

Формирование двоичных ГМВП с периодом
N = 2mn – 1 осуществляется над конечными поля-
ми с двойным расширением GF[(2m)n] = GF(2S),
S = mn. Символы di ГМВП определяются выраже-
нием [2, 15]

(1)

где tra,b(⋅) – след элемента из поля GF(2a) в поле
GF(2b); α ∈ GF[(2m)n] – примитивный элемент; r –
натуральное число, взаимно простое с порядком
мультипликативной группы поля GF(2m), равным
2m – 1.

ЭЛС двоичных ГМВП определяется выраже-
нием [15, 17]

(2)
где g(r) – количество единиц в двоичном пред-
ставлении числа r в (1).

В алгоритме определения полиномов-сомно-
жителей hсi(x) проверочного полинома ГМВП, раз-
работанного в [17], при вычислении полиномов, из
которых производился выбор сомножителей hci(x),
использовались все элементы циклотомического
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класса для элемента βr = (trmn,m(αi))r, принадлежаще-
го подполю GF(2m), имеющие нечетные показатели
степени. Кроме того, при каждой реализации алго-
ритма число операций заранее не было известно и
определялось в зависимости от значения ЭЛС.

В модифицированном алгоритме при вычис-
лениях в полях GF[(2m)n] и GF(2m) используется толь-
ко параметр r в выражении (1). Вместо термина
“вектор сомножителей” используется термин “век-
тор индексов децимации Аm,n,r”. Данный вектор
вычисляется на основе вектора альтернатив Bm,n,r,
который определяется на начальных шагах алго-
ритма. При этом число операций T, необходимых
для определения вектора альтернатив, определя-
ется соотношением параметров m и n. Анализ ре-
зультатов вычислений, полученных в соответ-
ствии с исходным алгоритмом, показал, что все
индексы децимации, являющиеся компонентами
вектора индексов децимации, могут быть опреде-
лены путем прибавления к параметру r значений
вспомогательного параметра ki [17]

(3)
Число операций T для различных значений пара-
метра n определяется путем деления порядка муль-
типликативной группы поля GF[(2m)n] на удвоенное
значение параметра k1 с учетом того, что искомые
индексы децимации расположены в первой поло-
вине мультипликативной группы. Выражение
для числа операций T имеет вид

(4)

Например, в поле GF[(2m)n] = GF(212) число опера-
ций определяется следующим образом:

при m = 6, n = 2: T = 2m – 2 = 16;
при m = 4, n = 3: T = 22m – 2 + 2m – 2 = 68;
при m = 3, n = 4: T = (22m + 1)(2m + 1)/4 = 146.25 ≈

≈ 146.
В результате вычислений получаем (T + 1) чисел
(с учетом значения r при i = 0), которые являются
компонентами вектора альтернатив Bm,n,r и кото-
рые включают все компоненты вектора индексов
децимации Аm,n,r. Для выбора компонент вектора
альтернатив Bm,n,r, являющихся одновременно ком-
понентами вектора Аm,n,r, требуется представить чис-
ла в двоичной системе счисления, выбрать те из них,
которые удовлетворяют функции g(r), и определить
минимальные элементы в соответствующих цик-
лотомических классах.

Таким образом, параметр T можно рассматри-
вать как верхнюю границу числа суммируемых
последовательностей при формировании ГМВП.
Для значений параметра n > 2 данная граница до-
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статочно грубая. Для значения n = 2 данная гра-
ница более точная и достигается в случае, когда
параметр r = 2m – 1–1.

Отличие модифицированного алгоритма за-
ключается в замене шагов 2–5 в алгоритме, разра-
ботанном в [17], на шаги 2–4.

Шаг 2. Определение в соответствии с (3) векто-
ра альтернатив Bm,n,r, содержащего (T + 1) чисел,
соответствующих индексам децимации, из кото-
рых выбираются компоненты вектора Аm,n,r.

Шаг 3. Представление компонент вектора аль-
тернатив Bm,n,r в двоичной системе счисления
и выбор M чисел, которые соответствуют функ-
ции g(r).

Шаг 4. Определение минимальных элементов
в выбранных циклотомических классах и форми-
рование вектора индексов децимации

Вектор индексов децимации Аm,n,r содержит M
компонент, однозначно определяемых для фик-
сированных значений параметров m, n и r.

Например, при формировании ГМВП с пери-
одом N = 4095 и ЭЛС ls = 80 в поле GF[(26)2] в со-
ответствии с (4) параметр T = 16. Для значения r =
= 1110 = 10112, g(r) = 3 вектор альтернатив содер-
жит 17 компонент и имеет вид

Из 17 компонент только четыре имеют g(r) = 3:
11, 137, 515, 641, тогда вектор индексов децима-
ции равен А6,2,11 = (11, 137, 25, 37). При этом про-
верочный полином ГМВП имеет вид hГМВП(x) =
= h11(x)h137(x)h25(x)h37(x). Здесь и в дальнейшем ниж-
ние цифровые индексы, используемые для обозна-
чения полиномов, соответствуют минимальным
показателям степени корней данных полиномов.

Для формирования сверхдлинных ГМВП це-
лесообразно использовать программный способ
реализации алгоритма. Это определяется тем, что
для его выполнения необходим только один прими-
тивный полином степени S = mn для формирования
базисной МП и вектор индексов децимации Аm,n,r, с
помощью которого формируются суммируемые
последовательности из базисной МП.

В табл. 1 приведены примитивные полиномы с
корнями α1 = а в полях GF(2S) [18]. Также показаны
начальные символы С0С1…СS – 2СS – 1, необходимые
для формирования МП с периодами N = 2S – 1 в ка-
нонической форме, которые были получены в со-
ответствии с методикой определения начальных
состояний [19].

Формирование массива базисной МП осу-
ществляется на основании примитивного поли-
нома hМП(x) = h1(x) = xS + hS – 1xS – 1 + … + h1x + 1
в соответствии с выражением

(5)

где суммирование символов выполняется по mod 2.
Программная реализация алгоритма форми-

рования сверхдлинных ГМВП.
Шаг 1. Ввод исходных данных (в соответствии

с модифицированным алгоритмом).
Шаг 2. Формирование одномерного массива

символов базисной МП в канонической форме

C[i], i = 0…N – 1 в соответствии с (5) и с учетом
начальных символов С0С1…СS – 2СS – 1 (табл. 1).

Шаг 3. Определение векторов индексов деци-
мации Аm,n,r для заданных значений параметров
m, n и r в соответствии с модифицированным ал-
горитмом.

Шаг 4. Формирование M массивов ССj[i] =
= C[Idj i] (j = 1…M, i = 0…N – 1) для суммируемых
последовательностей путем децимации символов
базисной МП по индексам децимации Idj, равным
соответствующим компонентам вектора Аm,n,r.

Шаг 5. Формирование массива ГМВП G[i] пу-
тем суммирования по mod 2 полученных после-
довательностей

(6)

Шаг 6. Конец алгоритма.
В соответствии с модифицированным алго-

ритмом были получены векторы индексов деци-
мации Аm,n,r для ГМВП с периодами от N = 26–1 до
N = 220–1 для допустимых значений параметров
m, n в полях GF[(2m)n].

В табл. 2 приведены векторы индексов деци-
мации Аm,n,r при формировании ГМВП с периода-
ми от N = 63 до N = 65535 для минимального и
максимального значений ЭЛС. Полиномы для
базисных МП соответствуют табл. 1.

В табл. 3 приведены векторы индексов деци-
мации для минимального и максимального зна-
чений ЭЛС ls при формировании ГМВП с перио-
дом N = 262143 на основе базисной МП с прове-
рочным полиномом hМП(х) = x18 + x7 + 1 и с
периодом N = 1048575 на основе базисной МП с
проверочным полиномом hМП(х) = x20 + x3 + 1.
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Таблица 1. Примитивные полиномы в полях GF(2S)

N hМП(x) = h1(x) С0С1…СS – 2СS – 1

25–1 х5 + x2 + 1 10010

26–1 x6 + x + 1 000001

27–1 x7 + x3 + 1 1000000

28–1 x8 + x4 + x3 + x2 + 1 00000100

29–1 x9 + x4 + 1 100001000

210–1 x10 + x3 + 1 0000000100

211–1 x11 + x2 + 1 10000000010

212–1 x12 + x6 + x4 + x + 1 000000000001

213–1 x13 + x4 + x3 + x + 1 1000000001000

214–1 x14 + x10 + x6 + x + 1 00000000000001

215–1 x15 + x + 1 100000000000000

216–1 x16 + x12 + x3 + x + 1 0000000000000101

217–1 x17 + x3 + 1 10000000000000000

218–1 x18 + x7 + 1 000000000001000000

219–1 x19 + x5 + x2 + x + 1 1000000000000000010

220–1 x20 + x3 + 1 00000000000000000100

221–1 x21 + x2 + 1 100000000000000000010

222–1 x22 + x + 1 0000000000000000000001

Таблица 2. Векторы индексов децимации для периодов N = 63…65535

N m, n r ls М Векторы индексов децимации Аm,n,r

63 3, 2 3 12 2 3, 5

255 4, 2 7 32 4 7, 11, 13, 37

511 3, 3 3 27 3 3, 5, 17

1023 5, 2 3 20 2 3, 17

1023 5, 2 15 80 8 15, 23, 27, 29, 77, 85, 89, 147

4095 6, 2 5 24 2 5, 17

4095 6, 2 31 192 16 31, 47, 55, 59, 61, 157, 173, 181, 185, 283, 299, 307, 313, 409, 425, 661

16383 7, 2 3 28 2 3, 65

16383 7, 2 63 448 32 63, 95, 111, 119, 123, 125, 317, 349, 365, 373, 377, 571, 603, 619, 627, 633, 825, 
857, 873, 881, 1111, 1127, 1139, 1141, 1333, 1365, 1381, 1587, 1619, 2349, 2381, 
2405

32767 5, 3 3 45 3 3, 17, 65

32767 5, 3 15 405 27 15, 23, 27, 29, 77, 85, 89, 139, 147, 153, 201, 209, 263, 275, 277, 325, 337, 387, 
401, 449, 523, 525, 643, 649, 2185

65535 8, 2 7 64 4 7, 131, 193, 517

65535 8, 2 127 1024 64 127, 191, 223, 239, 247, 251, 253, 637, 701, 733, 749, 757, 761, 1147, 1211, 1243, 
1259, 1267, 1273, 1657, 1721, 1753, 1769, 1777, 2167, 2231, 2263, 2279, 2291, 
2293, 2677, 2741, 2773, 2789, 2801, 3187, 3251, 3283, 3299, 3313, 3697, 3761, 
3793, 4717, 4781, 4813, 4837, 4841, 5227, 5291, 5323, 5347, 5353, 5737, 5801, 
5833, 6343, 6373, 6757, 6821, 9371, 9419, 9427, 10837
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СТАРОДУБЦЕВ

В качестве примера определим массив G[i]
ГМВП с периодом N = 262143 и ЭЛС ls = 144.

Шаг 1. Исходные данные: поле GF[(29)2]; ба-
зисная МП с полиномом hМП(х) = x18 + x7 + 1; па-
раметр r = 85 с g(r) = 4; число сомножителей M = 8
(табл. 3).

Шаг 2. Формирование массива базисной МП
C[i] (i = 0…262142)

Шаг 3. Определение вектора индексов децима-
ции (в соответствии с табл. 3)

[ ] [ ] [ ]18 0 7 , 0 262124.C j C j C j j+ = + + + = …

( )
, ,

9,2,85 85,149,165,169,2129,2193,2209,4257 .
m n r =

= =
А

А

Шаг 4. Формирование M = 8 массивов ССj[i] =
= C[Idj i] (j = 1…8, i = 0…262142) в соответствии с
вектором индексов децимации Аm, n, r = А9, 2, 85.

Шаг 5. Формирование массива ГМВП G[i] пу-
тем суммирования ССj[i]

(7)

Отметим, что последовательности СС1, СС2,
СС4, СС5, СС7 являются МП и имеют максималь-
ный период. Последовательности СС3, СС6 соответ-
ствуют ПСП с периодом N1 = N/3 = 87381, последо-
вательность СС8 имеет период N2 = N/9 = 29127.

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

85 149 165 169
2129 2193 2209 4257 ,

   0 – 1.

G i С i С i С i С i
С i С i С i С i

i N

= + + + +
+ + + +

= …

Таблица 3. Векторы индексов децимации для периодов N = 262143, 1048575

N m, n r М Векторы индексов децимации Аm,n,r

262143 9, 2 3 2 3, 5

262143 9, 2 85 8 85, 149, 165, 169, 2129, 2193, 2209, 4257

262143 9, 2 255 128 255, 383, 447, 479, 495, 503, 507, 509, 1277, 1405, 1469, 1501, 1517, 1525, 1529, 2299, 2427, 
2491,  2523, 2539, 2547, 2553, 3321, 3449, 3513, 3545, 3561, 3569, 4343, 4471, 4535, 4567, 
4583, 4595,  4597, 5365, 5493, 5557, 5589, 5605, 5617, 6387, 6515, 6579, 6611, 6627, 6641, 
7409, 7537, 7601,  7633, 7649, 8559, 8623, 8655, 8679, 8683, 8685, 9453, 9581, 9645, 9677, 
9701, 9705, 10475,  10603, 10667, 10699, 10723, 10729, 11497, 11625, 11689, 11721, 12519, 
12647, 12711, 12743,  12771, 12773, 13541, 13669, 13733, 13765, 14563, 14691, 14755, 
17629, 17757, 17821, 17869,  17877, 17881, 18651, 18779, 18843, 18891, 18899, 18905, 
19673, 19801, 19865, 19913, 20823,  20887, 20935, 20947, 20949, 21717, 21845, 21909, 
22739, 22867, 22931, 25805, 25933, 25997,  26057, 26955, 27081,  27849, 27977, 38069, 
38197, 38293,  38309, 39219, 42285

1048575 10, 2 5 2 5, 257

1048575 10, 2 511 256 511, 767, 895, 959, 991, 1007, 1015, 1019, 1021, 2557, 2813, 2941, 3005, 3037, 3053, 3061, 
3065,  4603, 4859, 4987, 5051, 5083, 5099, 5107, 5113, 6649, 6905, 7033, 7097, 7129, 7145, 
7153, 8695,  8951, 9079, 9143, 9175, 9191, 9203, 9205, 10741, 10997, 11125, 11189, 11221, 
11237, 11249,  12787, 13043, 13171, 13235, 13267, 13283, 13297, 14833, 15089, 15217, 
15281, 15313, 15329,  16879, 17135, 17263, 17327, 17359, 17383, 17387, 17389, 18925, 
19181, 19309, 19373, 19405,  19429, 19433, 20971, 21227, 21355, 21419, 21451, 21475, 
21481, 23017, 23273, 23401, 23465,  23497, 23521, 25063, 25319, 25447, 25511, 25543, 
25571, 25573, 27109, 27365, 27493, 27557,  27589, 27617, 29155, 29411, 29539, 29603, 
29635, 29665, 31201, 31457, 31585, 31649, 35293,  35549, 35677, 35741, 35789, 35797, 
35801, 37339, 37595, 37723, 37787, 37835, 37843, 37849,  39385, 39641, 39769, 39833, 
39881, 39889, 41431, 41687, 41815, 41879, 41927, 41939, 41941,  43477, 43733, 43861, 
43925, 43973, 43985, 45523, 45779, 45907, 45971, 46019, 46033, 47569,  47825, 47953, 
48017, 49999, 50063, 50119, 50123, 50125, 51661, 51917, 52045, 52109, 52165,  52169, 
53707, 53963, 54091, 54155, 54217, 55753, 56009, 56137, 56201, 57799, 58055, 58183,  
58309, 59845, 60101, 60229, 70075, 70331, 70459, 70555, 70571, 70579, 70585, 72121, 
72377,  72505, 72601, 72617, 74423, 74551, 74647, 74663, 74675, 74677, 76213, 76469, 
76597, 76693,  76709, 78259, 78515, 78643, 78739, 78755, 84397, 84653, 84781, 84877, 
84901, 84905, 86443,  86699, 86827, 86923, 86947, 86953, 88489, 88745, 88873, 90919, 
91043, 91045, 92581, 92837,  92965, 94627, 94883, 95011, 102811, 103067, 103195, 103315, 
103321, 104857, 105113,  107411, 107413, 108949, 109205, 111251, 149869, 150125, 150317, 
150349, 150373, 152171,  152363, 152395, 158053, 158309, 174421
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Таким образом, в статье разработана про-
граммная реализация алгоритма формирования
сверхдлинных ГМВП при произвольной базисной
МП на основе модификации алгоритма определе-
ния полиномов-сомножителей hсi(x) проверочного
полинома hГМВП(x). При программной реализации
вектор полиномов-сомножителей hсi(x), получае-
мый в результате выполнения модифицирован-
ного алгоритма, рассматривается как вектор ин-
дексов децимации Аm,n,r. Получены выражения
для числа вычислительных операций в зависимо-
сти от значения параметра n, которые можно рас-
сматривать как верхние граничные оценки для
числа суммируемых последовательностей.

Определены векторы индексов децимации для
периодов N ≤ 212–1 = 4095, подтверждающие из-
вестные в литературе результаты [16]. Впервые
получены перечни векторов индексов децимации
для сверхдлинных ГМВП с высокой структурной
скрытностью с периодами 214–1 = 16 383 ≤ N ≤
≤ 220 – 1 = 1048575. Например, можно сформиро-
вать ГМВП с периодом N = 220–1 = 1048575 и
ЭЛС ls = 5120, что в 256 раз превышает значение
ЭЛС для базисной МП. При этом выражение для
символов ГМВП, аналогичное (7), будет содер-
жать 256 слагаемых, а ПАКФ полученной после-
довательности с проверочным полиномом
5120-й степени будет двухуровневой, как и для ба-
зисной МП.

При программной реализации алгоритма фор-
мирования сверхдлинных ГМВП с периодом N =
= 2S – 1 требуется знание только одного прими-
тивного полинома степени S для базисной МП и
перечня векторов индексов децимации. При этом
вычислительная сложность алгоритма определя-
ется только выполнением операций модульного
сложения.

На практике полученные результаты могут быть
использованы при синтезе ПСП для формирования
сигналов с расширенным спектром в СПЦИ, функ-
ционирующих в условиях радиоэлектронного про-
тиводействия, к которым предъявляются повы-
шенные требования по помехозащищенности и
структурной скрытности.
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