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В рамках модели Ландауэра–Датты–Лундстрома получены приближенные формулы для проводимости
металлических нанопроволок конечной ширины и толщины, а также пленок конечной толщины, пере-
ходящие в известные предельные случаи. Соотношения удобны для определения проводимости на-
норазмерных структур с учетом обоих поперечных размеров. Для оценки числа мод проводимости
квантовых проволок с конечными поперечными размерами предложены приближенные формы
распределения потенциала и функционалы для решения соответствующего уравнения Шредингера.
Проведена численная оценка числа энергетических уровней. Рассмотрено решение задачи о волне
Зоммерфельда–Ценнека в прямоугольном проводе, которая на высоких частотах переходит в поверх-
ностный плазмон. Решение существенно зависит от изменения плазменной частоты, связанной с
поперечными размерами.
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ВВЕДЕНИЕ

Тонкие металлические, полупроводниковые и
другие хорошо проводящие структуры в виде прово-
дов различной формы, включая углеродные нано-
трубки (УНТ), ленточные (полосковые) проводни-
ки шириной w и толщиной t, широко применяются
при создании различных проволочных метаматери-
алов [1‒12], гиперболических метаматериалов в ви-
де плоскослоистых металлодиэлектрических струк-
тур [13‒18], дифракционных решеток, двумерных и
трехмерных фотонных кристаллов [9‒12], линий
передачи, нанотранзисторов, терагерцевых уси-
лителей [19–21] и т.п. В этих структурах w и t мо-
гут иметь размеры от нескольких (или даже одно-
го-двух) нанометров до нескольких десятков или
сотен нанометров, а для моделирования необхо-
димо знать их импедансы как функции размеров
и частоты. Теория проводимости Друде, которая
хорошо работает для вырожденных металлов
( ) и в случае больших по сравнению с
длиной свободного пробега (ДСП) размеров про-
водников становится плохо применимой при
уменьшении размеров (включая и длину провод-
ников L) до ДСП  и менее [22‒30]. Тем более
она не применима к графену, графеновым нано-
лентам, УНТ, квантовым проволокам и подоб-
ным им структурам. Строгий анализ требует ре-
шения задач квантовой механики, электродинами-

ки и неравновесной статистической механики,
поэтому подобного рода задачи решаются прибли-
женными методами типа формализма Грина–Ку-
бо, модели Ландауэра–Датты–Лундстрома (ЛДЛ)
[22‒30], транспортного уравнения Больцмана в
приближениях времени релаксации, Бхатнагара–
Гросса–Крука [31] и ряда других. В сверхтонких
пленках (с толщиной 2…10 нм) существенны по-
верхностные эффекты, в том числе влияние кла-
стеров обусловленных коагуляцией металла при
получении сплошных пленок с металлической
проводимостью, отражение носителей заряда от
поверхностей. Минимальная достижимая толщи-
на  нм, соответствующая перколяцион-
ному барьеру, как раз определяет минимально
возможный слой из нескольких атомарных слоев,
при котором еще можно говорить о макросвой-
ствах вещества. Влияние поверхностного рассея-
ния наряду с объемным рассеянием учитывалось
в ряде моделей, в частности Фукса–Зондгеймера
[32, 33], Майадаса–Шацкеса [34], Телье–Тоссе–
Пишара [35], Варкуша [36] и др. Квазибаллисти-
ческий перенос заряда с размерными эффектами
шероховатости количественно описан с помо-
щью соотношений теории Намба [37, 38]. Кванто-
воразмерные эффекты рассмотрены в ряде работ, в
частности [39‒43], а также исследовались и получе-
ны экспериментально [44‒51]. В ряде работ получе-
ны различные экспериментальные зависимости
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удельной проводимости металлических пленок
 для толщин от 1 до 100 нм (см. [50, 51]). Обычно

проводимость наноструктур определяется на осно-
ве числа мод проводимости [25‒30], которое в свою
очередь оценивается по числу укладывающихся
на структуре волн де-Бройля.

Цель работы – рассмотрение импедансных
свойств металлических проволок малых попереч-
ных размеров w, t и тонких металлических пленок
в рамках транспортной модели ЛДЛ. При этом
акцент сделан на получении простых аналитиче-
ских соотношений и на точном определении чис-
ла мод проводимости.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Удельная проводимость в концепции Друде

определяется как , где подвиж-
ность носителей ,  ‒ заряд,  ‒ эф-
фективная масса носителей заряда (например,
электронов),  ‒ время релаксации им-
пульса, связанное с ДСП  в бесконечном образце
и со средней скоростью носителей . Дрейфовое в
среднем направленное движение, подразумеваю-
щее ускорение между двумя наиболее вероятны-
ми ближайшими столкновениями, после которых
электрон полностью теряет направленный про-
тив электрического поля импульс (соответственно,
и энергию, передавая ее фононам), для малых длин
образцов становится баллистическим. В случае
идеальных квантоворазмерных структур имеют
место упругие рассеяния носителей относитель-
но границ, что требует, вообще говоря, решения
квантовомеханических задач. При  полу-
чаем двумерную структуру – двумерный элек-
тронный газ (ДЭГ). Для металлов при комнатной
температуре соответствующая пленка должна
иметь порядок толщин от нескольких наномет-
ров до двух-трех десятков нанометров, поскольку

 для используемых в наноплазмонике металлов
при комнатной температуре имеет порядок от не-
скольких десятков до сотни нанометров. При
снижении температуры  растет, поэтому ука-
занные границы сдвигаются в большую сторону.
Минимальная толщина обусловлена тем, что в
пленке может быть не менее нескольких атомар-
ных слоев. Однако имеются идеальные (атомарно
тонкие) структуры ДЭГ типа графена, силицена,
борофена.

Получаемые электрофизические параметры
следует усреднять по энергиям носителей, ис-
пользуя функцию распределения Ферми–Дирака

где  ‒ электрохимический потенциал. Будем так-
же обозначать . В вырожденном
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бесконечном проводнике усреднение по энергиям
носителей дает формулу Друде [52]. Строгое
определение электрофизических параметров тре-
бует решения кинетических уравнений при воз-
действии электромагнитных волн. Имеется ряд
приближенных подходов, основанных на методах
статистической механики и термодинамики не-
обратимых процессов (транспортном уравнении
Больцмана, формализме Кубо, или формулах
Грина–Кубо, неравновесных функций Грина–
Келдыша). В частности, эти модели позволяют
определять проводимости таких структур, как
графен [31, 53‒56]. Наиболее простым формализ-
мом является транспортная модель ЛДЛ [23‒30,
57‒60], которой здесь мы и придерживаемся. В
ней причиной тока носителей заряда является
различие в подготовке равновесных электродов

 и , а также наличие в проводящем ка-
нале свободных уровней для заполнения носите-
лями с электрода 1 с последующим их переходом
на свободные уровни электрода 2. Такой как бы
статический подход, тем не менее, позволяет
определить проводимость [22‒30], пригодную
для достаточно высоких частот, особенно если
длина канала мала. Проводники ведут себя по-
другому, когда их размеры становятся сравнимы
или меньше ДСП  в бесконечном материале.
Именно, возникает баллистический транспорт,
который приводит к тому, что и сама ДСП  из-
меняется и становится зависимой от размеров.
Далее будем рассматривать проводник с размера-
ми w, t, L, считая, что ток течет вдоль длины L.
При баллистическом транспорте существенны
размерное квантование (размерные квантовые
эффекты), т.е. рассмотрение носителей в квантовых
ямах (одномерных, двумерных и трехмерных), при-
чем при транспорте носителей имеет значение от-
ражение их от соответствующих стенок. Важно
квантово-механическое рассмотрение задачи,
определяющее число состояний и число мод про-
водимости [29, 30], что определяет проводимость
структуры. Переход от классического рассмотре-
ния к квантовому изложен в работах [61‒68].

Для численного анализа перечисленных структур
желательно иметь выражения в виде простых при-
ближенных формул для проводимости проволоки
поперечного размера w, t и длины L, а также по-
гонной проводимости, что и является целью ра-
боты. Пусть  означает размерность про-
водника. Указанные соотношения должны быть,
с одной стороны, простыми, а с другой – доста-
точно точными и переходить в известные форму-
лы в одномерном случае d = 1 (квантовая нить,

, ), двумерном случае d = 2 (квантовая
яма ) и трехмерном случае d = 3 неограни-
ченного образца ( , ). Случай кванто-
вой точки (искусственного атома) d = 0 для транс-
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ДАВИДОВИЧ

порта не интересен, но важен для анализа лока-
лизованных плазмонов.

2. АППРОКСИМАЦИИ ДЛЯ ПРОВОДНИКОВ 
КОНЕЧНЫХ РАЗМЕРОВ

Используя концепцию баллистического со-
противления/проводимости , для про-
водника любой размерности d и длины L можно
записать его сопротивление в виде

(1)

Величины в фигурных скобках соответствуют
размерностям 1, 2, 3. Это, в частности, означает
обычно принятые записи через удельные сопро-
тивления  и проводимости 

(2)

В (1) и (2) равенства для фигурных скобок опреде-
ляют соответствующие физические размерности
удельных величин для проводников размерностей

. При малых размерах соотношения типа
(1) нелинейно зависят от размеров (квантуются),
однако они весьма удобны для удельных и погон-
ных параметров и поверхностных импедансов при
электродинамическом анализе устройств в силу
простоты. Естественно размерности  и  в силу
(2) разные, при этом обычные удельные величи-
ны суть . Длина свободного про-
бега массивного проводника в теории Друде
определяется как , где  – средняя ско-
рость,  ‒ время свободного пробега (релаксации
импульса), т.е.  ‒ вероятность рассеяния в еди-
ницу времени с полной потерей направления, ко-
гда скорость направлена после столкновения слу-
чайным образом. Приобретаемая во внешнем по-
ле за время  дополнительная энергия полностью
релаксирует к равновесному состоянию в точке
столкновения, т.е. передается фононам. Очевид-
но, ДСП зависит от того, как определена средняя
скорость. При движении носителей вдоль оси z

 при усреднении по энергиям, вводя в
рамках теории случайных блужданий коэффици-
ент диффузии , можно определить про-
водимость трехмерного проводника как [52]

(3)

где  ‒ плотность состояний на поверхности
Ферми,  ‒ число энергетических состоя-
ний в интервале  (индекс d означает квантовую
размерность (one-dimensional), т.е. 1-d означает
структуру, не ограниченную по одной координа-
те). Формула (3) получена усреднением по энер-
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гиям в случае вырождения. В общем случае надо
усреднять по энергиям с функцией , где
обозначена равновесная функция Ферми–Дира-
ка  . В случае малой длины
L неравновесного проводника, включенного между
двумя равновесными проводниками с электрохи-
мическими потенциалами  и  следует усреднять
с функцией . Формула (3) допускает
обобщение на любую размерность [30]

(4)

Вводя закон дисперсии , получаем, вообще
говоря, тензорную проводимость. Рассмотрим
изотропные зависимости . Усреднение 
по углам (направлениям с учетом баллистического
движения) дает [29, 30] , 

 для 1-d проводника, ,

 для 2-d проводника, 

,  для 3-d проводника,
что записываем как

(4)

(5)

Используя определение , получаем

(6)

Здесь ,  соответствует бесконечному образцу, а
индекс d в (5) и (6) опущен. Обобщим приведен-
ные соотношения на случай проводника прямо-
угольного сечения так, чтобы имело место совпа-
дение при его вырождении в двумерный и одно-
мерный проводники:

(7)

(8)

Здесь ,  ‒ баллисти-
ческое сопротивление одномерного проводника.
Из (7) для  следует  (если ),

 (если , ), что при-
ближенно соответствует , а также .
Соотношение (8) соответствует объемному огра-
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ниченному проводнику. Для одномерного провод-
ника получаем , для двумерного
проводника , для трехмерного

, что хорошо согласуется с опре-
делением баллистической проводимости [30]:

(9)

В случае малых по сравнению с ДСП поперечных
размеров для квантовой проволоки имеем

(10)

Очевидно, при анализе длинных структур из кван-
товых проволок можно рассматривать их как осевые
токи с погонным сопротивлением (импедансом)

, при этом формула (10) дает значе-
ние погонного сопротивления с учетом конфигу-
рации проволоки. При моделировании структур
линейными токами вдоль оси проволоки гранич-
ные условия следует накладывать на ее поверхно-
сти в виде , где индексом S обозначена
поверхностная плотность тока, поверхностная про-
водимость и касательное к поверхности электриче-
ское поле. Считая, что ток в баллистической прово-
локе распределен равномерно (это приближение
можно оправдать пропорциональностью числа мод
проводимости поперечным размерам и малыми
размерами по сравнению с длиной волны), полу-
чаем удельное сопротивление :

(11)

Определение удельной двумерной (поверхност-
ной) проводимости берется как предел 
при стремлении толщины проводника к нулю.
Если  ‒ поверхностная, а  ‒ объ-
емная плотности тока, то осевой ток равен

, если считать эти распреде-
ления равномерными. Отсюда получаем

(12)

Очевидно, соотношения можно распространить
на круглые проволочки с радиусом r, считая что

. К сопротивлению (8), которое рас-
смотрено в условиях постоянного тока, следует,
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вообще говоря, добавить индуктивную часть, т.е.
взять , где

(13)

‒ геометрическая индуктивность,

(14)

– кинетическая индуктивность. В (14) добавлен
множитель, учитывающий то, что кинетическая ин-
дуктивность возникает при баллистическом транс-
порте. Если период колебаний поля  срав-
ним со временем свободного пробега, то приобрета-
емая в поле кинетическая энергия начинает резко
уменьшаться. Поскольку частоты столкновений

 для металлов лежат в инфракрасном диапа-
зоне, то в терагерцевом диапазоне использовать

 желательно, особенно для коротких провод-
ников. В общем случае можно ввести частотную
корректировку:

Естественно, что приведенные формулы прибли-
женные. Более строгие подходы к получению по-
верхностного или объемного импедансов должны
основываться на определении числа мод проводи-
мости из УШ и рассматривать решения уравнений
Максвелла с учетом поверхностного эффекта, при
этом весьма важно определение параметра , кото-
рый зависит от того, каков характер отражений
носителей от границ – зеркальный, смешанный
или диффузный. Соответственно важна и струк-
тура границ –атомарная или кластерная.

3. ПРОВОДИМОСТЬ, ЧИСЛО ЕЕ МОД
И ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ УРОВНИ

Баллистическая проводимость пропорцио-
нальна числу мод  [25‒30]:

(15)

поэтому число мод определяется плотностью со-
стояний . Для широких и толстых проводников
естественно считать, что число мод пропорцио-
нально wt. Для числа мод с импульсом, меньше
некоторого значения p, известно выражение

(16)
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где квадратные скобки означают взятие целой ча-
сти. Здесь

(17)

‒ число состояний с импульсом меньше p. Вводя
закон дисперсии в виде , для числа со-
стояний и его плотности  имеем

(18)

Для получения формул типа (18) используются про-
стые законы дисперсии типа .

В случаях d = 1, 2, 3 имеем , ,

. Для графена обычно берут обла-
сти в зоне Бриллюэна вблизи двух точек Дирака,
где дисперсия имеет вид

Отсюда число мод проводимости графеновой ленты
ширины w есть ,  м/с.
Естественно, что приведенные соотношения при-
ближенные, но в силу их простоты они весьма удоб-
ны для моделирования. Определяя ток усредне-
нием по энергии [30] –

получаем линейный отклик на разность электриче-
ских потенциалов  в виде проводимости [29, 30]

Здесь  при опре-
делении проводимости . Аналогично по-
лучаем линейный отклик на изменение температу-
ры, а также и нелинейные отклики [30]. Удельную
погонную проводимость можно в первом при-
ближении определить так:

Аналогично получаем эффективную погонную
поверхностную проводимость в виде
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Указанные проводимости есть функции координа-
ты z, отсчитываемой от истока к стоку. У истока
проводимость  баллистическая и мак-
симальная. Пропорциональность удельных про-
водимостей длине L не должна смущать, так как
линейный отклик пропорционален напряжению
U, а компонента электрического поля .
Рассматривая указанные величины как статиче-
ские, в приближении времени релаксации полу-
чаем частотные зависимости, например σ(z) =

. Приближение справедливо для
длин волн, существенно больших L. Поверхност-
ный импеданс бесконечного графенового листа с
учетом температурной зависимости приведен в
ряде работ, например, [18, 31, 54, 56]. В работах
[20, 53, 69, 70] рассмотрен и импеданс графено-
вой наноленты, который зависит не только от ее
ширины, но и структуры, и окружения (подлож-
ки), и формы краев, а учет числа мод и плотности
состояний проведен в [71].

Рассмотрим простые модели для проводимо-
сти металлических структур. Для металлической
пленки толщиной t имеет место размерное кван-
тование, в результате которого дисперсия прини-
мает вид

Для ленты с размерами w, t имеем E(p) = En +

, где  ‒ уровни энергии в соответ-
ствующей двумерной потенциальной яме, кото-
рые можно описать мультииндексом .
В бесконечно глубокой двумерной яме имеется
бесконечное число состояний  = 

, отсчитываемых от дна.
Однако для конечной ямы это весьма прибли-
женная модель. На рис. 1 и 2 условно показано
распределение энергий электрона в одномерной
яме полубесконечного проводника и в яме для
пленки проводника толщиной t. В обоих случаях
ямы не прямоугольные. Их прямоугольные гра-
ницы  смещены во вне на некоторое рас-
стояние a по сравнению с областью , со-
ответствующей границам центров атомов (см.
рис. 1а). Для полубесконечной структуры макси-
мальное значение  определяет уровень
Ферми, а число уровней с учетом вырождения по
спину – число состояний. Любой реальный обра-
зец конечный, но при больших размерах энергия
Ферми  перестает от них зависеть, число состо-
яний конечно, но велико, а распределение можно
считать непрерывным. Отсчитываемая от дна
ямы (от энергии внутренних оболочек ядер) энер-
гия  вместе с работой выхода  образует яму с
минимумом потенциала . На са-
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мом деле от  отсчитываются уровни , но в
широкой яме , где  ‒ по-
следний уровень. Нуль потенциала соответствует
свободному электрону. Конфигурация ямы зави-
сит от распределения потенциала , который
определяется как работа, необходимая для пере-
мещения электрона из ямы с уровня Ферми во
внешнюю точку x (см. рис. 1). Наиболее простая
конфигурация – прямоугольная яма 
при ,  при . Решение урав-
нения Шредингера (УШ) для нее хорошо извест-
но в виде трансцендентного соотношения [72]

где ,  Из данного со-
отношения следуют значения толщин

, при которых уровни увеличиваются
на единицу, где . При  про-
исходит дополнение одного уровня к уже имею-
щемуся при . Уменьшение  от макроскопи-
ческих значений к микроскопическим приводит
к увеличению расстояний между уровнями и к
уменьшению получаемой таким образом работы
выхода. Кроме того, уровни расположены нерав-
номерно, сгущаясь ко дну. Рассмотрим прибли-
женную к реальности модель. Считаем, что до
энергии Ферми конфигурация ямы прямоуголь-
ная, а далее имеется барьер (рис. 2а). Для его рас-
чета необходимо воспользоваться методом тео-
рии изображений [73, 74]. Теория достаточно
простая, но весьма хорошо описывает форму по-
тенциального барьера. Однако сила изображения

 обращается в бесконечность на

границе ямы ( , см. рис. 1). Эта сила переста-
ет работать на расстояниях порядка атомных, что
качественно можно объяснить так. Пусть атом
металла отдает один электрон в зону проводимо-
сти, при этом a – радиус иона. Такой ион будет
притягивать электрон только на расстояниях по-
рядка a и более. Часть электронных оболочек ато-
мов перекрывается, образуя кристалл. Удаление
из него электрона проявляется как недостаток
электронной плотности в окружении ближайше-
го атома (атомов), что и определяет зеркальную
силу. Величина a примерно равна радиусу атома
или иона, который обычно имеет порядок от по-
ловины постоянной решетки и менее. В работах
[73, 74] на основе метода изображений получены
выражения, которые для случая, представленного
на рис. 1, позволяют записать потенциал в виде
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Потенциал имеет скачок  и согласно (19) W0 =

. Экспериментально изме-
ренная работа выхода зависит от кристаллографи-
ческих направлений, а также от поверхностных
таммовских уровней. Следовательно, от них зависит
и а. В качестве такой константы можно использо-
вать радиус одиночного атома, радиус иона, кова-
лентный радиус, что обусловливает некоторый
произвол, слабо влияющий на форму потенци-
ального барьера. Желательно определять а через

FE

( ) ( )2
00 16V e a= − = πε

Рис. 1. Схематическое изображение поверхности
массивного (полубесконечного) проводника с плос-
костью зеркальных изображений 1 и атомами 2 в ре-
шетке (а) и схема энергетических зон и потенциаль-
ной ямы (б).
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работу выхода, учитывая, что она может зависеть
от состояния поверхности, при этом в силу опре-
деления работы выхода следует использовать ми-
нимальную величину. В качестве примера в табл. 1
приведены постоянные решетки ряда металлов,
радиусы атомов, ковалентные радиусы, радиусы
ионов решетки +1e, экспериментальные значе-
ния работ выхода и соответствующие значения,
полученные по приведенной формуле при этих
радиусах. Из табл. 1 видно, что наиболее хорошо
коррелирует значение a в качестве радиуса иона,
хотя есть и исключения, что, по-видимому, свя-
зано с количеством отдаваемых электронов в зону
проводимости, типом связи атомов в решетке и
необходимостью использования радиусов соот-
ветствующих ионов. Так, радиус иона серебра
+1e составляет 0.126 нм, но если взять радиус
иона +2e, равный 0.089 нм, то получаем

 эВ. Нахождение работы выхода стро-
гими квантово-механическими методами было
предпринято в ряде ранних работ, например [75],
но не увенчалось точными количественными ре-
зультатами из-за сложности задачи. Современные

0 4.045W =

публикации по применению метода сильной связи
позволяют вычислять энергетический спектр и,
соответственно, работу выхода для структур ко-
нечных размеров весьма точно [71, 76]. По-види-
мому, достаточно точно работу выхода можно
определить методами молекулярной динамики,
зная кристаллическую структуру и плотность свя-
занных электронных состояний в кристалле. По-
скольку потенциалы ионизации атомов примерно в
четыре раза выше, чем работы выхода для соответ-
ствующих им материалов, ясно, что используемый
простой метод изображений хорошо описывает
форму ямы и потенциального барьера. Послед-
ний возникает при приложении к проводнику
внешнего положительного электрического по-
тенциала [74]. Распределение потенциала для
ямы с плоским дном (см. рис. 2а) имеет вид

(20)( )
( )

( )

0 0 F 1
2

0

, 2;
,

, 2.
16 2

V W E E x t

V x t e
x t

x t a

− = − + − ≤
= − > πε − +

Рис. 2. Схематический вид энергетических уровней и потенциальной ямы с плоским дном для металлической пленки
толщиной t (а) и аналогичной ямы с энергетическими уровнями с учетом квазипериодической структуры атомов (б).

x

V(x)
(а)

–V0

0

t/2

EF

w
0

–t/2

x

V(x)
(б)

–V0

0

t/2

E
F

–E1

–En

w
0

–t/2

Таблица 1. Сравнение экспериментальных и вычисленных по (19) значений работы выхода для радиуса а атома,
ковалентного радиуса и радиуса иона +1e

* а – соответственно радиус атома, ковалентный радиус и радиус иона.

Материал Постоянная
решетки, нм а, нм*

W0, эВ

эксперимент расчет для трех 
значений a*

Барий 0.5020 0.222; 0.198; 0.134 2.52–2.7 1.62; 1.82; 2.68
Золото 0.4704 0.144; 0.134; 0.137 5.1–5.47 2.5; 2.68; 2.62
Вольфрам 0.54 0.141; 0.170; 0.07 4.32–5.22 2.55; 2.11; 5.14
Медь 0.3615 0.128; 0.117; 0.077 4.36–5.10 2.81; 3.07; 4.67
Молибден 0.315 0.139; 0.130; 0.07 2.52–2.7 2.59; 2.78; 5.14
Серебро 0.4086 0.144; 0.134; 0.126 4.52–4.74 2.5; 2.69; 2.86
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Здесь ,  ‒ уровень, отсчитывае-
мый от дна ямы . Аналогичный результат для
диэлектрической пластины толщиной t с диэлек-
трической проницаемостью (ДП)  дается беско-
нечным рядом изображений [73, 74]. При этом
потенциал изменяется и внутри пластины, а ра-
бота выхода зависит от ее толщины. Измеряя ра-
боту выхода относительно центра пластины,
можно оценивать ДП тонких пластин. Результат
(20) получается заменой коэффициента отраже-
ния электрической индукции  на

 (что соответствует бесконечной ДП метал-
ла ). Наличие наноразмерной диэлектрической
пленки на поверхности металла значительно
уменьшает ширину и высоту потенциального ба-
рьера [73, 74].

Для определения  следует вспомнить, что ре-
ально необходимо решать трехмерное многоча-
стичное уравнение Шредингера (УШ) с учетом
спина в трехмерном квазипериодическом потен-
циале (см. рис. 2б). Но поскольку электроны
внутренних оболочек атомов сильно связаны и
почти не влияют на распределение электронов по
энергиям в зоне проводимости, за дно ямы можно
принять уровень, соответствующий потенциалу
ионизации иона кристаллической решетки (см.
рис. 2б) и решать одночастичное УШ. В принци-
пе, решить УШ с таким потенциалом не пред-
ставляет труда, но проще решать его для потенци-
альной ямы с плоским дном. Для определения
глубины  такой ямы следует учесть, что при ее
сужении уровни энергии повышаются, а потен-
циалу ионизации атома  соответ-
ствует радиус иона . Предположим, что кристал-
лическая решетка кубическая, а в зону проводи-
мости каждый атом отдает один электрон. Объем
иона , а объем в плоской яме, приходящийся

на один ион есть . Для получения сдвига
 можно связать приходящийся на

электрон объем с неопределенностью координат и

импульса. Тогда .

Будем использовать другой способ. В точке
 на одинаковом расстоянии от ближайших

атомов электрические силы на электрон не дей-
ствуют. Для того чтобы оторвать электрон от иона
из точки  в точку  (без учета сил от со-
седних ионов и электронного облака), следует за-
тратить энергию . Поэтому
можно определить дно так: . Реально
квазипериодическая структура также влияет на
сдвиг, который должен быть немного меньше. Для
проволоки потенциал двумерной ямы приближенно
записываем в виде .

F 1 0nE E E= − > 1E

0V−

ε

( ) ( )1 1k = − ε + ε� �

1k = −
ε�

0V

0V

2
04iW e a= πε

a

34 3aπ
3 34 3d a− π

0iE W VΔ = −

( ) ( )( )Δ = π − π�
2 32 3 38 4eE m d a

2d

r a= 2r d=

2
02iE W e dΔ = − πε

0 iV W E= − Δ

( ) ( ) ( )( )= 1 2, , , ,V x y z V x t V y w

Для оценки числа мод проводимости в такой про-
волоке следует решать УШ

(21)

В одномерном случае решить УШ со сложной
конфигурацией потенциала весьма просто. На
рис. 3 приведено такое решение для изображен-
ной там же потенциальной ямы. Использованы
нормированная энергия  и потенциал

. В таких обозначениях согласно
(21) энергия и потенциал измеряются в обрат-
ных квадратах длины. Перевод значений в элек-
тронвольты осуществляется множителем 27.61.
Для решения УШ был использован метод мат-
риц передачи размерности 2. Матрица связывает
значения  и  на левой и правой грани-
цах ямы. Поскольку слева ,
а справа , где k0 =

, при этом в яме k =

, то характеристическое уравне-
ние сводится к нахождению корней определителя
системы двух однородных линейных уравнений,
что представляет собой весьма простую задачу
для ямы произвольной конфигурации. Послед-
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Рис. 3. Нормированные энергетические уровни (1–6)
и конфигурация потенциала для потенциальной ямы
с пятью периодами слева и справа от центральной об-
ласти с дислокацией 2d при  Å, ,

, .
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нюю можно аппроксимировать ступенчатым по-
тенциалом или же получить интегральное уравне-
ние (ИУ) для параметров рассеяния, если про-
филь ямы задан в виде аналитической функции.

В табл. 2 показано, как влияет вид дислокации
на уровни энергии для рис. 3, а на рис. 4 дана за-
висимость числа уровней от ширины одномерной
ямы рис. 2 с барьерами  и резкими стенками .n� 0n

Там же приведены результаты оценки числа уров-
ней на основе числа волн де-Бройля. Именно, в
яме глубиной  максимально возможный им-
пульс есть , поэтому .
Отметим, что  коррелирует с , а именно

. Можно считать их идентичными, если
число укладывающихся волн де-Бройля округ-
лять в большую сторону. Конечно, экстремально
малые модельные значения толщины не соответ-
ствуют реальной яме для металлической пленки,
для которой получение толщин порядка 1 нм есть
существенная проблема. Немонотонный харак-
тер зависимости  можно объяснить ступенча-
той аппроксимацией барьера. Барьер аппрокси-
мировался двенадцатью ступенями, при этом
точность аппроксимации составила 7%, а ширина
барьера равнялась 12a. Сравнение с расчетом для
шести ступеней не привело к существенным из-
менениям в числе и картине уровней. Дальней-
шее увеличение разбиений нецелесообразно в си-
лу ухудшения обусловленности алгоритма. Для ее
улучшения элементы матрицы каждой ступени
нормировались на максимальный экспоненци-
альный множитель в матричных элементах.

Результаты расчета показывают, что учет ба-
рьера приводит к существенному увеличению
уровней, часть которых можно трактовать как по-
верхностные состояния. Рассмотренные модели
ямы с плоским дном плохо соответствуют реаль-
ности, поскольку сильно поднимаются уровни, а
последний уровень плохо соответствует уровню
Ферми в реальном металле. Это особенно харак-
терно для широкой ямы с плоским дном, для кото-
рой уровень Ферми близок к нулю. Более предпо-
чтительна яма с квазипериодической структурой
на дне (см. рис. 3). Определяя ее уровни, т.е. и ра-
боту выхода, можно построить конфигурацию ба-
рьеров. Расчет с таким потенциалом изменит
уровни, что потребует пересчета барьеров. Более
точная оценка числа уровней здесь возможна на
основе последовательных приближений.

Двумерная яма и трехмерный ящик представ-
ляют собой несколько более сложные задачи, по
решению которых реальнее оценить число мод
проводимости. Выделим в проволоке некую длину
L, кратную периоду. Трехмерное решение урав-
нения (21) будем искать в следующем виде:

(22)

где  ‒ гауссов
форм-фактор, а число учтенных функций суще-
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Таблица 2. Нормированные уровни энергии для кон-
фигурации рис. 3 (  Å) в зависимости
от нормированного потенциала v

Уровни энергии
при разных значениях v

–1 –1.2 –0.8

ε6 –0.1521 –0.1523 –0.1518

ε5 –0.3267 –0.3433 –0.3131

ε4 –0.4763 –0.4782 –0.4761

ε3 –0.5981 –0.6150 –0.5810

ε2 –0.6850 –0.6857 –0.6843

ε1 –0.7375 –0.7595 –0.7231

1 1 1.0d d d= = =

iε

Рис. 4. Числа энергетических уровней ,  и  в дву-
мерной яме с плоским дном в зависимости от шири-
ны t; кривая 1 – расчет на основе числа волн де-Брой-
ля, 2 – яма с резкими стенками , 3 – определение 
из решения УШ для ямы с двумя барьерами (см.
рис. 2); глубина ямы  эВ, работа выхода

 эВ.
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ственно больше имеющихся уровней. Двумерное
решение получается учетом только члена c .
Параметры со штрихом означают увеличенные на
две ширины барьера размеры ямы. Это приближе-
ние означает, что волновая функция обрезается и
не выходит за эти пределы. Можно использовать и

прямоугольный форм-фактор, но для штрихован-
ных размеров. В этом случае базисные функции
ортогональны, однако система не полная, по-
скольку исключены функции непрерывного спек-
тра. Минимальная отрицательная энергия ищется
как минимум квадратичного функционала [72]

(23)

что приводит к нахождению корней равного нулю
определителя большой размерности. Усложнение
также связано с необходимостью численного ин-
тегрирования при вычислении матричных эле-
ментов. Отметим, что функционал (23) не требует
нормировки волновых функций. Функционал
показывает, что число уровней, следовательно, и
число мод зависят от глубины ямы , и эквива-
лентен уравнению , в котором
скобки означают скалярное произведение со-
гласно (23). Его минимум эквивалентен экстре-
муму функционала , когда  выступает в
роли множителя Лагранжа условия 
[72]. Определитель имеет  кор-
ней. При их нахождении следует брать только от-
рицательные значения. Более строгий подход
требует ортогонализации, при этом использовать
нормировку нецелесообразно из-за возникнове-
ния нелинейных уравнений. Если  ‒ собствен-
ная функция для , то  ищется с помощью
множителя Лагранжа как экстремум функционала

 , что приводит
к системе N + 1 уравнений с множителем Лагранжа

. Здесь определитель есть полином по  степени
N. В качестве значения  следует использовать ми-
нимальный отрицательный корень. Очевидно,

. Процесс можно продолжить, найдя все от-
рицательные значения энергии. Если использовать
функцию  , то трех-
мерное УШ сводится к определению дисперсии

 для квантовой проволоки с пе-
риодическим потенциалом, при этом достаточно
взять . Поскольку работа выхода и конфигура-
ция барьеров определяются атомной структурой
(трехмерными потенциалами атомов) и несуще-
ственно отличаются для массивных проводни-
ков и тонких пленок, имеющих, по крайней ме-
ре, несколько атомарных слоев, то для строгого
учета числа уровней и плотности состояний сле-

дует рассматривать решения трехмерных
УШ (21) и функционал (23) с потенциалами, со-
ответствующими реальным металлам и заменами

, . Такой подход с ис-
пользованием строгого трехмерного периодиче-
ского потенциала наиболее точный для определения
мод проводимости квантовой проволоки.

4. ЧИСЛО МОД ДЛЯ ПРОВОДНИКОВ 
КОНЕЧНЫХ РАЗМЕРОВ

Полагая яму прямоугольной и конечной, по-
лучаем для отрицательных энергий приближен-
ное условие ( ):

(24)

Рассмотрев потенциальную яму вида ,

получаем . Число ре-
шений этого неравенства приближенно дает
число уровней. Решений не будет, если V0 <

, что указывает на приближен-
ность подхода. Уравнение Шредингера для функ-
ционала (23) с конечным потенциалом формаль-
но соответствует теории возмущений, а функцио-
нал по крайней мере имеет один отрицательный
минимум. Переход от бесконечного потенциала к
конечному нельзя рассматривать как малое воз-
мущение. Поэтому максимальное значение  не
следует ассоциировать с . Однако оценивать
нижний уровень как 
можно. Теперь следует определить число мод в
модели ЛДЛ. Обычно используется простой изо-
тропный закон дисперсии , например квад-
ратичный или линейный. Энергия Ферми задает-
ся плотностью свободных носителей n в беско-
нечных структурах, а не определяется. Число мод
вдоль L вычисляется как число укладывающихся
де-бройлевских длин волн . Считается, что
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уровни распределены равномерно с промежут-
ком . Поэтому , что ха-
рактерно для 1-d проводников. Для 2-d провод-
ников , и число мод получается
делением площади круга на площадь одной моды:

. Для 3-d проводника де-
лится объем в импульсном пространстве на объ-
ем, приходящийся на одну моду:

(25)

Поскольку до этого спин не учитывался, здесь
введен фактор вырождения по спину . Фор-
мула (25) не учитывает глубину потенциальной
ямы и хорошо работает только для достаточно
широких и глубоких ям, когда состояний много
(точнее говоря, для вырожденного газа невзаимо-
действующих фермионов). Из нее для макси-
мального импульса , как обычно, получаем

 Для нанопроводов равно-
мерность распределения уровней нарушается.
Нужно решать задачу (23) желательно со слож-
ным потенциалом с неплоским дном. Хотя функ-
ция (25) ступенчато зависит от размеров, при ма-
лых размерах она может плохо коррелировать с ре-
альным числом уровней (рис. 4). Энергия (24)
отсчитывается от дна бесконечно глубокой ямы и
плохо определяет уровни вблизи края ямы конеч-
ной глубины. Если  находится из (23), то функ-
цию  следует определять как число уровней

энергии, удовлетворяющих условию 

Рассмотрим медную нанопроволоку с разме-
рами , , d = 0.3615 нм. Берем

,  эВ. Потенциал ионизации
иона меди  эВ. Глубину ямы с учетом
смещения на  уровня  определяем
как  эВ. Согласно принципу равномер-
ного распределения состояний в фазовом про-
странстве получаем , тогда как мини-
мизация функционала (23) по девяти базисным
функциям (три по каждой из координат) дает

 эВ, а по 25 функциям  эВ.
Соответственно изменяются уровень Ферми и
число мод. Число уровней определяет эффектив-
ную плазменную частоту , которая использует-

ся в ДП металла  для
анализа волн в нанопроводах [1‒10] и колебаний
локализованных плазмонов. Здесь  соответ-
ствует вкладу в ДП от кристаллической решетки и
межзонных переходов. Для квантоворазмерных
структур эффективная  зависит от размеров и
может существенно снизится.
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Уравнение Шредингера (21) для мод в провод-
нике конечного поперечного сечения может быть
записано по аналогии с уравнением для мод соот-
ветствующего диэлектрического волновода (ДВ)
в следующем виде:

(26)

где , 
= . В ДВ  ‒ неоднородная по по-
перечному сечению ДП, где 

. Случаю  соответствует сво-
бодное движение частицы  ~

, . Потенциалу
 соответствует потенциальный барьер,

причем для энергий, меньших 0 < E < , бу-
дет . Если , то

. Электродинамический аналог для
барьера – туннелирование волн сквозь плазмен-
ную структуру с отрицательной ДП. При 
получаем потенциальную яму. Для энергий

 будет . Здесь электроди-
намический аналог – распространение собствен-
ных мод в ДВ. Отличие электродинамической за-
дачи в том, что она векторная, и в том, что она мо-
жет быть несамосопряженной (для вытекающих
мод, а также при наличии диссипации, т.е. для
комплексной ДП ). Соответственно, надо ис-
кать решения для  и  в случае разделения
мод, или более сложные задачи с тензорной ФГ
для гибридных мод [77, 78]. Решение задачи (26)
ищем в виде , что
приводит к УШ

(27)

где  ‒ искомое поперечное волновое
число. Решение (27) можно записать через функ-
цию Грина (ФГ)

(28)

Здесь ФГ выражается через функцию Ганкеля

а интегрирование ведется по области S поперечного
сечения, определяемой из условия V(x, y) < 0. На са-
мом деле это не решение задачи, а ИУ для ,
поскольку волновая функция входит в правую
часть под интеграл. Интегральное уравнение (28)
удобно тем, что может быть сведено к конечной
области, если взять яму конечных размеров. Ему
соответствует квадратичный функционал
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(29)

а также и функционал

(30)
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2
,
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x y dxdy

k
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Ω
τ

Ω Ω

Φ
=

Φ ε − Φ



 

Последний позволяет итерационно определять
собственную энергию, но совместно с итераци-
онным решением ИУ (28) для собственных функ-
ций [77], поскольку параметр  входит в правую
часть (30) нелинейно. При этом можно вводить
множители Лагранжа с соответствующими усло-
виями ортогональности собственных функций.
Решение задачи о прямоугольном ДВ на основе
такого подхода было выполнено в работах
[77, 78]. По своей форме ИУ (28) сходно с уравне-
нием метода возмущений. Однако брать волно-
вые функции  для невозмущен-
ной задачи о свободной частице c  невыгод-
но. Удобно брать волновые функции типа (22),
определенные в конечной области. Тогда метод
последовательных приближений для ИУ (28)
определяет волновую функцию уже вне ямы, т.е.
позволяет определить вероятность обнаружения
частицы во всей области, хотя интегрирование
проводится только по области  (для трехмерной
задачи – в ). Такой подход более предпочтите-
лен, чем на основе (23). Для ДВ он позволяет
определять комплексные моды [77]. Для опреде-
ления действительных значений энергии удобнее
искать экстремум (29) .

5. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
ПРОВОЛОЧНОГО ВОЛНОВОДА

На рис. 5 представлены результаты вычисле-
ния дисперсии моды H11 волновода в виде изоли-
рованного металлического бруса прямоугольной
формы ( ). Впервые возможность распро-
странения волны вдоль одиночного металличе-
ского провода рассмотрел А. Зоммерфельд [79,
80]. Это известная втекающая медленная поверх-
ностная волна Зоммерфельда–Ценнека. При
очень высоких оптических частотах, когда металл
по свойствам становится близок к диэлектрику,
она переходит в основную HE11-волну ДВ (см.
[77, 80]). Для круглого волновода и проволочного
фотонного кристалла волна рассчитана в [10]. Со-
ответствующая волна Ценнека над проводящей
полуплоскостью быстрая. Простейший метод
расчета в тонком проводнике состоит в возбуж-
дении пространства осевым током с помощью

kτ

( )exp x yik x ik y− −
0V =

S

Ω

( ) 0δΛ Φ =

w t=

ФГ и наложение импедансных условий на по-
верхности. Будем придерживаться более строгого
метrода объемного ИУ [10, 77], заключающегося в
том, что возбуждение происходит за счет тока по-
ляризации

В нашем случае в силу представления 
 получается двумерное объем-

ное ИУ, т.е. уравнение на поперечном сечении S:

(31)

Пусть  ‒ число уровней энергии в соответ-
ствующей потенциальной яме для двумерного
УШ. Оно соответствует случаю, когда длина про-
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Рис. 5. Замедление  (штрих означает реаль-
ную часть) для квадратного медного провода для

 (1), 100 (2) и 5 нм (3).
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водника бесконечно большая, и от соответствую-
щей ей координаты зависимости нет. Определе-
ние  требует решения задачи квантовой
механики, но приближенно можно взять

. В яме конечной длины ве-
личина  есть число состояний на дли-
не L в области импульсов . Уровень  рас-
щепляется на  подуровней в силу зависимости

. Здесь . По-
этому . В широкой яме
уровни близки, и поэтому можно считать

, поскольку .
Число электронов проводимости в единице объе-
ма проводника есть

(32)

Поэтому в  следует брать плазменную частоту

 со значением n из (32). Для кван-
товой точки с малым размером L следует рассмат-
ривать трехмерную яму с числом уровней 
и определять . В случае нескольких
атомов в структуре квантовой точки более точный
подход может быть основан на более точном
определении уровней, например методом силь-
ной связи [71, 76].

Уравнение (31) является гиперсингулярным
ИУ. Для его решения образуем билинейный функ-
ционал

(33)

Методы понижения порядка сингулярности для
ИУ типа (31) получены в ряде работ и приведены
в [77]. В качестве  возьмем разложение по
модам прямоугольного волновода, касательные
компоненты которых обращаются в нуль на кон-
туре поперечного сечения S. Перенесем действие
оператора  на , что уменьшает сингулярность
ядра, при этом контурные интегралы не возникают.
Поскольку внутри провода  =

 и 

= 0, , где  ‒ поперечное волно-
вое число в металле, то снижается число коэффи-
циентов в представлении поля. Функции, по ко-
торым будем разлагать поле, представим так [77]:
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где  , B1 =

, , ,

, , B4 =

, при этом .

Для собственных мод ДВ без диссипации  и
. Такая мода медленная: , а величины

 и  действительные. При понижении частоты мо-
да может стать несобственной быстрой вытекаю-
щей. Для металлического провода все поперечные
волновые числа, включая  и , комплексные. Для

квадратного провода . На са-
мом деле моды волновода гибридные, т.е. следует
учесть электрическое поле, возбуждаемое компо-
нентой . Ее запишем в двух видах:

Электрическое поле, соответствующее , пред-
ставляется так:
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Здесь  Ом. В силу симметрии все моды
удобно классифицировать как четные-нечетные
относительно x и y порознь для компонент  или
Hz [77]. Однако традиционная классификация
рассматривает гибридные EH- и HE-моды. Ос-
новная мода ДВ без низкочастотной отсечки –
это HE11-мода, где индексы соответствуют числу
вариаций поля вдоль осей: , .
В ДВ  и  не целые и приближаются к таковым
значениям только при высоких частотах [77]. В
металлическом проводе эти параметры не только
не целые, а даже комплексные, поэтому волна
экспоненциально затухает к его центру. Это так,
если глубина проникновения δ значительно
меньше размеров, при этом существенен поверх-
ностный импеданс. Если δ намного больше попе-

речных размеров,  поле внутри провода почти
не изменяется. Этот случай соответствует тому,
что имеются только основные волны, различаю-
щиеся поляризацией. Пусть , тогда .
Такая HE-мода описывается коэффициентами

, . Для нее  и , т.е. мода в ос-
новном определяется через компоненту Hz(x, y) =

, а влиянием  можно прене-
бречь. При стремлении частоты к нулю все про-
дольные компоненты стремятся к нулю, и мода
становится близка по структуре к плоской волне,
идущей со скоростью света. Если , имеем
четырехкратное поляризационное вырождение.
Поперечное волновое число в вакууме удобно
определять из функционала совместно с реше-
нием ИУ (31):

(34)

Функционал (34) упрощается, если  ‒ попе-
речные функции H-мод полого прямоугольного
волновода. В этом случае . Тогда
для определения моды HE11 достаточно двух мод.
Для моды квадратного провода α = β =

, поэтому (34) становится
дисперсионным уравнением. Его решение при-
ведено на рис. 5. Для толстого провода берем
плазменную частоту меди . Для
медного провода с  нм 
× 1016 ГГц, что практически совпадает с . Для
провода с  нм оценка дает , n ≈

 

В обоих случаях взято , . На
сверхнизких частотах глубина проникновения 
много больше размеров проволоки, которая явля-
ется слабо направляющей структурой. Волна идет
практически со скоростью света, но чуть медлен-
нее и немного втекает (малая часть энергии идет в
проводе, а большая часть энергии распространя-
ется в вакууме). Медленность обусловлена конеч-
ностью поперечного сечения. Волна HE11 вырож-
дается в волну H11, для которой приближенно

можно написать дисперсионное уравнение 
, где обо-

значено

Для провода в низкочастотном пределе EH-вол-
ны также трансформируются в E-волны, которые
также переходят в плоскую волну. С ростом ча-
стоты уменьшается глубина проникновения  и
замедление растет, достигая максимума при 
(если размер не слишком мал). Далее существенен
импедансный характер структуры и уменьшение
скин-слоя, приводящие к уменьшению втекания и
снижению замедления с частотой. Но в области
плазмонного резонанса  замедле-
ние опять растет, возникает медленный поверх-
ностный плазмон, переходящий в области выше
плазменной частоты в моду ДВ. Отсутствие низ-
кочастотных отсечек по сравнению с идеальным
ДВ связано с комплексной ДП металла.
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ДАВИДОВИЧ

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В рамках модели ЛДЛ получены простые соот-

ношения для баллистического транспорта в про-
водниках малых, но конечных размеров, позволя-
ющие использовать импедансный подход на от-
носительно низких частотах с учетом поперечных
размеров. Для высокочастотного электродинами-
ческого моделирования наноразмерных прово-
лочных и пленочных металлических структур
следует учитывать зависимость числа мод прово-
димости, плотности состояний и плазменной ча-
стоты от размеров, при этом поверхностная про-
водимость становится зависимой от размеров
структуры.

Изменение плазменной частоты может суще-
ственно повлиять на анализ плазмонов в нанострук-
турах. Физически объяснить изменение плазменной
частоты и проводимости можно путем усиления
влияния связанных состояний на поверхности и
изменением условий связи в атомах в структуре
малых размеров. Строгая оценка указанных эф-
фектов должна быть основана на строгом реше-
нии задач квантовой механики. При размерах

 нм проводимость медного нанопровода
выше, чем многослойной структуры аналогичной
толщины из графеновых нанолент или углерод-
ных нанотрубок [53], поэтому использование ме-
таллических структур весьма перспективно.

Предложены простые виды конфигурации по-
тенциалов в проводниках и соответствующие
функционалы для УШ, позволяющие прибли-
женно и точно оценивать число энергетических
уровней и мод проводимости. Для квантовораз-
мерных наноструктур простые приближенные
оценки могут существенно расходится с точными
значениями.
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