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Получены аналитические формулы для всех компонент высокочастотного поля, вектора Пойнтинга
 и вектора групповой скорости  электромагнитных волн, которые распространяются в произ-

вольном направлении в неограниченной бигиротропной среде, описываемой эрмитовыми тензорами
диэлектрической и магнитной проницаемостей. Доказано, что соответствующие компоненты век-
торов  и  пропорциональны друг другу (и, следовательно, эти векторы параллельны), причем от-
ношение этих компонент представляет собой объемную плотность энергии волны. Рассчитано измене-
ние модуля и ориентации вектора  и ориентации вектора  в зависимости от ориентации волнового
вектора для различных типов электромагнитных волн, распространяющихся в ферромагнитной
среде (частном случае бигиротропной среды). Найдено, что векторы  и  всегда ориентированы
одинаково для всех типов волн в ферромагнитной среде.
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ВВЕДЕНИЕ

Исторически понятия “вектор групповой ско-
рости” и “вектор Пойнтинга” возникли незави-
симо друг от друга, причем оба этих понятия были
введены в физику при описании волн в изотроп-
ных средах. Так, идея групповой скорости волны,
отличающейся от фазовой скорости, впервые бы-
ла предложена Гамильтоном в 1839 г., а позднее
(поскольку эта идея осталась незамеченной) по-
нятие о групповой скорости вновь было введено
Стоксом и Рэлеем. Общее представление о пото-
ке энергии в пространстве было введено в физику
Умовым в 1874 г., а затем Пойнтинг в 1885 г. полу-
чил формулу для расчета потока электромагнит-
ной энергии. В дальнейшем понятия вектора
групповой скорости  и вектора Пойнтинга1 
стали использовать и для характеристики волн в
анизотропных средах. Поскольку оба эти вектора
были введены в физику независимо друг от друга,
то при их использовании для характеристики
волн в анизотропных средах необходимо было
установить как их взаимную ориентацию, так и их
ориентацию по отношению к направлению пере-

носа энергии. В частности, для плоских волн в
безграничной анизотропной среде в [1] было по-
казано, что в отсутствие поглощения скорость пе-
реноса энергии равна групповой скорости, а в [2] –
что в прозрачной немагнитной среде с симметрич-
ным тензором диэлектрической проницаемости
векторы  и  нормальны поверхности волновых
векторов. В дальнейшем на основе использован-
ного в [2] подхода аналогичные результаты были
получены для магнитостатических волн в различ-
ных ферритовых структурах [3] и для электромаг-
нитных волн в безграничной бигиротропной среде,
описываемой эрмитовыми тензорами диэлектри-
ческой и магнитной проницаемостей [4], а в ра-
ботах [5–7] была исследована скорость переноса
энергии волн в среде с положительной аномаль-
ной дисперсией и в среде с проводимостью.

Следует, однако, отметить, что поскольку в ра-
ботах [2–4] фактически было доказано, что век-
торы  и  нормальны одной и той же поверхности
(поверхности волновых векторов или изочастот-
ной поверхности), то возникает вопрос: всегда ли
эти векторы будут направлены одинаково или же
существуют среды (условия), когда эти векторы
могут быть направлены противоположно? Оче-
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1 Часто называемого также вектором Умова–Пойнтинга.
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видно, что кроме анализа уравнений в векторной
форме для сравнения ориентаций векторов  и 
у волн с неколлинеарной ориентацией групповой
и фазовой скоростей необходимо получить для
них аналитические выражения в какой-нибудь
анизотропной среде, причем при выводе данных
выражений не следует использовать различные
приближенные методы. Одной из наиболее под-
ходящих анизотропных сред для такого исследо-
вания является бигиротропная среда (частными
случаями которой являются плазма и ферромаг-
нитная среда), в которой ранее уже исследовалось
распространение электромагнитных волн на ос-
нове уравнений Максвелла (без магнитостатиче-
ского приближения) [8–12].

Ниже, развивая исследования, изложенные в
[8, 9, 12], получены аналитические выражения
для векторов  и  электромагнитных волн, рас-
пространяющихся в произвольном направлении
в бигиротропной среде, найдено отношение про-
екций этих векторов, проанализирован физиче-
ский смысл этого отношения, а также рассчитаны
ориентации этих векторов для безграничной фер-
ромагнитной среды.

1. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ, 
ОПИСЫВАЮЩИЕ РАСПРОСТРАНЕНИЕ 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН
В НЕОГРАНИЧЕННОЙ 

БИГИРОТРОПНОЙ СРЕДЕ

Распространение электромагнитных волн в
неограниченном бигиротропной среде уже иссле-
довалось ранее (подробнее см. [8, гл. 5] и [9, гл. 5]).
Напомним кратко основные соотношения, необ-
ходимые для намеченного исследования.

Пусть имеется бигиротропная среда, намагни-
ченная до насыщения однородным постоянным
магнитным полем . Введем декартову систему
координат ΣD = {x; y; z} так, чтобы ось z была на-
правлена вдоль вектора . В общем случае та-
кую намагниченную бигиротропную среду можно
охарактеризовать диэлектрической и магнитной
проницаемостями, описываемыми эрмитовыми
тензорами второго ранга  и  :

(1)

Электромагнитное поле с частотой ω, распро-
страняющееся в данной среде и изменяющееся во
времени по гармоническому закону ~exp(iωt),
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должно удовлетворять системе уравнений Макс-
велла для комплексных амплитуд:

(2)

где c – скорость света в вакууме,  и  – ком-
плексные амплитуды векторов напряженностей
электрического и магнитного СВЧ-полей, а  и  –
комплексные амплитуды векторов напряженно-
стей электрической и магнитной СВЧ-индукций,
которые связаны с  и  соотношениями

(3)

С учетом выражений (1) и (3) систему (2) можно
записать в виде

(4)

(5)

(6)

(7)
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(11)

где k0 = ω/c.

Из системы (4)–(11) можно получить два урав-
нения, содержащие лишь компоненты Ez и Hz.
Действительно, продифференцируем уравнение (4)
по y, а уравнение (5) – по x и вычтем полученные
выражения:
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Продифференцируем также уравнение (8) по , а
уравнение (9) – по x и вычтем полученные выра-
жения:

(13)

Третье слагаемое в (12) преобразуем с учетом вы-
ражения (11), а затем с учетом (6); четвертое сла-
гаемое в (12) преобразуем с учетом выражения (7),
а затем сложим его с пятым слагаемым в (12) и
учтем (10). В итоге уравнение (12) примет вид

(14)

где .

Теперь третье слагаемое в (13) преобразуем с
учетом выражения (7), а затем с учетом (10). Чет-
вертое слагаемое в (13) преобразуем с учетом вы-
ражения (11), а затем сложим его с пятым слагае-
мым в (13) и учтем (6). В итоге уравнение (13) при-
мет вид

(15)

где .

Таким образом, мы получили систему из двух
уравнений, (14) и (15), содержащих лишь компо-
ненты Ez и Hz. Будем искать решения этой системы
в виде однородной плоской электромагнитной вол-
ны с волновым вектором , т.е. будем считать, что
компоненты полей  и  (Ex Ey, Ez, Hx, Hy и Hz)
изменяются в пространстве, как и во времени, по
гармоническому закону:

(16)

(17)

где наряду с декартовой системой координат вве-
дена также сферическая система координат ΣS =
= {r; ϕ; θ} в соответствии с соотношениями
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Очевидно, что модуль k волнового вектора  и его
компоненты kx, ky и kz также связаны соотноше-
ниями

причем , где kϕ – проек-

ция вектора  на плоскость xy, т.е. 

. Подставляя выражения
(16) и (17) в (14) и (15), получим систему уравнений

(18)

(19)

где безразмерные функции Fν, Fg и Fνg в системах
ΣD и ΣS имеют вид

(20)

(21)

(22)

причем обе недиагональные компоненты ν и g
тензоров  и  входят только в функцию Fνg, тогда
как в функцию Fν входит только компонента ν, а
в функцию Fg – только g.

Приравнивая отношения Hz0/Ez0, найденные
из (18) и (19), получим дисперсионное уравнение
для электромагнитных волн в бигиротропной
среде:

(23)

Перемножая Fν и Fg и находя  в (23) с учетом (20)–
(22), получим следующее биквадратное уравне-
ние2 относительно k/k0:

(24)

Выражения (23) и (24) представляют собой раз-
ные формы дисперсионного уравнения для элек-
тромагнитных волн в бигиротропной среде.

2 Уравнение (24) приведено ранее, см. [9, (4.31)].
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Дискриминант D уравнения (24) можно при-
вести к виду

(25)

из которого видно, что последнее слагаемое в (25)
может быть отрицательным, поэтому необходимо
проверять (исходя из конкретных зависимостей
компонент тензоров  и ), является ли величина
D всегда положительной для конкретной иссле-
дуемой среды. Следует отметить, что в таких сре-
дах как плазма и ферромагнетик, где либо ν = 0,
либо g = 0, выражение (25) существенно упроща-
ется. Например, при g = 0 и ν ≠ 0, а также при g ≠ 0
и ν = 0 получим соответственно:

(26)

(27)

Очевидно, что в (26) и (27) все слагаемые положи-
тельны и величина D не может принимать в этих
случаях отрицательные значения.

2. ВЫРАЖЕНИЯ ДЛЯ КОМПОНЕНТ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 

И КОМПОНЕНТ ВЕКТОРА ПОЙНТИНГА
В БИГИРОТРОПНОЙ СРЕДЕ

Запишем выражения для электрических и маг-
нитных компонент ВЧ-поля через амплитуду од-
ной из компонент – например, через амплитуду
Ez0. Для компоненты Hz такое выражение можно
записать непосредственно из соотношения (17):

(28)

Выражения для остальных компонент ВЧ-поля
получим, подставляя соотношения (16) и (17) в
уравнения (4)–(11), производя дифференцирова-
ние и помножив полученные выражения на i:
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Помножим уравнение (36) на ky, а уравнение (31) –
на (εkx – igky) и вычтем полученные выражения
(чтобы избавиться от слагаемых, содержащих
компоненту Ex0), а затем из полученного уравне-
ния найдем величину Ey0. Подставляя Ey0 в (16) и
учитывая соотношения (18) и (28), получим

(37)

Аналогичным образом помножим уравнение (36)
на kx, а уравнение (31) – на (εky + igkx) и сложим
полученные выражения (чтобы избавиться от
слагаемых, содержащих компоненту Ey0). В итоге,
находя из полученного уравнения величину Ex0 и
подставляя ее в (16), с учетом (18) и (28) имеем

(38)

Помножим уравнение (32) на ky, а уравнение (35) –
на (μkx – iνky) и вычтем полученные выражения
(чтобы избавиться от слагаемых, содержащих
компоненту Hx0). В итоге, находя из полученного
уравнения величину Hy0 и подставляя ее в (17), с
учетом (18) и (28) получим

(39)

Помножим уравнение (31) на kx, а уравнение (34) –
на (μky + iνkx) и сложим полученные выражения
(чтобы избавиться от слагаемых, содержащих
компоненту Hy0). В итоге, находя из полученного
уравнения величину Hx0 и подставляя ее в (17), с
учетом (18) и (28) имеем

(40)
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Итак, в формулах (28), (37)–(40) все компоненты
электромагнитного ВЧ-поля выражены через ам-
плитуду Ez0.

Получим теперь выражения для компонент
вектора Пойнтинга , который, как известно,
определяется формулой

(41)

Используя формулы (28), (37)–(40) и учитывая,
что k0 = ω/c, для компонент вектора Пойнтинга
получим следующие выражения:

(42)

(43)

(44)

Выше при последнем преобразовании величины
Pz использованы соотношения между величинами
Fν, Fg и Fνg в соответствии с (23) и выражение (22).

3. ВЫРАЖЕНИЯ ДЛЯ КОМПОНЕНТ 
ВЕКТОРА ГРУППОВОЙ СКОРОСТИ 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН
В БИГИРОТРОПНОЙ СРЕДЕ

Прежде чем получить выражения для вектора
групповой скорости и его компонент в бигиро-
тропной среде, оговорим условия применимости
этих выражений и самого термина групповая ско-
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рость. Как известно, групповая скорость – это
скорость перемещения полезного сигнала, моду-
лирующего синусоидальную волну (с более высо-
кой частотой), при условии, что форма этого сиг-
нала по мере распространения волны сохраняется.
Очевидно, что это условие безоговорочно выпол-
няется только в средах с линейной дисперсией. В
диспергирующих же средах, к которым относится
исследуемая бигиротропная среда и многие дру-
гие анизотропные (по отношению к распростра-
нению волн) среды, следует оговорить условия
применимости понятия групповой скорости.
Так, в работе [13] было предложено использовать
понятие “групповая скорость” в таких средах
лишь на некотором конечном расстоянии, на кото-
ром форма модулирующего сигнала практически не
искажается, причем величина этого расстояния,
очевидно, будет зависеть от дисперсионных харак-
теристик конкретной среды. В частности, разви-
вая представленный в [13] подход, в работе [14]
было предложено оценивать это расстояние по
формуле, включающей отношение первой произ-
водной и квадрата второй производной диспер-
сионной зависимости среды (см. [14, ур-ния (24)
и (25)]).

Таким образом, учитывая степень кривизны
дисперсионной зависимости, мы всегда можем
выбрать расстояние, на котором при данных кон-
кретных условиях (параметрах среды) можно ис-
пользовать понятие групповой скорости. Очевид-
но также, что если ограничиться рассмотрением
случаев, когда модулируемая волна распростра-
няется на очень маленькое (бесконечно малое)
расстояние, то тогда понятие групповой скорости
можно использовать практически в любой среде.
Поэтому можно считать, что приведенные ниже
выражения для вектора групповой скорости и его
компонент всегда справедливы при распростра-
нении электромагнитных волн в бигиротропной
среде на малые расстояния.

При сформулированных условиях выражение
для вектора групповой скорости волны , харак-
теризующего величину скорости и направление пе-
ремещения группы волн, определяется выражени-
ем (см., например, [13, 15])

(45)

причем соотношение (45) справедливо не только
для волны, являющейся суммой двух или не-
скольких синусоидальных волн, но и для волны,
представляющей собой узкий квазимонохрома-
тический волновой пакет с определенным набо-
ром частот и волновых чисел [13]. Как правило,
при исследовании реальных сред или структур за-
висимость  в явном виде можно получить
лишь в редких случаях, тогда как вывести диспер-
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сионное уравнение волны  удается го-
раздо чаще. Поэтому, используя правило диффе-
ренцирования неявной функции, выражение (45)
можно записать в виде

(46)

Выражение (46) удобно использовать при иссле-
довании волн в анизотропных средах, где групповая
скорость отличается от фазовой не только по вели-
чине, но и по направлению. Так, вектор 
определяет пространственную ориентацию век-
тора , а производная ∂F/∂ω – это число, которое
(вместе с модулем вектора ) определяет
модуль вектора .

При фиксированных параметрах среды и зна-
чении частоты дисперсионное уравнение прини-
мает вид

и описывает поверхность волновых векторов или
изочастотную поверхность. Семейство изочастот-
ных поверхностей (или – в двумерном случае –
изочастотных зависимостей), рассчитанных для
различных фиксированных значений частоты,
часто анализируется в работах по исследованию
волн в анизотропных средах, поскольку вектор

 (а значит, и вектор ) всегда направлен
по нормали к изочастотным поверхностям или
зависимостям (называемым в векторном анализе
поверхностями или зависимостями уровня). Это
свойство обычно используется для наглядного
изображения вектора  (см., например, [15, 16]).

Вычислим теперь вектор групповой скорости
 электромагнитных волн, распространяющихся

в бигиротропной среде. Подставляя в (46) частные
производные3 дисперсионного уравнения (23) по
волновым числам, получим

(47)

3 Во избежание ошибок при дифференцировании уравне-
ния (23) по волновым числам, как и при дифференциро-
вании по частоте ω, следует заменить используемые обо-

значения , Fν, Fg и Fνg соответствующими выражения-
ми (20)–(22), содержащими волновые числа kx, ky, и kz, а
величину k0 заменить на ω/c. После проведения диффе-
ренцирования перечисленные обозначения можно вновь
использовать для краткой записи выражений (47)–(50).
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Производную ∂F/∂ω, входящую в соотноше-
ния (46)–(49), можно найти из дисперсионного
уравнения (23). Предполагая, что компоненты εzz
и μzz не зависят от частоты, и оставляя произволь-
ными зависимости от частоты компонент ε, g,

,μ, ν и , получим следующее выражение:

(50)

4. ОБСУЖДЕНИЕ 
ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ. 

ФИЗИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ОТНОШЕНИЯ 
МОДУЛЕЙ ВЕКТОРА ПОЙНТИНГА 

И ВЕКТОРА ГРУППОВОЙ СКОРОСТИ
Сравнивая выражения для компонент вектора

Пойнтинга  (42)–(44) и выражения для компо-
нент вектора  (47)–(49), видно, что соответству-
ющие компоненты Px, Py, Pz и Ux, Uy, Uz пропорци-
ональны друг другу, т.е.

(51)

где V = ω/k – модуль фазовой скорости волны.
Пропорциональность компонент Px, Py, Pz и

Ux, Uy, Uz означает, что вектор Пойнтинга  и век-
тор групповой скорости  всегда параллельны.
Однако параллельность векторов  и  в бигиро-
тропной среде не означает, что эти векторы все-
гда направлены одинаково, поскольку, как видно
из (51), коэффициент пропорциональности w в
принципе может быть как положительным, так и
отрицательным числом (величины ∂F/∂ω, Fν и Fg,
по-видимому, могут быть как положительными,
так и отрицательными). Очевидно, возникает во-
прос, возможна ли в принципе такая ситуация,
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когда величина w будет отрицательной, и что это
означает.

Для ответа на этот вопрос выясним физиче-
ский смысл величины w. Очевидно, что пропор-
циональность компонент Px, Py, Pz и Ux, Uy, Uz в со-
ответствии с (51) означает также, что

(52)

Поскольку модуль вектора Пойнтинга описывает
энергию, проходящую за 1 с через единицу пло-
щади, а модуль вектора групповой скорости опи-
сывает расстояние, которое проходит эта энергия
(в направлении, перпендикулярном единичной
площади) за эту же секунду (и, следовательно, эта
энергия равномерно распределена вдоль этого
расстояния), то очевидно, что модуль величины w
описывает объемную плотность энергии волны.

Возникает вопрос, как же следует интерпрети-
ровать знак, которым в соответствии с (51) обла-
дает величина w. Рассуждая логически, мы долж-
ны сделать вывод, что, если векторы  и  на-
правлены одинаково, то волна характеризуется
положительной объемной плотностью энергии, а
если эти векторы направлены противоположно, –
отрицательной объемной плотностью энергии.
Как видно, вопрос о взаимной ориентации векто-
ров  и  сводится к вопросу о существовании
волн с отрицательной объемной плотностью энер-
гии, что в отличие от классической физики допус-
кает квантовая физика [17, 18].

5. ОРИЕНТАЦИИ 
ВЕКТОРА ПОЙНТИНГА 

И ВЕКТОРА ГРУППОВОЙ СКОРОСТИ 
У ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН 

В НЕОГРАНИЧЕННОЙ 
ФЕРРОМАГНИТНОЙ СРЕДЕ

Попробуем выяснить взаимную ориентацию
векторов  и  для электромагнитных волн, рас-
пространяющихся в неограниченной ферромаг-
нитной среде, у которой диэлектрическая прони-
цаемость – скаляр (εzz =  = ε, g = 0), μzz = const,
а компоненты μ и ν зависят от частоты следую-
щим образом:

(53)

(54)

где ωH = γHc0, ωM = 4γπMc0, , γ –
гиромагнитная постоянная, 4πMc0 – намагничен-
ность насыщения феррита.
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Дисперсионное уравнение, описывающее
электромагнитные волны в неограниченной фер-
ритовой среде, в соответствии с (23) примет вид

(55)

Полагая в (50) εzz =  = ε = const и g = 0, получим
выражение

(56)

Найдем производные величин μ,  и ν/μ по ча-
стоте, исходя из (53) и (54):

(57)

(58)

(59)

Из формул (57)–(59) видно, что производные ве-
личин μ,  и ν/μ по частоте всегда являются поло-
жительными числами.

Прежде чем проводить расчеты, напомним,
что недавно в работе [12] исследовались изоча-
стотные поверхности и их сечения (изочастотные
зависимости) для электромагнитных волн в неогра-
ниченной ферромагнитной среде. В частности, как
видно из [12], можно считать, что все изочастотные
поверхности этих волн образованы путем враще-
ния соответствующих изочастотных зависимо-
стей4 вокруг оси z (см. [12, рис. 1 и 2]). Таким обра-
зом, не обязательно исследовать характеристики
волны (например, ориентации и модули векторов 
и ) в каждой точке изочастотной поверхности –
достаточно рассмотреть эти характеристики
только для точек изочастотной зависимости, ко-
торая является сечением этой поверхности любой
плоскостью, проходящей через ось z. В частно-
сти, ниже при проведении расчетов в качестве та-
кой плоскости использована плоскость xz. Отме-
тим, что кроме изочастотной зависимости kx(kz) в
плоскости xz также лежат произвольный волно-

4 Используя терминологию стереометрии, можно сказать,
что изочастотная зависимость является образующей для со-
ответствующей фигуры вращения – изочастотной поверх-
ности.
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вой вектор , направленный в любую точку этой
зависимости, вектор групповой скорости , ис-
ходящий из этой точки, и вектор Пойнтинга ,
параллельный вектору  в соответствии с (51).
Таким образом, не теряя общности рассуждений,
вместо трехмерного анализа можно проводить
двумерный анализ характеристик волн в плоско-
сти xz, полагая при этом Py = Uy = 0.

Отметим, что при расчетах углы, определяю-
щие ориентации векторов ,  и , удобнее от-

k
��

U
��

P
��

U
��

k
��

U
��

P
��

считывать5 от оси x, а не от оси z. Поэтому введем
угол θ', определяющий ориентацию вектора  от-
носительно оси x, причем угол θ' и введенный ра-
нее угол θ будут связаны простым соотношением

(60)

5 Это связано с тем, что в исследуемой среде векторы ,  и
 не всегда могут быть ориентированы вдоль оси z, а вдоль

оси x эти векторы могут быть направлены всегда и для всех
типов волн (что видно из приведённых далее рисунков).
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θ = θ + °' 90 .

Рис. 1. Модуль U вектора групповой скорости (а), а
также ориентации ψU и ψP вектора групповой скоро-
сти и вектора Пойнтинга (б) в зависимости от ориен-
тации θ' волнового вектора для нерезонансных волн в
неограниченном ферромагнитном пространстве при
f = 0.3 (1), 0.8 (2), 1.8 (3), 6 (4), и 20 ГГц (5); на вставке –
изочастотные зависимости для kx > 0 при f = 0.3 (1),
0.8 (2), 1.8 (3).
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Рис. 2. Модуль U вектора групповой скорости (а), а
также ориентации ψU и ψP вектора групповой скоро-
сти и вектора Пойнтинга (б) в зависимости от ориен-
тации θ' волнового вектора для пострезонансных
волн в неограниченном ферромагнитном простран-
стве при f = 6 (1), 7 (2), 10 (3) и 20 ГГц (4); на вставке –
изочастотные зависимости для kx > 0 при f = 6 (1),
7 (2), 10 (3).
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Теперь, подставляя выражения (57)–(59) в (56), а
(56) в (47)–(49), можно найти модуль вектора
групповой скорости

(61)

и угол, определяющий ориентацию вектора  от-
носительно оси x,

(62)

Точно также можно найти модуль вектора Пойн-
тинга

(63)

и угол, определяющий ориентацию вектора  от-
носительно оси x,

(64)

Изменение величины U и углов ψU и ψP в зависи-
мости от ориентации θ' волнового вектора  для
нерезонансной, пострезонансной и спиновой
волн, распространяющихся в ферромагнитной
среде, представлены6 соответственно на рис. 1–3,
а на вставках к рис. 1, 2 и на рис. 4 показаны соот-
ветствующие изочастотные зависимости для по-
ложительных значений kx. Отсчет углов ψP, ψU и θ'
на рис. 1–4 производился относительно оси x
(или kx). При расчетах использованы следующие
параметры среды: Hc0 = 300 Э, ε = 15 и 4πMc0 =
= 1750 Гс (что соответствует железо-иттриевому
гранату).

Как видно из рис. 1б, 2б и 3б, углы ψU и ψP сов-
падают для всех типов электромагнитных волн в
ферромагнитной среде.

Отметим, что использование для расчета углов
ψU и ψP формул (62) и (64), содержащим функцию
арксинус, обусловлено тем, что при вычислении

6 Изменение величин P и w в данной работе не представле-
но, поскольку они зависят от мощности источника воз-
буждения волн. Казалось бы, можно их нормировать на

множитель , однако такой расчет приведет к некор-
ректному представлению об изменении величин P и w в за-
висимости от различных параметров. Так, например, зави-

симости  и  не имеют смысла при рас-
пространении волн вдоль оси z, поскольку в этом случае
формулы (42)–(44) и (51) нельзя использовать (так как в их
знаменателе будет стоять sin2θ = 0) и, кроме того, в этом
случае Ez0 = Hz0 = 0 (о чём упоминалось в [9, 12]). Отметим
также, что при распространении волн вдоль осей x и y фор-
мулы (42)–(44) и (51) также нельзя использовать, посколь-
ку в знаменателе будет стоять Fg = 0 (если подставить в

формулу (21) kz = 0, а  положить равным  в соот-
ветствии с [9, (4.52)], то получим Fg = 0). Таким образом,
исследование изменения величин P и w представляет со-
бой отдельную задачу и выходит за рамки данной работы.
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этих углов по формулам  и
 для противоположно направ-

ленных векторов будут получены одинаковые зна-
чения углов (из-за одновременной смены знака
обеих проекций у противоположно направленно-
го условного вектора ), что поясняют построе-

arctg( )U z xU Uψ =
arctg( )P z xP Pψ =

R
��

Рис. 3. Модуль U вектора групповой скорости (а) и
ориентации ψU и ψP вектора групповой скорости и
вектора Пойнтинга (б) в зависимости от ориентации
θ' волнового вектора для спиновых волн при f = 300,
550, 800, 1050, 1300, 1550, 1770, 1915 и 2050 МГц (кри-
вые 1–9 соответственно); значения ψU и ψP, лежащие
на прямых 10 и 11, соответствуют бесконечно боль-
шой величине волнового числа k (для тех частот, у ко-
торых изочастотные зависимости имеют асимптоты).
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ния на рис. 4. Более того, поскольку область зна-
чений функции арксинус также ограничена ин-
тервалом –90…+90°, то и при вычислении углов
ψU и ψP по формулам (62) и (64) для противопо-
ложно направленного условного вектора  будет
получена неверная ориентация (ψQ вместо ψR, так
как Qz = Rz (см. рис. 4)). Поэтому значения углов
ψU и ψP, полученные по формулам (62) и (64), до-
полнительно проверяли на основе сравнения зна-
ков одинаковых проекций векторов  и  (Ux и
Px, а также Uz и Pz), и в итоге можно утверждать,
что ориентации ψU и ψP векторов  и  для всех
типов электромагнитных волн в ферромагнитной
среде всегда совпадают.

Отметим, что одинаковая ориентация векторов
 и , характерная для всех типов электромаг-

нитных волн в ферромагнитной среде, по-види-

R
��

U
��

P
��

U
��

P
��

U
��

P
��

мому, обусловлена определенными причинно-
следственными условиями, накладываемыми на
изменение компонент магнитной проницаемо-
сти в зависимости от частоты, в частности, поло-
жительными значениями производных (57)–(59)
(подробнее об этом см. [2, §80 и 84]). В то же вре-
мя вопрос о взаимной ориентации векторов  и

 в других, более сложных средах, в частности, в
средах с потерями, остается пока открытым.

Анализируя зависимости ψU(θ') и ψP(θ') на
рис. 1–3, отметим, что углы ψU и ψP изменяются в
диапазоне значений –90…+90° для спиновых
волн в интервале частот ω < ωH, а также для нере-
зонансных и пострезонансных волн, т.е. когда
изочастотная зависимость волны является за-
мкнутой кривой. Если же изочастотные кривые
являются незамкнутыми, что имеет место для
спиновой волны при  (см. рис. 4,
кривые 4–9), то распространение волн характе-
ризуется наличием углов отсечки волнового векто-
ра  и , определяемых в [12, выражения (17)], а
также наличием углов отсечки ψU1, ψU2 и ψP1, ψP2 у

векторов  и , причем зависимости ψU1( ),

ψP1( ) и ψU2( ), ψP2( ) описывают, соответ-
ственно, прямые 10 и 11 на рис. 4.

Характеризуя зависимости U(θ') на рис. 1–3,
отметим, что интервалы углов θ', где величина U
практически постоянна, соответствуют участкам
изочастотных зависимостей, которые достаточно
хорошо аппроксимирует окружность, при этом
неважно, где будет находиться центр этой окруж-
ности (ср., например, рис. 3а и 4, кривые 8).

Следует отметить, что полученные выше выра-
жения для вектора Пойнтинга, вектора группо-
вой скорости и компонент электромагнитного
поля, наряду с дисперсионным уравнением для
электромагнитных волн в бигиротропной среде
[9, 12] открывают хорошие перспективы для даль-
нейшего исследования поляризации этих волн,
влияния диссипации на их характеристики и т.п.,
что позволит получить более точное представле-
ние о волновых процессах, происходящих в ре-
альных анизотропных средах.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На основе системы уравнений Максвелла опи-

сано распространение электромагнитных волн с
произвольно ориентированным волновым векто-
ром в бигиротропной среде, характеризующейся
эрмитовыми тензорами диэлектрической и маг-
нитной проницаемостей второго ранга. Получе-
ны аналитические формулы для всех компонент
электромагнитного поля, вектора Пойнтинга  и
вектора групповой скорости  исследуемых волн.
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Рис. 4. Изочастотные зависимости спиновых волн
(для полуплоскости kx > 0) при f = 300, 550, 800, 1050,
1300, 1550, 1770, 1915 и 2050 МГц (кривые 1–9 соот-
ветственно); показаны произвольный волновой век-
тор , соответствующий вектор групповой скорости

, а также условные противоположно направленный
вектор  и симметричный ему вектор , такие, при
которых выполняются соотношения U = R = Q, Ux =
= Qx = –Rx, Uz = –Qz = –Rz; также показаны углы θ',
ψU, ψR и ψQ, определяющие, соответственно, ориен-

тации векторов , ,  и .
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Найдено, что соответствующие компоненты век-
торов  и  – Px, Py, Pz и Ux, Uy, Uz – пропорцио-
нальны друг другу, причем отношение этих ком-
понент представляет собой объемную плотность
энергии электромагнитной волны w. Рассчитаны
модуль и ориентация вектора , а также ориента-
ция вектора  в зависимости от ориентации вол-
нового вектора  для нерезонансных, пострезо-
нансных и спиновых волн, распространяющихся
в неограниченной ферромагнитной среде (част-
ном случае бигиротропной среды). Найдено, что
векторы  и  всегда ориентированы одинаково
для всех перечисленных типов волн. Обнаруже-
но, что участкам изочастотных зависимостей
волн, которые по форме близки к окружности,
соответствуют практически постоянные значе-
ния величины U.
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