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Предложен новый метод определения дисперсионного взаимодействия произвольных тел произ-
вольной формы, основанный на теории возбуждения резонатора. Использован подход Рытова–Ле-
вина–Лифшица введения флуктуационных источников тока в уравнения Максвелла, при этом по-
лучены уравнения для определения корреляций флуктуационных токов и определены корреляции
полей. Задача об определении корреляций является обратной и сформулирована на основе принци-
па детального равновесия Кирхгоффа.
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ВВЕДЕНИЕ

Хотя силы Казимира–Лифщица или диспер-
сионные силы для макрообъектов были введены
около семидесяти лет назад (см. [1‒11]), основ-
ные результаты получены в основном для плоско-
слоистых структур, причем наиболее часто для
этого используется формула Лифщица для полу-
пространств [3‒8, 11]. Для тел с криволинейной
поверхностью используются приближения на ее
основе [4]. Трудности классического описания
связаны с необходимостью знания функции Грина
(ФГ) структукры, которая удовлетворяет волно-
вому уравнению с разрывными коэффициентами
и граничным условиям. ФГ плоскослоистой струк-
туры получается относительно просто [1, 11]. Опи-
сание дисперсионных взаимодействий возможно
в рамках макроскопической квантовой электро-
динамики [4, 5]. Однако оно достаточно сложно
реализуется для тел произвольной формы. Име-
ется несколько работ, описывающих дисперси-
онные взаимодействия тел сложной и даже про-
извольной формы, например [9, 10]. Конкретные
результаты приведены для цилиндров и шаров.
Они основаны на ряде подходов: теории возму-
щений, теории матричных представлений полей с
использованием матриц рассеяния и т.п., кото-
рые часто также содержат приближения.

В данной работе представлен новый подход,
основанный на теории возбуждения резонатора
[12‒15].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Фактически теория возбуждения резонатора

позволяет строить тензорные ФГ в виде разложе-
ния по его собственным функциям. Наличие тел
приводит к теории возбуждения, для построения
которой следует решать объемно-поверхностные
интегральные уравнения [14, 15]. Эти уравнения
можно записать как интегродифференциальные.
Как результат, можно выразить поля через флук-
туационные плотности токов, а корреляции по-
лей – через корреляции этих плотностей токов.
Однако для определения корреляций флуктуаций
токов следует решать обратную задачу [1]. Рас-
смотрим макроскопические тела, описываемые
макроскопическими диэлектрической проницае-
мостью (ДП)  и магнитной проницаемо-
стью (МП) . В общем случае они тензор-
ные, а тела анизотропные. Для введения силы не-
обходимо рассмотреть, по крайней мере, два тела.
В случае одного тела можно рассматривать взаи-
модействие его частей. Для простоты и удобства
ограничимся постоянными значениями прони-
цаемостей в телах, т.е. будем использовать внутри
тел только проницаемости , , ,

, зависящие от частоты. Как будет видно,
это никак не ограничивает общность. Неодно-
родность тел приводит к дополнительным объем-
ным зарядам. Тела могут быть как микроскопиче-
ских размеров, так и наноразмерными. Основной
критерий здесь – возможность описания тел мак-
роскопическими материальными параметрами.
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Эффекты типа бианизотропии мы не рассматри-
ваем. Макроскопическое тело в поле ,  экви-
валентно действию плотностей электрического
тока поляризации  и магнитного
тока поляризации . Планков-
ская плотность энергии равновесного излучения
есть [1]

(1)

где

 ‒ функция Бозе–
Эйнштейна. Излучение создается огромным чис-
лом атомов различных нагретых тел, расположен-
ных со всех сторон. В силу этого оно имеет струк-
туру случайных стоячих волн с непрерывным
спектром. Наиболее хорошо такое излучение со-
здается в объеме со стенками, имеющими близ-
кий к единице коэффициент черноты в диапазо-
не, где заключена большая часть энергии излуче-
ния (1). Помещенное в этот объем тело той же
температуры удовлетворяет принципу Кирхгофа:
на каждой частоте оно поглощает столько же,
сколько излучает, т.е. излучательная способность
тела равна его поглощающей способности. Фор-
мально такие абсолютно поглощающие стенки эк-
вивалентны абсолютно проводящим, т.е. полностью
отражающим. Именно, излучение не выходит за
пределы резонатора с идеальными стенками, а
его энергия сохраняется. Однако плотность излу-
чения у стенок отличается от (1). Предполагается,
что в телах нет источников тепла и излучения. За-
дача допускает рассмотрение двух тел при темпе-
ратурах  и  в поле излучения с температурой 
в начальный момент времени. Такая система не
равновесная, но в начальный момент каждую из
ее подсистем можно считать равновесной. В этом
случае будет радиационный теплообмен. За боль-
шое время система придет к равновесию при неко-
торой одинаковой температуре . Взяв резонатор
очень большим с энергией излучения, существенно
большей энергий тел, можно рассматривать ради-
ационный теплообмен при постоянной темпера-
туре излучения. Однако большие размеры требу-
ют учета большого числа мод. Диссипативные тела
излучают на всех частотах, поэтому спектр непре-
рывный. Отсутствие диссипации приводит к дис-
кретному спектру частот.

Формально тепловое излучение следует учи-
тывать в уравнениях Максвелла как стороннее
поле , . Будем использовать концепцию Ры-
това–Левина–Лифшица введения в уравнения
Максвелла сторонних флуктуационных источни-
ков, эквивалентных действию указанного поля.
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Тогда вместо стороннего теплового поля следует
в телах вводить сторонние флуктуационные ис-
точники  и . Спектральные уравнения
Максвелла приобретают вид

(2)

(3)

Из них следует определить поля, вычислить их
корреляции и определить силы. Индексом 0 обо-
значены флуктуационные источники, эквива-
лентные действию теплового поля, а индексом
p – поляризационные источники, возникающие
за счет дифракции флуктуационного поля на те-
лах и их поляризации. Для полных полей имеем

Далее под словом “ток” будем понимать плот-
ность тока. Уравнения (2), (3) есть баланс токов.
Именно, полный электрический ток  есть
сумма тока смещения в вакууме , тока поля-
ризации  и стороннего тока . То же имеет
место для полного магнитного тока . От-
сутствие тел означает отсутствие токов поляриза-
ции и флуктуационных токов. В этом случае

и такое стационарное (монохроматическое) поле
в резонаторе с идеальными стенками может су-
ществовать только на определенных резонансных
частотах. Нерезонансная часть поля будет слу-
чайной функцией времени из-за несинхронных
отражений от идеальных стенок (диссипативные
стенки частично поглощают и излучают случай-
ным образом).

Рассмотрим резонатор с большими размерами
, , . Хотя в этом случае расстояния между

резонансными частотами могут быть весьма ма-
лыми, сразу видна необходимость наличия тел и
диссипации в них для описания дисперсионных
сил непрерывным спектром. В окончательных
результатах можно перейти к пределу .
Тем не менее, представление поля стоячими вол-
нами, т.е. наличие отраженных от бесконечностей
волн, свидетельствует о том, что оно создается бес-
конечно удаленными телами, поглощающими и
излучающими волны. Тепловое поле следует рас-
сматривать во всем диапазоне, при этом поля бу-
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дут случайными функциями времени. Рассмотрим
волну

и такие же волны в двух других направлениях. От-
ражение волн приведет к стоячим волнам с зави-
симостью амплитуд от времени. Для определения
энергии поля на рассматриваемой частоте вместо
квадрата амплитуды следует взять корреляцию ее
квадрата . Плотность средней за период энер-
гии электрического поля есть

Для учета магнитной энергии ее следует удвоить.
В силу изотропности излучения полагаем

где 2 в знаменателе означает учет волн противо-
положных направлений, т.е.  есть средний
квадрат амплитуды волны любого направления.
Поскольку полная плотность энергии поля

 определяется через (1) как инте-
грал от  по положительным частотам ω, а
через среднюю за период плотность энергии она
определяется как такой же интеграл с множите-
лем , то из сравнения следует

(при интегрировании и по отрицательным часто-
там следует использовать множитель ). Здесь

 ‒ постоянная Стефана–Больц-
мана. Далее также будем использовать среднюю
энергию квантового осциллятора Θ(ω, T) =

, учитывающую и нулевые
вакуумные колебания. Она в частности учитывает
их энергию в резонаторе.

Пусть теперь в резонатор внесены тела при
температуре T. Будем располагать их далеко от
стенок. Тело поглощает излучение. Поглощенное
на частоте  излучение обычно трактуется как по-
тери. Однако оно переходит в энергию колебаний
заряженных частиц, которая излучается во всем
диапазоне. Равновесность означает равенство излу-
чения и поглощения на всех частотах. Поглоще-
ние создает флуктуационные источники. Если
его нет, то следует использовать флуктуационные
поля вне тел и источники , . Внутри тел по-
ля должны быть определены как
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а вне тел как

Пусть  ‒ тензорные ФГ полого резона-
тора, . Тогда

Поля удовлетворяют связанным интегральным
уравнениям (ИУ)

(4)

(5)

Формально решение указанных уравнений можно
написать в виде

Здесь обозначены функционалы, поскольку в них
входят интегралы от источников – флуктуацион-
ных токов по объему тел. Эти функционалы
включают в себя интегралы и суммы с матричны-
ми элементами. Для их получения следует обра-
щать интегральные операторы для выражений (4)
и (5), что требует обращения матриц при реше-
нии краевой задачи.
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2. ФУНКЦИЯ ГРИНА
ПРЯМОУГОЛЬНОГО РЕЗОНАТОРА

Построение ФГ удобно основывать на теории
возбуждения полого резонатора источниками 
и , для которых  [13]. Полную
систему собственных функций прямоугольного
резонатора можно построить на основе стоячих
волн типа E и Н прямоугольного волновода вдоль
любой из осей. Здесь мы применим несколько
другой подход. Полную ортонормированную си-
стему базисных функций на отрезке  опре-
деляют функции

где , n = 1, , , .
Первая функция определяет условия магнитной
стенки, вторая – условия электрической стенки.
Имеем уравнения для вектор-потенциала

(6)

Их решения ищем в виде разложений

Такие же разложения пишем для источников. В
результате получаем

куда входят диагональные тензорные ФГ для век-
тор-потенциала с компонентами для ФГ электри-
ческого типа

Магнитная ФГ получается при замене . Те-
перь получаются тензорные ФГ для полей

3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СИЛЫ

Пусть решения в виде ,

 получены для двух тел
в резонаторe. Введем расстояние между ними d.
Это расстояние можно отсчитывать от любых то-
чек тел. Резонатор или расположение тел всегда
можно выбрать так, что отсчет расстояния идет
по любой из осей, скажем x. Пусть объемы тел 
и , а объем прямоугольного параллелепипеда
резонатора . Спектральную плотность
энергии  электромагнитного поля в вакуу-
ме найдем интегрированием по объему величины

Интегрировать следует по объему вне тел, т.е. по
объему вакуумной области. Эта величина есть
квадратичная форма от корреляций тока с матри-
цей, получающейся в результате решения краевой
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задачи. Интегрируя  по частоте, найдем пол-
ную энергию поля в вакуумной области резонатора

. Эта энергия расходится в силу расхождения
энергии вакуумных флуктуаций. Однако можно
вычислять разность . Чис-
ленно вычислять эту величину следует, обрезая
сверху интегрирование по частоте. Для обрезан-
ного интеграла тогда имеем силу .
Значение максимальной частоты обрезания сле-
дует выбирать из условия, когда результат от нее
почти не зависит. Этот подход возможен как для
объемных тел, так и для поверхностных. Под по-
верхностным телом понимаем тело в виде поверх-
ности, на которой имеет место импедансное гра-
ничное условие. Это возможно для структур типа
графена, углеродных нанотрубок, фуллеренов.
Для реальных металлических тел это не приемле-
мо, поскольку при определении дисперсионных
сил учитываются все частоты, а глубина проник-
новения в металл сильно зависит от частоты. На-
личие только поверхностных тел означает, что
весь объем  занимает вакуум. Как модель мож-
но, конечно, использовать идеально проводящие
поверхности, а также диэлектрики без диссипа-
ции. В этом случае спектр  дискретный, его не-
обходимо вычислять и определять энергию как
сумму величин . В случае тел, описывае-

мых поверхностями, вместо плотностей  и 
следует вводить поверхностные плотности тока 
и . Магнитная поверхностная плотность тока

 есть условность или модель.

Для определения дисперсионного взаимодей-
ствия применяют и другие модели. Для тел в ваку-
уме обычно использую тензор энергии-импульса
(ТЭИ) электромагнитного поля, а точнее говоря,
его пространственную часть [3]. Для вакуума
ТЭИ известен. Его пространственная часть опре-
деляет плотность потока компонент импульса,
т.е. давление на поверхность. Будем определять
отрицательное давление, т.е. натяжение на еди-
ницу поверхности. Оно дается тензором натяже-
ний Максвелла (ТНМ) – обратной величиной
пространственной части ТЭИ. Итак, притягиваю-
щая сила, действующая на внешнюю поверхность
S1 первого тела в вакууме для детерминированного
поля, определяется интегралом по поверхности от
ТЭИ  с внешней нормалью:

Поскольку ТЭИ случайного строится из квадра-
тичных величин, для флуктуационной силы натя-
жения следует взять корреляторы. Например, для
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листа графена шириной  и длиной 2l с площа-
дью  имеем силу

(7)

Локальное натяжение на единицу площади равно

Здесь взяты автокорреляции компонент полей,
которые зависят от координат и времени. Мы же
используем спектральные уравнения Максвелла
и комплексные амплитуды гармонических во вре-
мени полей. В случае действительных координат-
ных полей необходимо усреднять действительные
величины. При использовании спектральных по-
лей величины типа  часто усредняют за
период, при этом возникает множитель 1/2. Напри-
мер, плотности электрической энергии в вакууме

 соответствует спектральная плотность

, включая отрицательные частоты. Взя-
тие временных корреляций есть интегрирование по
времени и усреднение по ансамблю. В силу равен-
ства Парсеваля интегрирование энергии по вре-
мени соответствует интегрированию по частоте.
Из-за четности при интегрировании по положи-
тельным частотам результат следует удвоить, т.е.
интегрировать с множителем . Средняя элек-

трическая энергия за период есть .
Она обычно используется для монохроматиче-
ских полей. Для ее получения задействована от-
рицательная частота, поэтому при интегрирова-
нии по положительным частотам следует исполь-
зовать множитель .

Согласно Максвеллу натяжение действует на
внешнюю поверхность. Если поверхность за-
мкнутая, то интеграл от  определяет по-
ток импульса внутрь тела, т.е. переданный телу
импульс [16]. Если в вакууме взять произвольную
замкнутую поверхность, то все поля на ней не-
прерывны, при этом есть поток и через внутрен-
нюю поверхность. Это же относится и к элемен-
тарной незамкнутой поверхности. В силу непре-
рывности полный поток через любую такую
поверхность равен нулю, т.е. на произвольную
незамкнутую элементарную поверхность в вакуу-
ме силы не действуют, как и на замкнутую. На
любую поверхность вне границ раздела силы не
действуют. В случае графенового листа поверх-
ность незамкнутая двусторонняя, но на ней из-за
наличия поверхностных токов и зарядов некото-
рые компоненты поля разрывные. На двусторон-
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ней поверхности нормали противоположные. На
проводящем листе с током касательные компо-
ненты электрического поля и нормальная компо-
нента магнитного поля непрерывны, а нормаль-
ная компонента электрического поля и касатель-
ные компоненты магнитного поля терпят
разрывы [13]. Поэтому при учете силы в ТЭИ сле-
дует оставлять только разрывные компоненты.
Таковыми являются ,  и  для листа с то-
ком, нормального к оси z. В случае двух парал-

лельных листов будем рассматривать поверхност-
ную плотность силы как натяжение , прило-
женное к первому листу в сторону второго, что
обозначаем индексом 1. Обозначая

следует взять

(8)

Здесь использованы средние значения за период
и опущены зависимости от координат. Выраже-
ние (8) с обратным знаком есть затекание им-
пульса в некую область, ограниченную бесконеч-
но близкими поверхностями. При этом затекает
только поглощенная часть импульса. Импульс от
поля передается носителям заряда, которые в силу
диссипации передают ее кристаллической решет-
ке. Будем считать поверхность двухсторонней. То-
гда плотность полного поверхностного тока на ней
равна сумме токов на верхнем и нижнем листах

. Здесь мы не конкретизируем флукту-
ационные и поляризационные величины. Имеем

откуда получаем для спектральной плотности по-
верхностного заряда выражение

В силу сказанного выше мы должны использо-
вать зависящие от расстояния d величины

(здесь тильда и обозначает такую зависимость).
Также имеем , при этом ,

, . Если лист уединенный, то

, , поэтому . В присутствии
второго листа или тела возникает асимметрия и
ненулевое натяжение. Концепция двусторонней
поверхности означает, что

Здесь “шляпка” соответствует полному полю: сум-
ме дифракционной и флуктуационной частей.
Например, , . Да-
лее координаты не приводим. Поля второго листа

на первом листе непрерывны. На нем имеем не-
нулевые корреляции магнитного поля:

(9)

Действительно, для первого равенства получаем

Мы воспользовались тем, что ,

. Второе равенство получает-

ся, поскольку . Также имеем
ненулевые корреляции электрического поля:

(10)

Везде использованы пространственно-частотные
спектральные функции, т.е. имеющие зависимо-
сти типа . Очевидно, натяжение можно
представить так:

(11)

В (11) входят только частотные спектральные
функции, зависящие от координат x, y. Полное
натяжение дается взятым при z= 0 спектральным
интегралом

(12)

xH yH zE

1zT�

( )
( ) ( )

1

`

, , ,0

, , , 0 , , , 0 ,
z

zz zz

T x y

T x y T x y+ −

ω =
= ω + − ω −

�

( )1 0 0

, , , , , ,
.

4 4
x x y y x x y y z z z z

z

H H H H H H H H E E E E
T

+ + + + − − − − + + − −+ − − −
ω = μ − ε�

1 1 1j j j+ −= +

( ) ( ) ( )1 1 1 0,x x y yj z j z i z∂ + ∂ + ως =

( ) ( ) ( )( )1 1 1, , , .x x yq k j q j qς ω = ω + ω ω� � �

( ) ( ) ( )( )1 1 1, , ,x x yq k j q j qς ω = ω + ω ω� � �
� ��

1 1 1
+ −ς = ς + ς 1 1 0zE ± ±= ±ς ε

1 1x yH j± ±= ± 1 1y xH j± ±= ∓

1 1
+ −ς = ς 1 1j j+ −=

� �

1 0zT =�

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0
2 1 1

0
2 1 1

0
2 1 1 0

, ,0 , ,0 2,

, ,0 , ,0 2,

, ,0 , ,0 2 .

p
x x x x

p
y y x x

p
z z

H x y H x y j j

H x y H x y j j

E x y E x y

±

±

±

= ± +

= +

= ± ς + ς ε

�
�

�
�∓

�
�

0
2 2 2

p
y y yH H H= +

� 0
2 2 2

p
x x yE E E= +

�

0
2 1 1

0
2 1 1

, , 2 Re , ,

, , 2 Re , .

p
x x x x x y y

p
y y y y y x x

H H H H H j j

H H H H H j j

+ + − −

+ + − −

− = +

− = − +

�
�

�
�

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 1 1

0 0
2 1 1 1 1 2

, ,

, ,

, ,

, ,

, , .

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

p p
x y y y y x

H H H H

H H H H

H H H H

H H H H

H j j j j H

+ + − −

+ +

− −

+ + − −

− =

= + + −

− + + =

= − +

+ + + +

� � � �

� � � �

� � � �

� �
� �

( )0
1 1 1 2d

x y yH j j± = ± +
�

�

0
1 1 1 1

d
x x y yH H j j+ −− = +

� �
�

( )± = +
�

�∓
0

1 1 1 2d
y x xH j j

0
2 1 1

0

2 Re ,
, , .

p
z

z z z z

E
E E E E+ + − − ς + ς

− =
ε

�
�

( ),xE ± ω q

( ) (
)

ω = μ + −

− + − ς + ς 

�
� �

� �
� �

0
1 0 2 1 1

0 0
2 1 1 2 1 1

, Re ,

, , 2.

d
z x y y

d d
y x x z

T d H j j

H j j E

( ) ( )1 1
0

2 Re , .x zT d T d d
∞

= ω ω
π � �



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 67  № 10  2022

ДИСПЕРСИОННОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ТЕЛ 961

Мы привели интеграл к интегрированию по по-
ложительным частотам и удвоили результат.
В (12) использованы только зависящие от d (пере-
менные) величины  и , что обозна-
чено символом “~”.

Рассмотренная теория возбуждения резонато-
ра позволяет найти поля в нем и внутри тел. Так,
поле  действует на плотность тока 

 Объемная плотность маг-

нитной силы есть .

Определим объемную плотность заряда  =

 и объемную силу 

. Полную силу  сле-
дует интегрировать по объему тела. Кроме того,
возникают поверхностные плотности электриче-
ского заряда, связанные со скачками нормальной
компоненты электрического поля. Их следует ин-
тегрировать по поверхности. Такой подход мож-
но трактовать как определение дисперсионных
взаимодействий на основе силы Лоренца.

4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОРРЕЛЯЦИЙ 
И ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Используя флуктуационно-диссипационную
теорему, в [1, 2] был получен следующий резуль-
тат для корреляций компонент флуктуационных
плотностей токов:

(13)

Здесь индексы “пробегают” значения .
Использование пространственно-спектральных
преобразований Фурье в виде интегрирования с

 приводит к соотношениям

Однако этот результат получен для тела бесконеч-
ного объема. Для конечного тела корреляции ти-
па (13) должны зависеть от формы тел, включая
расстояние между ними. Если считать, что корре-
ляции дельта-коррелированы, то следует доба-
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вить в (13) некую зависящую от координат функ-
цию, т.е. взять их в виде

Введенные функции  определяют рассе-
яние от тел. Это рассеяние является многократ-
ным, а введенные функции комплексные. Для
нескольких тел в вакууме взаимные корреляции
между телами равны нулю в силу дельта-коррели-
рованности, поскольку их точки разделены. Вво-
дя эти функции в корреляции, через формальные
решения, определим плотность энергии в вакууме.
Эта плотность вблизи тел не одинаковая. Вдали от
них она должна определяться через планковскую
плотность. Таким образом, определение функций

 есть обратная задача. Ее можно решить
методом коллокаций. Задавая наборы точек внут-
ри тел  и столько же точек вдали от них, получа-
ем систему линейных уравнения для определения
значений . Эти значения следует опре-
делять из условия соответствия планковской
плотности с учетом нулевых колебаний. Данные
результаты затем уже следует использовать для
определения энергии и силы.

В качестве простейшей модели рассмотрим
два проводящих бесконечно тонких экрана раз-
мером , разделенных дистанцией d. Самый
простой случай соответствует идеально-проводя-
щим экранам, которые означают, что флуктуаци-
онных источников  на них нет, а поверхностные
токи проводимости  определяются из граничного
условия , где  принадле-
жит экранам, τ соответствует касательным ком-
понентам. Это поверхностное ИУ, позволяющее
определить частоты  и плотности поверхност-
ного тока . Этот ток обусловлен вакуумными
флуктуациями и обычно превышает ток, наве-
денный тепловым полем. Последний вдали от
краев и при большом расстоянии d можно опре-
делить приближенно. Именно, он равен скачку
касательной компоненты магнитного теплового
поля , где . Вблизи кра-
ев нормальная компонента тока обращается в
нуль. Реально для нахождения тока следует обра-
щать интегральный оператор, т.е. решать поверх-
ностное ИУ. Для проведения расчетов использо-
ваны тригонометрические базисные функции. Для
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тепловой компоненты можно использовать при-
ближение

Для вычисления использованы размеры резона-
тора, превышающие размер пластин в десять раз.
Использована частота обрезания, определяемая
из условия . Получение результата
требует больших вычислений, поскольку вычис-
ляются трехмерные суммы. На рис. 1 приведены
результаты вычисления силы между двумя одина-
ковыми идеально-проводящими пластинами на
расстоянии d, помещенными перпендикулярно
оси z симметрично в центре резонатора. Следует от-
метить, что сила складывается из собственно “ваку-
умной” силы Казимира и силы давления излуче-

( )( )
( )( )

2 2 2
0 0

2 2 2
0 0

cos 2 ,

cos 2 .

x

y

j E x a

j E y a

−

−

= η π

= η π

max 100c aω =

ния. Для определения энергии следует суммировать
с величиной , учитывающей нулевые
энергии квантовых осцилляторов поля. При ма-
лом зазоре тепловое поле слабо затекает в него,
плотность энергии в нем мала и внешнее давле-
ние больше внутреннего. ФГ вычислены из усло-
вия, что верхние индексы в суммах равны .

Если рассматриваемые листы имеют конечный
импеданс, например в случае графеновых листов,
они поглощают излучение. Поглощение излучения
приводит к флуктуационным плотностям  на
них, создающими в силу принципа детального
равновесия излучаемое поле, мощность излуче-
ния которого в дальнюю зону равна мощности
поглощения. Из-за взаимодействия листов воз-
никают токи проводимости , удовлетворяющие
условию

где  принадлежит экранам, n = 1, 2. Здесь разде-
лены флуктуационные и дифракционные части
плотностей тока. Корреляции для  следует
определять из принципа детального равновесия
для одиночных листов. Приведенные уравнения
суть ИУ для определения корреляций наведен-
ных из-за дифракции токов. Их следует опреде-
лять из условия, что  при увеличении
расстояния между листами. Введем полные флук-
туационные токи . Они получаются с
учетом дифракции. Находить их корреляции сле-
дует из условий, что вдали от листов плотность
излучения является планковской. Нахождение
корреляций позволяет вычислить полную сво-
бодную энергию резонатора с листами. Отметим,
что в данном случае в резонаторе есть диссипа-
ция, однако полная энергия сохраняется. Это
связано с тем, что диссипированная энергия пол-
ностью компенсируется флуктуационными ис-
точниками . В данном случае строгое вычисле-
ние силы требует решать поверхностные ИУ для
определения корреляций всех источников. В слу-
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Рис. 1. Удельное натяжение Tz в зависимости от рас-
стояния d при температуре T = 0 (1, 4), 1000 (2) и
10000 K (3) для размера экрана a = 400 (1–3) и 200 нм
(4); размер резонатора L = 2 мкм.
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Таблица 1. Среднее натяжение Tz в зависимости от расстояния d (нм)*

* Условия: a = 100 нм и  нм.

T, K
, H/м2

d =10 d = 20 d = 30 d = 40
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2
zT f a=

81.002 10−× 80.0522 10−× 90.0852 10−× 90.0172 10−×
81.008 10−× 80.0525 10−× 90.0853 10−× 90.0173 10−×
81.102 10−× 80.0573 10−× 90.0869 10−× 90.0189 10−×
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чае объемных тел следует решать объемные ИУ.
Исходные формы всех ИУ для решения удобно
преобразовать к формам с пониженной сингуляр-
ностью ядер и свести гиперсингулярные ИУ к ин-
тегродифференциальным объемно-поверхност-
ным уравнениям.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для простейших структур (см., например,
[1‒8]) в явной форме были получены силы Кази-
мира–Лифшица, или дисперсионные силы. Фор-
мула Казимира получена для плоского резонато-
ра Фабри–Перро. Формула Лифшица [4], полу-
чена для зазора между полупространствами. В нее
входят коэффициенты отражения с фазовыми
множителями , учитывающи-
ми многократные переотражения, что определяет
зависимость свободной энергии зазора от разме-
ра d [4]. Падающее на полупространство излуче-
ние полностью затухает, даже если среда обладает
бесконечно малыми потерями, т.е. в этом случае
дифракционные потери характеризуются только
коэффициентами отражения. Для ряда хорошо
прозрачных плоских структур (экранов или зер-
кал) с конечной толщиной (включая и графен с
нулевой толщиной) в некоторых работах, напри-
мер, [6–8] была использована формула Лифшица.
При малых  eе использование требует обос-
нования. В этом случае при малой диссипации

, т.е. учет только коэффициентов отраже-
ния приводит к завышению результатов. Коррект-
ный учет дифракционных потерь теплового поля
важен для получения корреляционных соотноше-
ний и для определения дифракционных сил [1]. 

В данной работе на основе получения решения
задачи о возбуждении резонатора с идеальными
стенками и с равновесным тепловым полем сформу-
лирована обратная задача определения корреляций
токов, возникающих в телах. Токи поляризации
приводят к объемным ИУ. Поверхностные токи в
случае проводящих листов приводят к поверхност-
ным ИУ. В общем случае возникают объемно-по-
верхностные интегродифференциальные уравне-
ния. Их формальные решения позволяют найти
корреляции, рассматривая поля вдали от тел, а за-
тем вычислять свободную энергию вакуумной об-
ласти резонатора. В работе предложены методы
определения силы на основе формул возбужде-
ния резонатора с использованием ТНМ и силы
Лоренца. Подход позволяет определять силу вза-
имодействия между телами произвольной формы.
В работе [17] приведен пример расчета силы взаи-

модействия между цилиндрическими телами с
поверхностной проводимостью – углеродными
нанотрубками с использованием ТНМ и корре-
ляций, полученных на основе флуктуационно-
диссипационной теоремы.

Автор заявляет об отсутствии конфликта инте-
ресов.

ФИНАНСИРОВАНИЕ РАБОТЫ

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского научного фонда (проект № 21-19-00226)
и Министерства образования и науки России в рамках
выполнения государственного задания (проект № FS-
RR-2020-0004).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Левин М.Л., Рытов С.М. Теория равновесных теп-

ловых флуктуаций в электродинамике. М.: Наука,
1967.

2. Лифшиц Е.М., Питаевский Л.П. Статистическая
физика. Ч. 2. Теория конденсированного состоя-
ния. М.: Наука, 1978.

3. Лифшиц Е.М. // ЖЭТФ. 1955. Т. 29. № 1. С. 94.
4. Leonhardt U. Forces of the Quantum Vacuum: an In-

troduction to Casimir Physics / Ed. W.M.R. Simpson.
Singapore: World Scientific Publishing, 2015.

5. Lifshiftz E.M., Dzyaloshinskii I.E., Pitaevskii L.P. // Ad-
vances in Physics. 1961. V. 10. № 38. P. 165.

6. Bordag M., Klimchitskaya G.L., Mohideen U., Moste-
panenko V.M. Advances in the Casimir Effect. Oxford:
Univ. Press, 2009.

7. Klimchitskaya G.L., Mohideen U., Mostepanenko V.M. //
Rev. Mod. Phys. 2007. V. 81. № 4. P. 1827.

8. Volokitin A.I., Persson B.N.J. Electromagnetic Fluctua-
tions at the Nanoscale. Theory and Applications. Hei-
delberg: Springer, 2017.

9. Golestanian R. // Phys. Rev. A. 2009. V. 80. № 1.
P. 012519.

10. Emig T., Graham N., Jaffe R.L., Kardar M. // Phys. Rev.
Lett. 2007. V. 99. P. № 17. P. 170403.

11. Schwinger J., DeRaad L.L., Milton K.A. // Ann. Phys.
1978. V.115. № 1. P. 676.

12. Вайнштейн Л.А. Электромагнитные волны. М.:
Наука, 1988.

13. Марков Г.Т., Чаплин А.Ф. Возбуждение электро-
магнитных волн. М.: Радио и связь, 1983.

14. Давидович М.В., Бушуев Н.А. // ЖТФ. 2013. Т. 83.
№ 7. С. 135.

15. Дaвидoвич M.B. // PЭ. 2001. T. 46. № 10. C. 1198.
16. Давидович М.В. // Успехи физ. наук. 2010. Т. 180.

№ 6. С. 623.
17. Nefedov I.S., Davidovich M.V., Glukhova O.E. et al. //

Phys. Rev. B. 2021. V. 104. № 8. P. 085409.

( ), , exp 2e h e h zR R ik d−

2
,e hR

2
, 1e hT ≈



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


