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В исследовании природных ресурсов Земли
важную роль играют дистанционные методы из-
мерения физических характеристик, основное
преимущество которых по сравнению с контактны-
ми измерениями заключается в высокой скорости
регистрации данных. Наряду с оптическими в по-
следнее время все более широкое применение на-
ходят радиометрические методы исследования,
которые позволяют получать не только поверх-
ностные характеристики Земного покрова, но
также и глубинные характеристики покрова [1, 2].
Такие характеристики позволяют, например, сле-
дить за влажностью почвы сельскохозяйственных
полей, обнаруживать очаги пожаров, возникаю-
щие в торфяных образованиях, и решить ряд дру-
гих народно-хозяйственных задач.

В измерениях, производимых с помощью ра-
диометров различных диапазонов, устанавливае-
мых на борту самолета или искусственного спут-
ника Земли, широко используется соотношение,
связывающее радиояркостную температуру Tяi на
рабочей частоте νi с термодинамическими и элек-
трофизическими характеристиками среды [3, 6]:

(1)

где h – глубина проникновения электромагнит-
ной волны в поглощающую среду; γi(h) – коэффи-
циент поглощения энергии радиосигнала (γi(h) > 0);
aei – излучательная способность среды; T(h) –
термодинамическая температура среды.

Соотношение (1) позволяет по T(h) и γi(h) нахо-
дить значение Tяi (прямая задача) и по Tяi находить
T(h) и γi(h) (обратная задача). Поиск аналитических
соотношений, связывающих радиояркостную тем-
пературу среды с ее термодинамическими и элек-
трофизическими характеристиками, является акту-
альным как для решения прямой, так и обратной
радиометрических задач.

Приводимые ниже соотношения являются от-
носительно простыми формулами, включающи-
ми в себя значения T(h) и γi(h) и их производных
в точке h = 0. Опыт работы, проведенной автором
по вычислению радиояркостных температур чи-
стой атмосферы и паров воды в диапазоне волн
0.7…2.0 мм, показал эффективность вычислений
на основе таких соотношений. Так, применение
этих соотношений позволило сократить объем
вычислений по сравнению с прямым просчетом в
среднем в пять раз. Приведем фрагмент алгорит-
ма, соответствующий вычислению радиояркост-
ной температуры по предлагаемому методу:

for i: =1 step 1 until BB do begin x:=0;
for i1:=j step 1 until HH do begin
h:=(W[i1+1,1] – W[i1,1])/5; dT:=(W[i1+1,4] –

W[i1,4]/5;
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d3:=(i,i1+1) – G(I, i1))/5; GH:=G(i, i1) – d3/2;
TH:=W[i1, 4] – dT/2;

for j1:=1 step 1 until 5 do begin

GH:=GH+d3; TH:=TH+dT;

x:=x+TH·(1 – exp(-GH·H))·exp(–x1);

x1:=x1+GH·H end end; G3[i]:=x end; вывод (G3).

Здесь i – номер частоты, i1 – номер высоты, j –
текущая высота наблюдения, G3 – значение ра-
диояркостной температуры, W[i1, 1] – заданная
моделью атмосферы высота, W[i1, 4] – заданная
моделью атмосферы температура.

Перейдем к обобщению этого алгоритма. От-
метим, что

(2)

(3)

Для удобства дальнейшего рассмотрения введем
следующие обозначения:

(4)

Представление яркостной температуры дает сле-
дующая лемма.

Лемма 1. Пусть функции T(h) и γi(h) таковы, что

(5)

тогда

(6)

где Pk,i(0) – значение Pk,i(h) при h = 0.
Доказательство. Интегрируя (1) по частям и

учитывая (3) получим

(7)

где T0 = T(0) – температура поверхности.
Таким образом, имеем

Разделив и умножив подынтегральное выраже-
ние (7) на γi(h) и интегрируя полученное выраже-
ние, получим

(8)

Таким образом, имеем

Разделив и умножив подынтегральное выраже-
ние (8) на γi(h) и интегрируя полученное выраже-
ние, получим

где

Покажем, что при любом N справедливо

(9)

Для N = 1, 2, 3 справедливость (9) доказана. Пусть
утверждение справедливо для N = l, докажем его
для N = l + 1. Имеем

(10)

Учитывая, что , получим

(11)

и, интегрируя (11) по частям, получим

(12)

Подставляя (12) в разложение (10), получим тре-
буемый результат.
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Лемма 2. Пусть  тогда со-
отношение (5) выполняется по крайней мере для
следующих функций:

(13)

(14)

(15)

Доказательство. Пусть справедливо (13), то-
гда, используя (4), получим

Пусть справедливо (14). Поскольку

то

В предпоследнем равенстве использовалось Fi(h) =
= γi(h)Fi(h). Пусть выполняется (15), тогда

Рассмотрим теперь несколько примеров вы-
числения радиояркостной температуры для раз-
личных видов γi(h). В случае однородной среды,
т.е. когда γi(h) ≡ γi(0) = γi > 0, используя соотноше-
ние (4) и лемму 1, получим

(16)
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Лемма 3. Пусть ϕN,i(h) ≡ , тогда

(17)

где Λi(h) – первообразная функция для γi(h), BN,i =
= δN,i /N!, Bti – некоторые константы при t = 0,
1,…, N – 1.

Пусть

тогда

где Ci – некоторая константа, и по лемме 3 получим

(18)

Рассмотрим случай, когда , при этом

где Ci – некоторая константа. Находясь в условии
леммы 3, получим

(19)

И, наконец, если

то

(20)

Находясь в условии леммы 3, получим

(21)

где Ci – некоторая константа.
Представление термодинамической темпера-

туры дает следующая лемма.
Лемма 4. Пусть , тогда

(22)

где Λi(h) – первообразная функция для γi(h),
ΦN + 1,i(h) – первообразная функция для
[γi(h)ΦN,i(h)], …., Φ0,i(h) = ϕN,i(h), Bk,i – некоторая
константа.

1

1
я ,

1 1

! (0) ,
( 1)!

N N
t k

i i ti i N i i
k t k

tT ae B ae
t k

− +

= = −
= Λ + δ

− + 

0
( ) ,

n
l

i il
l

h C h
=

γ = 

+

=
Λ = + +

+
1

0
( ) ,

1

n l

i il i
l

hh C C
l

1
я ,

1 1

! .
( 1)!

N N
t kti

i i i N i i
k t k

B tT ae C ae
t k

− +

= = −
= + δ

− + 
γ =( ) exp( )i ih a h

exp( )( ) ,i
i i

i

a hh C
a

Λ = +

1

я ,
1 1

! 1 .
( 1)!

N N t k
ti

i i i N i i
k t k i

B tT ae C ae
t k a

− +

= = −

 = + + δ − +  
 

0
( ) exp( ) ,

n
k

i i ik
k

h a h C h
=

γ = 

1
0 1

( ) exp( )

( 1) ! .
( )!

i i
n k pk

k p
ik ip

k pi i

h a h

kh h C C
a k p a

−
+

= =

Λ = ×
 −× + + − 

 

+
= = − =

 −= + − +  
  я 1

1 1 0

! ( 1) ! ,
( 1)!

N N n l
ti

i il il
k t k l i

B tT ae l C C
t k a

1, ,( ) ( )N l N iP h h+ = δ
1

, 1,
0

( ) ( ) ( ),
N

k
ki i N i N i

k

T h B h h
−

+
=

= Λ + δ Φ



544

РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 67  № 6  2022

КЛИМОВ

Доказательство. Из соотношений (4) следует,
что

(23)
Интегрируя (23), находим

(24)

Подставляя (24) в (4), получим дифференциаль-
ное уравнение

решение которого имеет вид

Повторяя эту процедуру (N – 1) раз, получим раз-
ложение (22).

Лемма 5. Если ϕN,i(h) ≡ 1, то

(25)

где Λi(h) – первообразная функция для γi(h), BNi =
= δN,i/N!, Bti – некоторые константы при t = 0, 1,…,
N – 1.

Доказательство. В силу сделанных предполо-
жений

и значит, по лемме 4 имеем

(26)

При k =1 разложение (25) очевидно, при k = 2
имеем

Предполагая, что (25) справедливо для k = l, дока-
жем его для k = l + 1. Имеем

Таким образом, справедливость (25) доказана.
Теперь справедливость леммы 3 не вызывает

сомнений. Действительно, если в выражение (6)
подставить Pk,i(h), вычисленное по формуле (25)
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при h = 0, то полученное выражение даст нам
формулу (17).

Рассмотрим более подробно случай, когда
ϕN,i(h) ≡ 1. В этом случае термодинамическая темпе-
ратура запишется в виде (26). Пусть ,
тогда

Будем искать T(h) в виде . При-
равнивая коэффициенты при одинаковых степе-
нях, получим при N = 1:

(27)

Как следует из (27), произвольным образом можно
задавать только T0. Приравнивая коэффициенты
при одинаковых степенях при N = 2, получим

(28)

Как это следует из формул (28), коэффициенты T0
и T1 можно задавать произвольно. Таким обра-
зом, увеличивая N, мы можем варьировать коэф-
фициенты Ti при больших значениях индекса i.

Если

то по лемме 4 имеем
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при k = 0, 1, …, N – 1.
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температура будет равна

Если

γ = γ + γ1 0( )i i ih h

2
1

0( ) .
2
i

i i i
hh h CγΛ = + γ +

0
( ) i

ii
T h T h

∞

=
= 

0 0 1 1 1 0

1
2 1 3 4

, ,

, ... 0.
2

i i i i i

i
i

T B С T

T T T

= + δ = δ γ
δ= γ = = =

22, 2,
0 0 1 1 1 0 0

22, 2,
2 1 1 0 1

2
2, 0 1 2, 1

3 4 5 6

, ,
2 2

,
2 4

, , ... 0.
4 8

i i
i i i i i i i i

i i
i i i i i

i i i i i

T B B C C T B C

T B C

T T T T

δ δ
= + + = γ + γ

δ δ
= γ + γ + γ

δ γ γ δ γ
= = = = =

0
( ) ,

n
l

i il
l

h C h
=

δ = 

+

= =

 
= + + 
 

1

0 0
( ) ,

( 1)

kN n l

ki il i
k l

hT h B C C
l

, ,!,ki N i i kiB N C B= δ

( ) exp( )i ih a hγ =

0

exp( )( ) .
kN

i
ki i

k i

a hT h B C
a=

 = + 
 



0
( ) exp( ) ,

n
k

i i ik
k

h a h C h
=

γ = 



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 67  № 6  2022

О НЕКОТОРЫХ КАНОНИЧЕСКИХ ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ 545

то

где Qnk(h) – многочлен степени (n × k).
Для многих практических ситуаций достаточ-

ная степень точности расчета обеспечивается при
N = 3 или когда

(29)

Из этого соотношения, в частности, следует, что
в коротковолновой части спектра коэффициент
поглощения реальных сред достаточно большой
и значение радиояркостной температуры опреде-
ляется в основном температурой на поверхности.
С увеличением длины волны уменьшается погло-
щение среды и становится существенным вклад
второго и третьего члена в разложении (29). При
этом для частоты ν1, для которой , проис-
ходит смена знака второго члена. Это обстоятель-
ство свидетельствует о взаимности появления ло-
кального экстремума в спектре радиояркостной
температуры, что, в частности, подтверждается
рядом натурных экспериментов, выполненных с
торфяными образованиями с борта самолета
[4, 5].

Для иллюстрации возможности использования
полученных выше соотношений при решении об-
ратных задач будем считать, что функции γi(h) зада-
ны и требуется определить термодинамический
профиль по известным значениям .

При сделанных предположениях в соответ-
ствии с (6) образуется система линейных уравне-
ний вида

(30)

где Aik определяется соотношениями (4) через значе-

ния . Если при каждом i мож-
но пренебречь членом aeiδN,i, то указанная система
решается относительно T(0), T'(0),…, T(N – 1)(0)
обычными методами. Если при некоторых i членом
aeiδN,i пренебречь нельзя, то система решается отно-

сительно  
после присоединения к системе (30) необходимо-
го числа уравнений с пренебрежимым членом
aeiδN,i.

Рассмотрим случай однородной среды
. В этом случае система (30) за-

пишется в виде

(31)

Предположим, что членами aeiδN,i можно прене-
бречь. Пусть i = 1, 2, …, N и WN – определитель си-
стемы (31) относительно T(0), T'(0),…, T(N – 1)(0),
тогда

Нетрудно заметить, что

где DN – определитель Вандермонда, и, значит,

Таким образом, если γp ≠ γk ни при каких p > k, то
WN ≠ 0 и система уравнений (31) имеет един-
ственное решение при любой левой части. Зна-
чит, частоты следует выбирать из диапазона, на
котором функция γ1 = γ(ν1) монотонна.
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