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Рассмотрены дисперсионные свойства электромагнитных волн, распространяющихся в касательно
намагниченной ферритовой пластине, обладающей бигиротропными свойствами в сочетании с
магнитной диссипацией. Получено дисперсионное соотношение, имеющее комплексный характер
благодаря диссипации. Обнаружены ветви дисперсионных кривых, свойственные только диссипа-
тивной среде. Установлено критическое значение параметра затухания, разделяющее две области
дисперсии, различающиеся по характеру существенным образом. Показано, что критическое зна-
чение параметра затухания соответствует переходу магнитных колебаний из периодического режи-
ма в апериодический.
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ВВЕДЕНИЕ
Электромагнитные и магнитостатические вол-

ны (ЭМВ, МСВ) являются основой для устройств
обработки аналоговой информации в диапазоне
СВЧ. Малые габариты, широкий частотный диа-
пазон и легкость управления путем перестройки
магнитного поля обеспечили создание широкого
класса таких устройств начиная еще с 60-х годов
ХХ в. [1–3]. В последние годы важное значение
приобретают работы, направленные на обработку
информации в цифровой форме, для чего использу-
ется воздействие на магнитную среду мощными
импульсами света от фемтосекундного лазера [4–6].

Предметом внимания большинства перечис-
ленных работ являются короткие МСВ, длина ко-
торых на несколько порядков меньше длины
электромагнитных волн той же частоты. Рассмотре-
ние базируется на приближении магнитостатики
без учета диэлектрических свойств среды [7–9]. Од-
нако в работах [10, 11] показана важность рас-
смотрения волн в магнитных средах на основе
полных уравнений электродинамики с учетом ди-
электрической проницаемости среды. Исследу-
ются в первую очередь гиромагнитные волны,
распространяющиеся в касательно намагничен-

ной ферритовой пластине перпендикулярно при-
ложенному постоянному полю [9]. В работе [12]
рассмотрены свойства гиромагнитных волн в ши-
роком диапазоне частот, от нуля и до частот, превы-
шающих частоты традиционных МСВ в несколько
раз. Выявлено существование ряда новых ветвей и
диапазонов волн, в которых электрическое поле
участвует наравне с магнитным.

Распространение и дисперсия волн рассмат-
ривались в среде, полностью бездиссипативной,
однако в работах [13, 14] было показано, что учет
магнитной диссипации уже в магнитостатиче-
ском приближении приводит к ограничению до-
пустимого диапазона волновых чисел и появле-
нию новых диссипативных ветвей, в среде без по-
терь отсутствующих. В работах [15, 16] отмечено
ограничение сектора допустимых направлений
распространения магнитостатических волн, а
также получены изочастотные зависимости. В ра-
ботах [17–24] в том же магнитостатическом при-
ближении были получены дисперсионные соот-
ношения для действительной и мнимой частей
волнового числа, определены диапазоны суще-
ствования диссипативных волн по частоте и по
волновому числу.

УДК 537.874;537.624

РАДИОФИЗИЧЕСКИЕ ЯВЛЕНИЯ
В ТВЕРДОМ ТЕЛЕ И ПЛАЗМЕ



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 67  № 6  2022

ДИСПЕРСИОННЫЕ СВОЙСТВА ГИРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ 577

В работе [25] рассмотрение проведено уже в
рамках полной электродинамики, то есть с уче-
том диэлектрических свойств среды, что позво-
лило выявить сложный характер дисперсии и
предсказать существование ряда новых ветвей, в
том числе имеющих обратный характер. Настоящая
работа является продолжением исследований, вы-
полненных в работе [25], причем основное внима-
ние уделяется вариации параметра затухания.

1. ОБЩАЯ ГЕОМЕТРИЯ ЗАДАЧИ
Общая геометрия задачи совпадает с принятой

в [25]. Ее схема показана на рис. 1. Основу геомет-
рии составляет пластина толщины , намагни-
ченная в плоскости полем . Декартова система
координат  ориентирована так, что плос-
кость  совпадает с плоскостью пластины, а
ось  ей перпендикулярна. Поле направлено
вдоль оси , волна, имеющая волновой вектор

, распространяется вдоль оси . Такая геомет-
рия подобна геометрии классической задачи
Дэймона–Эшбаха [7–9]. Главное отличие состо-
ит в том, что здесь задача рассматривается не в
магнитостатическом приближении, а в рамках
полной электродинамики, т.е. с учетом как маг-
нитного, так и электрического поля.

2. ДИСПЕРСИОННОЕ СООТНОШЕНИЕ
Материал пластины будем считать бигиро-

тропной средой, электродинамические свойства
которой описываются двумя тензорами – диэлек-
трической и магнитной проницаемости [26, 9]:

(1)

В работе [9] показано, что в этом случае в пластине
может распространяться гиромагнитная волна, в
отсутствие зависимости от координаты  опреде-
ляемая уравнениями

(2)

(3)

где  – волновое число волны частоты ,
распространяющейся в свободном пространстве.

Разрешение этой системы относительно  и
 дает поля гиромагнитной волны в виде [12]

(4)
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При координатной зависимости волны вида
 эти формулы переходят в приве-

денные в [9].

В рамках полной электродинамики условие
равенства нулю ротора от магнитного поля не вы-
полняется, так что введение магнитостатического
потенциала исключено, поэтому следует вос-
пользоваться решением задачи Дэймона–Эшбаха
через поля [27]. Следуя такому способу решения и
полагая координатно-временную зависимость
полей волны в виде

(6)

с использованием традиционных граничных
условий равенства касательных компонент поля
и нормальной компоненты индукции на грани-
цах раздела сред, получаем дисперсионное соот-
ношение в виде [12]
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где с целью упрощения записи формул обозначе-
ние  заменено на . В работе [12] это дисперси-
онное соотношение рассмотрено в отсутствие
диссипации, причем решение выполнено мето-
дом поиска нуля. Учет диссипации приводит к
определенному усложнению задачи, которое рас-
смотрим далее.
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Рис. 1. Общая геометрия задачи.
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3. ДИСПЕРСИОННОЕ СООТНОШЕНИЕ 
В СРЕДЕ С ДИССИПАЦИЕЙ

В среде с диссипацией соотношение (7)–(9)
содержит три комплексные величины: волновое
число  и компоненты магнитной проницаемо-
сти  и . В результате и само дисперсионное со-
отношение приобретает комплексный характер.
Дальнейшая задача состоит в том, чтобы выде-
лить действительную и мнимую части этого соот-
ношения, чтобы каждая из частей была бы дей-
ствительной. Тогда, поскольку дисперсионное
соотношение в целом (7)–(9) равно нулю, то
можно считать и действительную и мнимую его
части также равными нулю. При этом равенство
нулю действительной части даст закон дисперсии
волны как соотношение между частотой и дей-
ствительной частью волнового числа. Реализация
такой задачи в аналитическом виде [25] является
довольно громоздкой. Вместе с тем при числен-
ном решении нет необходимости аналитическим
путем выделять действительную и мнимую части
соотношения (7)–(9), а достаточно поручить та-
кое выделение машинной программе. То есть, за-
давая действительное значение частоты, можно
так подобрать действительную часть волнового
числа, чтобы действительная часть соотношения
(7)–(9) равнялась нулю. Такой подбор можно
осуществить с помощью процедуры поиска нуля.
Таким образом, следует вычислить параметры 
и , подставить их в (7) и осуществить поиск нуля
действительной части полученного соотноше-
ния, что и даст искомый закон дисперсии.

4. ТЕНЗОР 
МАГНИТНОЙ ПРОНИЦАЕМОСТИ 

И ХАРАКТЕРНЫЕ ЧАСТОТЫ
Из выражений (7)–(9) можно видеть, что пара-

метрами, определяющими закон дисперсии, яв-
ляются компоненты тензора магнитной прони-
цаемости  и . В среде с диссипацией эти ком-
поненты включают в себя параметр затухания
Гильберта  [26]. С точностью до первой степени
этого параметра компоненты тензора проницае-
мости принимают вид [25]
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(11)

где для частот использованы традиционные обо-
значения [25]:
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Характерные частоты, следующие из анализа рас-
ходимостей и нулевых значений частотных зави-
симостей для магнитной восприимчивости [8],
при  = 437.5 Э,  = 1750 Гс,  = 2.8 МГц/Э
имеют значения

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

Интервал существования классической поверх-
ностной волны Дэймона–Эшбаха находится между
частотами  и . В области между частотами  и

 магнитостатическое приближение дает суще-
ствование обратной поверхностной волны дисси-
пативного типа [17–19]. Другие решения магнито-
статическое приближение получить не позволяет.

Процедура поиска нуля состоит в определении
изменения знака дисперсионного соотношения
при изменении варьируемого параметра с после-
дующим уточнением полученного значения пу-
тем уменьшения шага варьирования до величи-
ны, требуемой желаемой точностью.

5. ДИСПЕРСИЯ 
В ОТСУТСТВИЕ ДИССИПАЦИИ

В качестве отправной точки для дальнейшего
исследования, рассмотрим сначала дисперсию
волны в геометрии рис. 1 в случае отсутствия дис-
сипации. На рис. 2 показаны соответствующие
дисперсионные кривые, полученные в рамках
полной электродинамики с помощью соотноше-
ний (7)–(9). Видно, что спектр имеет несколько
ветвей, подобных наблюдавшимся ранее [12].
Рассмотрим эти ветви по отдельности.

Кривая 1 соответствует дисперсии электро-
магнитной волны в свободном пространстве, т.е.
представляет собой прямую, описываемую фор-
мулой

(18)

Все остальные кривые являются решениями дис-
персионного соотношения (7)–(9), т.е. соответ-
ствуют волнам, распространяющимся в пластине
с магнитными свойствами.

Кривая 2 при достаточной величине волнового
числа (более 10 см–1) отражает закон дисперсии
для классической поверхностной волны Дэймо-
на–Эшбаха, полученной в магнитостатическом
приближении. Здесь показан только начальный
участок кривой, где частота из-за крайней мало-
сти волнового числа еще не смогла удалиться на
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заметное расстояние от величины , так что кри-
вая смотрится как горизонтальная линия. Однако
проверка показывает, что при дальнейшем увели-
чении волнового числа эта кривая практически
точно следует дисперсионной кривой Дэймона–
Эшбаха, асимптотически приближаясь к гори-
зонтальной прямой на частоте .

Кривая 3 соответствует ветви прямых волн,
имеющей место только в рамках полной электро-
динамики. При достаточных волновых числах
она превращается в горизонтальную прямую на
частоте .

Кривые 4 и 5 представляют собой дополни-
тельные ветви, подобные ветвям аномальной
дисперсии в оптике. Эти ветви располагаются ле-
вее прямой 1, так что их фазовая скорость превы-
шает скорость света, т.е. они не являются физиче-
ски реализуемыми. Однако такое положение
имеет место только при небольших значениях ди-
электрической проницаемости. В работе [25] по-
казано, что при  = 10 эти кривые смещаются в
сторону больших значений волнового числа и
трансформируются в две ветви, расположенные на-
много правее кривой 1 (см. [25, рис. 5, кривые 4, 5]),
т.е. их физическая реализация становится воз-
можной.

Замечание. В рамках данной работы авторы
ограничиваются рассмотрением случая  = 1 и
исследуют далее кривые 4 и 5 с формальной сто-
роны, отвлекаясь от вопроса об их физической
реализации, более подробное решение которого
оставляют для дальнейших исследований.

6. ДИСПЕРСИЯ ВОЛНЫ 
ПРИ РАЗЛИЧНЫХ УРОВНЯХ ЗАТУХАНИЯ

Предварительное исследование дисперсион-
ных кривых при наличии диссипации выявило
существенное различие их характера в случае ма-
лого и большого затухания. При этом имеется
критическое значение параметра затухания ,
при переходе через которое характер кривых ко-
ренным образом меняется. Величина критиче-
ского значения параметра затухания при приня-
тых в разд. 5 параметрах составляет около 0.75.
Рассмотрим случаи большого и малого затухания
по отдельности.

Затухание малое. На рис. 3 представлены дис-
персионные кривые при различных значениях
параметра затухания , номера кривых 1…5 со-
хранены теми же, что на рис. 2. Как и ранее кри-
вая 1 соответствует дисперсии волны в свободном
пространстве, кривая 2 – классической поверх-
ностной волне Дэймона–Эшбаха, кривая 3 – до-
полнительной ветви прямых волн, кривые 4 и 5 –
ветвям аномальной дисперсии. Видно, что характер
кривых 1 и 2 при всех значениях параметра затуха-
ния не меняется, т.е. от диссипации не зависит.

2f
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4f

ε

ε

cα

α

Кривая 3 имеет место только при значениях  =
= 0.1 (а) и 0.4 (б), а при  = 0.7 (в) отсутствует, т.е.
условием существования этой ветви является
сравнительно небольшое затухание. Кривые 4 и 5
уже при малом затухании,  = 0.1 (а), претерпева-
ют значительное изменение. Так, на кривой 4 по-
является загиб в сторону меньших значений вол-
нового числа, а на кривой 5 – загиб в сторону
больших, причем оба загиба наблюдаются в
окрестности частоты , равной 6125 МГц при
принятых параметрах. Картина соответствует
как бы расщеплению первоначально цельных
ветвей 4 и 5 на две части, которые “расталкивают-
ся” в окрестности этой частоты.

При увеличении затухания до  = 0.4 (б) кри-
вая 5 вообще исчезает, а кривая 4 смещается в
сторону меньших значений волнового числа. Од-
нако при дальнейшем увеличении затухания до

= 0.7 (в) кривая 4 как бы слегка возвращается в
сторону больших значений волнового числа, од-
нако не достигая кривой 1. Кроме перечисленных
кривых при наличии затухания в спектре волн появ-
ляются новые ветви. Так, на частоте  = 1225 МГц
появляется ветвь 6, которая далее сохраняется
при всех значениях параметра затухания.

При достаточно большом уровне затухания
= 0.7 (в) кривая 2 в области, левее кривой 1, рас-

щепляется на две ветви 7 и 8, из которых 7, как бы
отщепляясь от кривой 1 при повышении частоты
вблизи , поворачивает в сторону уменьшения
волнового числа, создавая иллюзию расталкива-

α
α

α

5f

α

α

1f

α

2f

Рис. 2. Дисперсионные кривые в отсутствие диссипа-
ции (  = 0): кривая 1 соответствует дисперсии волны
в свободном пространстве, кривая 2 – классической
поверхностной волне Дэймона–Эшбаха, кривая 3 –
дополнительной ветви прямых волн, кривые 4 и 5 – вет-
вям аномальной дисперсии; параметры: = 437.5 Э,

 = 1750 Гс,  = 15 мкм,  = 1.
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ния ветвей, подобную расталкиванию кривых 4 и
5 при  = 0.1 (а).

Затухание большое. Рассмотрим теперь дис-
персию волны при большом затухании, для чего
обратимся к рис. 4, где показаны дисперсионные
кривые в случае большой диссипации (  > 0.75)
при различных значениях параметра затухания .
Видно, что в этом случае кривые 1, 2, 6 и 7 сохра-
няются теми же, что и при малом затухании, од-
нако кривая 7 исчезает. Главным отличием от
случая малого затухания является полное исчез-
новение кривых 4 и 5 и появление на их месте
кривой 9, являющейся как бы продолжением
кривой 2 левее кривой 1. В процессе увеличения
затухания кривая 9 является как бы разрастанием
кривой 4 на рис. 3в в сторону меньшей частоты,
где она претерпевает изгиб в сторону больших

α

α
α

значений волнового числа и сливается левым
концом c кривой 2. По мере увеличения затуха-
ния верхняя часть кривой 9 наклоняется в сторо-
ну больших значений волнового числа, прибли-
жаясь к кривой 1.

7. ЗАВИСИМОСТЬ КРИТИЧЕСКОГО 
ЗНАЧЕНИЯ ПАРАМЕТРА ЗАТУХАНИЯ

ОТ ВРЕМЕНИ РЕЛАКСАЦИИ
Главным результатом разд. 6 является резкое

изменение характера дисперсионных кривых при
переходе через критическое значение параметра
затухания. Для выяснения причины такого изме-
нения было выполнено исследование развития

Рис. 4. Дисперсионные кривые в случае большой
диссипации (  > 0.75) при  = 0.8 (а), 1.0 (б), 1.5 (в);
обозначения кривых 1…8 см. на рис. 2 и 3, кривая 9 –
новая диссипативная ветвь, являющаяся продолже-
нием кривой 2 в области малых волновых чисел; па-
раметры те же, что на рис. 2.
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Рис. 3. Дисперсионные кривые в случае малой дисси-
пации (  < 0.75) при  = 0.1 (а), 0.4 (б), 0.7 (в); обо-
значения кривых 1…5 см. на рис. 2, кривые 6–8 – но-
вые диссипативные ветви; параметры те же, что на
рис. 2.
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колебаний во времени после включения возбуж-
дающего воздействия. Возбуждение осуществля-
лось на частоте 2800 МГц, постоянное поле со-
ставляло 2750 Э, амплитуда возбуждающего поля
равнялась 0.01 Э. Остальные параметры задачи
совпадали с введенными ранее. Наблюдение раз-
вития колебаний во времени позволило опреде-
лить две величины – время релаксации колеба-
ний магнитной системы и амплитуду колебаний
намагниченности, установившуюся после окон-
чания релаксации.

Полученные результаты представлены на рис. 5.
Основную часть рисунка составляет зависимость
времени релаксации от параметра затухания.
Приведены результаты машинного эксперимента
(точки) и аппроксимирующая их плавная кривая
в виде полинома четвертого порядка:

(19)

при построении которого использовался метод
наименьших квадратов.

Из рис. 5 видно, что с увеличением параметра
затухания время релаксации сначала падает до-
вольно быстро, однако далее его падение замед-
ляется, при достаточно больших значениях пара-
метра затухания стремясь к нулю. Наиболее силь-
но выраженное изменение характера спада

4 3 2

8

(4.12 15.32 20.53

12.06 2.89) 10 ,
c

−

τ = α − α + α −
− α + ×

времени релаксации происходит при значении
параметра затухания  = 0.75, которое как раз и
является критическим для резкого изменения ха-
рактера дисперсии, представленного на рис. 3 и 4.

По вертикальной оси сплошными горизонталь-
ными линиями дополнительно отложено время пе-

риода возбуждаемых колебаний  =  с, а

также его половина  =  с. Видно,
что замедление падения времени релаксации
происходит как раз при значениях параметра за-
тухания, соответствующих близости между вре-
менем релаксации и периодом или полупериодом
возбуждаемых колебаний. Затухание колебаний
за время собственного периода означает, что они
становятся апериодическими. Это происходит
как раз при значении параметра затухания, рав-
ном критическому по изменению характера дис-
персии. То есть можно считать, что изменение ха-
рактера дисперсии обусловлено именно установ-
лением апериодического характера магнитных
колебаний. Из вставки на рисунке можно видеть,
что падение амплитуды колебаний при этом за-
медляется и стремится к постоянному значению
около 0.05 отн. ед., с резонансом никак не свя-
занному.

cα

0T
103.57 10−×

0 2T
101.78 10−×

Рис. 5. Зависимость времени релаксации от параметра затухания, точки – результаты машинного эксперимента,
сплошная линия построена по формуле (19); на вставке – зависимость амплитуды колебаний намагниченности от па-
раметра затухания; параметры те же, что на рис. 2.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрены дисперсионные свойства электро-
магнитных волн, распространяющихся в касатель-
но намагниченной ферритовой пластине, обладаю-
щей бигиротропными свойствами в сочетании с
магнитной диссипацией. В геометрии задачи Дэй-
мона–Эшбаха рассмотрено общее волновое уравне-
ние для гиромагнитной волны. Получено дисперси-
онное соотношение, по структуре совпадающее с
классическим соотношением Дэймона–Эшбаха.
Показано, что благодаря диссипации составляющие
дисперсионного соотношения и само соотношение
в целом имеют комплексный характер, происхо-
дящий из-за комплексного характера тензора
магнитной проницаемости среды. Установлено,
что закон дисперсии гиромагнитной волны в среде
с диссипацией определяется равенством нулю дей-
ствительной части комплексного дисперсионного
соотношения. Решение полученного уравнения
методом поиска нуля позволило получить закон
дисперсии гиромагнитной волны в широком диа-
пазоне значений параметра затухания. Рассмотре-
ны дисперсионные кривые в случаях отсутствия и
наличия диссипации. Отмечено, что в отсутствие
диссипации дисперсионные кривые, кроме
обычной ветви поверхностной волны типа Дэй-
мона–Эшбаха, имеют еще одну ветвь, лежащую
выше по частоте. При наличии диссипации ха-
рактер дисперсионных кривых усложняется, по-
являются ветви, свойственные только диссипа-
тивной среде. Установлено критическое значение
параметра затухания, разделяющее две области,
различающиеся по характеру дисперсии суще-
ственным образом. Показано, что при величине
параметра затухания меньшей критического зна-
чения в области частот выше волны Дэймона–
Эшбаха имеют место разделенные промежутком
две диссипативные ветви, характер которых по-
добен аномальной дисперсии в оптике. При вели-
чине параметра затухания, большей критиче-
ской, две диссипативные ветви сливаются в одну,
начинающуюся с частоты волны Дэймона–Эш-
баха и уходящую по частоте в бесконечность,
стремясь к дисперсионной ветви волны в свобод-
ном пространстве. Показано, что критическое
значение параметра затухания соответствует пе-
реходу магнитных колебаний из периодического
режима в апериодический.
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