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Рассмотрена двумерная задача дифракции плоской электромагнитной волны ТМ-типа на цилин-
дрической нанооболочке (структуре) из серебра, внешний и внутренний контуры поперечного се-
чения которой представляет собой симметричные выпукло-вогнутые кривые. В диапазоне длин
волн  (  – длина волны) строгим численным методом рассчитаны спектры по-
перечника рассеяния, диаграммы рассеяния и структура ближнего поля для резонансных длин
волн. Исследовано влияние геометрических размеров структуры, угла падения плоской волны и от-
носительной диэлектрической проницаемости ядра оболочки на поперечник рассеяния и диаграм-
му рассеяния. Показано, что у таких оболочек наблюдается наличие выраженных мультипольных
резонансов, эффект вырождения ближнего поля, возможность смещения дипольного резонанса в
область λ ≈ 1500…1700 нм и значительное различие в резонансных длинах волн у дипольных и муль-
типольных резонансов.
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ВВЕДЕНИЕ
Хорошо известно, что при дифракции элек-

тромагнитных волн на наноструктурах из благо-
родных металлов (серебра, золота) в световом
диапазоне длин волн  (  –
длина волны) наблюдается как образование по-
верхностных волн (плазмон-поляритонов), так и
наличие их резонансов. Отметим, что интерес к
исследованию свойств плазмон-поляритонов в
таких структурах связан с высокой локализацией
электромагнитного поля вблизи поверхности нано-
структур, что позволяет использовать этот эффект в
субволновом и ближнепольном зондировании. В
[1] отмечалось, что нанопровода из серебра и золо-
та широко применяются в качестве сенсоров.
Плазмонные резонансы в цилиндрических вы-
пуклых нанооболочках (структурах), имеющих
постоянную или переменную кривизну контуров
поперечного сечения наноструктур без измене-
ния знака кривизны, исследовались в целом ряде
работ. Так, было показано, что в отличие от слу-
чая сплошных цилиндрических нанонитей [1],
плазмонные резонансы нанотрубок располагают-
ся в видимой области светового диапазона [2, 3].
В работе [4] исследованы плазмонные резонансы
в кварцевой нанонити, покрытой слоем золота
переменной толщины, в предположении, что гра-

ницами оболочки являются круговые цилиндры
со смещенными центрами. Различные геометрии
оболочек из серебра и кварцевого ядра, образо-
ванные круговыми, эллиптическими цилиндра-
ми или прямоугольными пластинами, рассматри-
вались в работах [5–10].

Цель данной работы – исследование особенно-
стей резонансов плазмонов, образующихся в выпук-
ло-вогнутой нанооболочке из серебра с кварцевым
ядром в диапазоне длин волн .

1. ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим двумерную задачу дифракции
плоской электромагнитной линейно-поляризован-
ной волны ТМ-типа на диэлектрической цилин-
дрической оболочке (структуре) в случае, когда ее
внешний и внутренний контуры поперечного сече-
ния представляют собой выпукло-вогнутые кри-
вые. Будем считать, что в цилиндрической системе
координат  внешний  и внутренний 
контуры поперечного сечения оболочки описыва-
ется соответственно формулами

(1)

(2)
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На рис. 1 представлена геометрия внутренней и
внешних оболочек с различными параметрами:
внешние оболочки (кривые 1–3) – d = 10 нм, a1 =
= d + (a2 + b2)/(1 + α), b1 = αα, α = 0.2 (1), 0.5 (2),
0.7 (3), внутренняя oболочка (кривая 4) – a2 = 80,
b2 = 0.8a2.

Отметим, что, изменяя отношение параметров
, можно изменять как степень “вогнуто-

сти”, толщину контуров оболочки, так и размер 
ее отверстия (см. рис. 1).

Плоская волна ТМ-типа распространяется в
направлении единичного вектора ( )
и характеризуется в цилиндрической системе ко-
ординат  следующими компонентами электро-
магнитного поля:

(3)

Зависимость от времени выбрана в виде ,
где  – круговая частота (c – скорость света
в вакууме),  – волновое число свободно-
го пространства,  − волновое сопро-
тивление вакуума.

Считается, что среда оболочки представляет
собой серебро, а ее ядро (внутренняя область)
состоит из кварца или свободного пространства.
При этом частотная зависимость относительной
диэлектрической проницаемости серебра εAg =

  в диапазоне длин
волн  рассчитывалась на ос-
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нове интерполяции кубическими сплайнами экс-
периментальных данных работы [11]. Относи-
тельная диэлектрическая проницаемость ядра
оболочки в случае кварца в этом диапазоне длин
волн считалась постоянной и равной .
В случае ядра из свободного пространства отно-
сительная диэлектрическая проницаемость пола-
галась равной .

Пространственное распределение относитель-
ной диэлектрической проницаемости для обо-
лочки из серебра и кварцевого ядра (см. рис. 1)
имеет вид

(4)

Исследование сформулированной задачи ди-
фракции удобнее проводить, используя -компо-
ненту  магнитного поля, так как
краевая задача для функции  является ска-
лярной. Полное поле  в кусочно-постоян-
ной среде (4) удовлетворяет уравнению Гельм-
гольца

(5)

Компоненты электрического поля могут быть
выражены через функцию :
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Рис. 1. Геометрия контуров поперечного сечения выпукло-вогнутой оболочки (параметры для внешних (1–3) и внут-
ренней (4) оболочек см. в тексте).
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На границах структуры должны быть непрерыв-

ны величины  и , где  – производная по

направлению нормали к границе раздела сред.
Отметим, что полное поле  вне оболочки

состоит из падающего  и рассеянного  полей:

(7)
При этом падающее поле задается функцией

(8)

Рассеянное поле  в цилиндрической си-
стеме координат  в дальней зоне ( )
должно удовлетворять условию излучения:

(9)

где  − диаграмма рассеяния.
Полное сечение рассеяния σS определяется

формулой

(10)

2. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Численное решение сформулированной выше

задачи проводили модифицированным методом
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дискретных источников [12, 13]. При этом точ-
ность решения задачи контролировалась путем
вычисления невязки δ граничных условий в ли-
нейной норме в точках, расположенных в середи-
не между точками, где граничные условия выпол-
няются точно (в таких точках граничные условия
выполняются наихудшим образом [12]). Во всех
приведенных ниже расчетах максимальная невяз-
ка граничных условий не превышает величину

.
Рассмотрим сначала случай выпукло-вогнутой

оболочки с кварцевым ядром и параметрами
   . Отме-

тим, что в диапазоне длин волн 320 нм < λ < 1500 нм
максимальный электрический размер оболочки

 лежит в интервале 0.3351 < kL <
< 1.508.

На рис. 2 представлены результаты расчета за-
висимости модуля компоненты поля 
(спектра поля ) от длины волны  в точ-
ке А с координатами оболочки 
(точка внутреннего контура на рис. 1) при различ-
ных углах падения плоской волны 

 и кварцевого ядра с относительной диэлек-
трической проницаемостью, равной .
Из представленных на рис. 2 данных следует, что
спектр поля  содержит четыре максимума
для углов падения плоской волны .
При угле падения  наибольший (глав-
ный) максимум поля отсутствует. Далее покажем,
что эти максимумы поля  соответствуют
резонансам плазмонов, образующихся на внутрен-
нем контуре оболочки. Отметим, что расположение
резонансов (максимумов ) практически не
зависит от угла падения  плоской волны. Первые
три резонанса имеют место соответственно при
значениях длин волн λ = 806, 457.5 и 433.6 нм.
Наибольший максимум поля наблюдается при
длине волны  , т.е.
принадлежит квазистатическому диапазону длин
волн. Остальные резонансы располагаются в ре-
зонансном  диапазоне длин волн.

На рис. 3а–3в представлено пространственное
распределение линий равных амплитуд поля

 для рассмотренной выше оболочки в слу-
чае трех резонансов поля  при угле падения
плоской волны . Результаты расчетов пока-
зывают, что при  наблюдается диполь-
ный резонанс (главный максимум), а при λ = 457.5
и 433.6 нм – мультипольные резонансы.

Отметим, что в случае дипольного резонанса
увеличение поля  наблюдается не только
вблизи внутренней поверхности оболочки, но и в
значительной части ее внутренней области. При

310−δ <

1 25 нм,a = 1 10.6 ,b a= 2 15 нм,a = 2 20.8b a=

1 12 ( )kL k a b= +

( , )zH А λ
( , )zH А λ λ

2 2,r a b= + ϕ = π

0 0, 6, 4,ϕ = π π
3, 2π π

2SiO 2.16ε =

( , )zH А λ
00 2≤ ϕ < π

0 2ϕ = π

( , )zH А λ

( , )zH А λ
0ϕ

806 нм,λ =  ( 0.62 < 1)kL ≈

 ( 1.2)kL ≈

( , )zH А λ
( , )zH А λ

0 6ϕ = π
806 нмλ =

( , )zH А λ

Рис. 2. Зависимость модуля компоненты поля
 в точке А от длины волны λ при различных

углах падения плоской волны ϕ0 = 0 (1), π (2), π/2 (3),
π/4 (4), π/2 (5) и при параметрах оболочки с кварце-
вым ядром: а1 = 25 нм, b1 = 0.6а1, а2 = 25 нм, b2 = 0.8а2.
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мультипольных резонансах увеличение поля
 происходит в отдельных (локальных) ча-

стях поверхности оболочки. Распределения ли-
ний равных амплитуд поля  (см. рис. 3б, 3в)
показывают наличие эффекта вырождения ближ-
него поля оболочки, приводящее к образованию
только двух лепестков у диаграммы рассеяния.

Результаты расчета диаграммы рассеяния для
оболочки при угле падения плоской волны

 и трех резонансных длинах волн, λ = 433.6,
457.5 и 806 нм, и одной нерезонансной, ,
изображены на рис. 4. Из рисунка следует, что во
всех указанных случаях диаграммы рассеяния со-
держат только два лепестка. При этом в резонанс-
ных случаях максимумы лепестков диаграммы
рассеяния соответствуют направлениям углов

 и . Однако в нерезонансном случае λ =
= 600 нм максимумы лепестков наблюдаются при
углах  , т.е. диаграмма рассеяния повернута
на угол 90° относительно резонансных случаев.

На рис. 5а, 5б представлены зависимости спек-
тра поля  от длины волны для оболочки с
кварцевым ядром и оболочки, ядро которой пред-
ставляет собой свободное пространство. При этом
угол падения плоской волны равен . Па-
раметры внешнего контура оставались постоян-
ным и равными  , а параметры
внутреннего контура изменяли свои значения:

  , вызывая

( , )zH А λ

( , )zH А λ

0 6ϕ = π
600 нм

0ϕ = ϕ = π

2ϕ = ±π

( , )zH А λ

0 6ϕ = π

1 25 нм,a = 1 10.6b a=

2 15 нм,a = 2 2 20.6 ,0.7 ,b a a= 2 20.8 ,0.9a a

Рис. 3. Пространственное распределение линий рав-
ных амплитуд поля  для оболочки с кварце-
вым ядром и параметрами: а1 = 25 нм, b1 = 0.6а1, а2 =
= 25 нм, b2 = 0.8а2, при угле падения плоской волны

 и длинах волн λ = 806 (а), 457.5 (б) и 433.6 нм (в).

(в)

(б)

(а)

( ,zH A λ)

0 6ϕ = π

Рис. 4. Диаграмма рассеяния для выпукло-вогнутой
оболочки с кварцевым ядром и параметрами: а1 = 25 нм,
b1 = 0.6а1, а2 = 15 нм, b2 = 0.8а2, при угле падения
плоской волны ; λ = 433.6 (1), 457.5 (2), 806 (3)
и 600 нм (4).
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изменение кривизны внутреннего контура и раз-
мера отверстия . Из данных, представ-
ленных на этих рисунках, следует, что в случае
кварцевого ядра увеличение параметра  (умень-
шение размера отверстия ) приводит к смещению
резонансной длины волны дипольного резонанса
примерно на  в сторону больших длин волн.
Для ядра из свободного пространства также наблю-
дается аналогичное смещение резонансной длины
волны дипольного резонанса. Однако величина

2 2h a b= −

2b
h

300 нм

смешения равна примерно 180 нм, т.е. значительно
меньше, чем для кварцевого ядра. Таким обра-
зом, изменяя кривизну внутреннего контура или
относительную диэлектрическую проницаемость
ядра оболочки, мы можем изменять резонансную
длину волны дипольного резонанса. Отметим,
что влияние кривизны внутреннего контура или
относительной диэлектрической проницаемости
ядра оболочки на смещение резонансных длин
волн у мультипольных резонансов более слабое.

Рисунок 6 иллюстрирует результаты расчетов
нормированного поперечника рассеяния  для
рассмотренной выше оболочки с кварцевым ядром,
параметрах внешнего контура  
и различных значениях параметров внутреннего
контура:  .
Из рис. 6 видно, что каждая кривая содержит не-
сколько основных и побочных максимумов. От-
метим соответствие основных максимумов ди-
польным и мультипольным резонансам плазмо-
нов. Кроме того, наличие побочных максимумов
свидетельствует о существовании эффекта вы-
рождения ближнего поля плазмонов.

Рассмотрим теперь случай выпукло-вогнутой
оболочки с кварцевым ядром и большими, чем в
предыдущем случае, параметрами внешнего и
внутреннего контуров. При этом параметры внеш-
него контура полагались равными: 

, а параметры внутреннего контура изме-
няли свои значения:  b2 = 0.7a2, 0.8a2,
0.9a2. Угол падения плоской волны был равен

. Отметим, что диапазоне длин волн

Skσ

1 25 нм,a = 1 10.6b a=

2 15 нм,a = 2 2 2 2 20.6 ,0.7 ,0.8 ,0.9b a a a a=

1 100 нм,a =
1 10.6b a=

2 80 нм,a =

0 6ϕ = π

Рис. 5. Зависимость модуля компоненты поля
 от длины волны для оболочки с кварцевым

ядром (а) или ядром из свободного пространства (б); па-
раметры: а1 = 25 нм, b1 = 0.6а1, а2 = 15 нм, b2 = 0.6а2 (1),

 (2),  (3),  (4) при угле падения плоской
волны .
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Рис. 6. Зависимость поперечника рассеяния  от
длины волны для оболочки с кварцевым ядром при
параметрах внешнего контура: а1 = 25 нм, b1 = 0.6а1 и
внутреннего контура: а2 = 15 нм,  (1),  (2),

 (3),  (4).
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 максимальный электриче-
ский размер  оболочки лежит в ин-
тервале .

На рис. 7 представлены зависимости спектра
поля  от длины волны для этого случая.
Из рисунка следует, что каждая кривая содержит
несколько максимумов различной амплитуды.
Максимумы спектра поля  соответствуют
дипольному и мультипольному резонансам плаз-
монов. При этом увеличение кривизны внутрен-
него контура (уменьшение размера отверстия ,
см. рис. 1) ведет к смещению резонансной длины
волны дипольного резонанса в сторону ее увели-
чения примерно на 400 нм.

Результаты расчетов нормированного попе-
речника рассеяния  для рассмотренной выше
оболочки с кварцевым ядром представлены на
рис. 8. Здесь каждая кривая имеет несколько мак-
симумов, существование которых объясняется
наличием дипольного и мультипольного резо-
нансов плазмонов.

Выше на рис. 7, 8 мы привели результаты рас-
четов для оболочки, у которой кривизна внешне-
го контура оставалась постоянной, а кривизна
внутреннего контура изменялась. Рассмотрим те-
перь обратную ситуацию, когда кривизна внутрен-
него контура остается постоянной, а изменяется
кривизна внешнего контура. Этой ситуации соот-
ветствует оболочки, изображенные на рис. 1, у ко-
торых параметры внутреннего контура 

 а параметры внешнего контура следую-

320 нм 1500 нм< λ <
1 12 ( )kL k a b= +

1.508 7.068kL< <

λ( , )zH B

( , )zH А λ

h

σSk

2 80 нм,a =
2 20.8 ,b a=

щие:   
.

На рис. 9 изображены зависимость спектра по-
ля  от длины волны для таких оболочек с
кварцевым ядром при угле падения плоской вол-

= + + + α1 2 2 1( ) (1 ),a d a b = 10 нм,d 1 1 1,b a= α
α =1 0.2, 0.5, 0.7

λ( , )zH B

Рис. 7. Зависимость модуля компоненты поля
 от длины волны для оболочки с кварцевым

ядром и параметрами: а1 = 100 нм, b1 = 0.6а1, а2 =
= 80 нм, b2 = 0.7а2 (1),  (2),  (3), при угле па-
дения плоской волны .
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Рис. 8. Зависимость поперечника рассеяния  от
длины волны для оболочки с кварцевым ядром и па-
раметрами: а1 = 100 нм, b1 = 0.6а1, ,

 (1),  (2),  (3), и угле падения плос-
кой волны .
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Рис. 9. Зависимость модуля компоненты поля
 от длины волны для оболочки с кварцевым

ядром и параметрами: а2 = 80 нм, b2 = 0.8а2,
 , b1 = α1a1,

 (1), 0.5 (2), 0.9 (3), при угле падения плоской
волны .
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ны . Из рисунка видно, что зависимости
спектра поля  от длины волны имеют не-
сколько максимумов. При этом максимум поля,
соответствующий дипольному резонансу, распо-
лагается в окрестности λ ≈ 1500…1700 нм. Увели-
чение кривизны внешнего контура приводит к
смещению резонансной длины волны примерно
на  как для дипольного, так и мультиполь-
ного резонансов.

На рис. 10 представлены зависимости норми-
рованного поперечника рассеяния  от длины
волны для таких оболочек. Из рисунка видно, что
для таких оболочек характерно наличие выра-
женных колебаний в области длин волн, где име-
ют место мультипольные резонансы. При этом их
максимумы имеют большие значения чем макси-
мумы, соответствующие дипольным резонансам.

0 6ϕ = π
( , )zH А λ

200 нм

σSk

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотрена дифракция плоской волны на

цилиндрической оболочке из серебра, контуры
поперечного сечения которой представляют со-
бой выпукло-вогнутые кривые. Показано, что у
таких оболочек наблюдается наличие выраженных
мультипольных резонансов, эффект вырождения
ближнего поля, а также возможность смещения ди-
польного резонанса в область λ ≈ 1500…1700 нм. От-
мечено значительное различие в значениях резо-
нансных длин волн у дипольных и мультиполь-
ных резонансов.

Автор заявляет об отсутствии конфликта инте-
ресов.
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Рис. 10. Зависимость поперечника рассеяния  от
длины волны для оболочки с кварцевым ядром и па-
раметрами: а1 = 80 нм, b2 = 0.8а2,

 , b1 = α1a1,
 (1), 0.5 (2), 0.7 (3), при угле падения плоской
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