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Рассмотрен строгий метод электродинамического анализа многоэлементной излучающей структу-
ры, в котором использованы классические итерационные методы, применяемые к блочной системе
линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Приведены выражения для элементов СЛАУ в случае
тонкопроволочной излучающей структуры при различных вариантах проекционных функций.
Представлена математическая модель директорной антенны, для которой проведено численное мо-
делирование. Исследована сходимость итерационного процесса при вычислении распределений
токов, входного сопротивления и диаграммы направленности. Показано, что в отсутствие сильных
межэлементных связей метод обладает высокой эффективностью.
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ВВЕДЕНИЕ
Моделирование распределения токов на много-

элементных излучающих структурах имеет особое
значение в теории антенн. При проектировании та-
ких излучающих структур необходимо учитывать
взаимодействие между их отдельными элементами,
что является довольно сложной задачей. Долгое
время в инженерной практике для расчета взаимо-
действия использовался метод наведенных элек-
тродвижущих сил (ЭДС). Основные принципы
этого метода изложены в работе [1]. Метод наве-
денных ЭДС позволяет находить наведенные и
собственные сопротивления элементов антенны,
а также амплитуды и фазы токов в пассивных эле-
ментах. Из недостатков метода отметим, что он на-
кладывает определенные ограничения на длину и
расстояние между элементами из-за использования
приближенных распределений тока. Наиболее пол-
но учесть взаимодействие между элементами излу-
чающих структур позволяют строгие математиче-
ские модели, сводящиеся к системам интегральных
уравнений [2].

В настоящее время для решения таких задач
применяют системы автоматизированного проек-
тирования, в которых используют метод моментов
[3], метод конечных элементов и метод конечных
разностей [4]. К недостаткам такого подхода можно
отнести высокие требования к ЭВМ, высокую сто-

имость программного обеспечения, отсутствие
математической модели в явном виде.

Таким образом, разработка универсальных ме-
тодов расчета межэлементного взаимодействия
является актуальной задачей. В [5] рассмотрен
итерационный подход к решению интегральных
уравнений теории проволочных антенн на основе
многошагового метода минимальных невязок.
Здесь метод применялся непосредственно к об-
щей матрице системы линейных алгебраических
уравнений (СЛАУ). В [6] в качестве основы для
расчета взаимодействия было предложено ис-
пользовать модификацию метода Гаусса–Зейде-
ля [7] для случая блочной матрицы СЛАУ. Сделан
вывод о том, что предложенный метод может
быть эффективен для расчета метаструктур, име-
ющих конечные размеры [8]. Результаты работы
[6] были дополнены в [9] алгоритмами расчета
элементов блочной матрицы СЛАУ для случая
построения структуры из однотипных элементов,
обладающих различными видами симметрий.
Показано, что данные алгоритмы позволяют су-
щественно сокращать время расчета.

В данной статье рассмотрен вопрос использо-
вания метода [6] для расчета многоэлементных
излучающих структур. В качестве примера рас-
смотрена директорная антенна [10], математиче-
ская модель для которой была построена на основе
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тонкопроволочных интегральных представлений
электромагнитного поля [11]. Для случая различных
систем проекционных функций (СПФ) проведено
исследование сходимости результатов вычисления
токов, входного сопротивления и диаграмм на-
правленности.

1. АЛГОРИТМ ИТЕРАЦИОННОГО
РЕШЕНИЯ ВНУТРЕННЕЙ 

ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ
Внутренняя электродинамическая задача для

многоэлементных излучающих структур сводит-
ся к операторной системе вида

(1)

где  – число элементов структуры,  – соб-
ственный оператор -го элемента,  – операторы
взаимодействия ( ),  – функции возбуждения,
связанные со сторонними полями,  – неизвест-
ные токовые функции. Здесь и далее индексы

 обозначают элементы структуры.
К системе (1) была применена схема метода

моментов [3]: на -м элементе введены системы ба-
зисных  и тестовых  функций (здесь и далее ин-
дексы  и  обо-
значают проекционные функции на соответству-
ющем элементе структуры), определен оператор
скалярного произведения  функций. По систе-
ме базисных функций произведено разложе-
ние неизвестных функций :

(2)

Подставляя (2) в (1) и определяя последова-
тельно скалярные произведения с тестовыми
функциями для правой и левой частей получаю-
щихся уравнений, приходим к СЛАУ вида

(3)

где  – блочная матрица, ,  – соответственно
блочные векторы неизвестных и правой части.
Будем считать, что

(4)

Неизвестные коэффициенты  входят в (2). Об-
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Решать СЛАУ прямым методом в случае ис-
пользования базисных и тестовых функций уни-
версального вида нецелесообразно, так как даже
для структур, содержащих не более ста элементов,
число  будет довольно большим. Здесь возникают
две проблемы. Первая заключается собственно в
выборе метода решения СЛАУ. Известно, что точ-
ные методы могут применяться для СЛАУ относи-
тельно небольших размеров вследствие сложности
решения, пропорциональной  и, что гораздо
важнее, вследствие накопления погрешностей
округления [7]. Вместе с тем возникает вторая
проблема – хранение таких матриц в памяти
ЭВМ. Непосредственное применение итераци-
онных методов, основанных на расщеплении
матрицы (методы типа последовательной верхней
релаксации), может привести к негативному ре-
зультату, если отсутствует диагональное преобла-
дание в матрице .

Достичь сходимости классических итерацион-
ных методов можно, рассматривая именно блочную
СЛАУ (3) в предположении, что между элементами
структуры отсутствует достаточно сильная связь.
Под сильной будем понимать кондуктивную связь
или такую связь по полю, при которой найдется
элемент, энергия наведенных полей на котором
превышает энергию излучаемого им поля. Сильная
связь по полю возможна, например, в резонансных
случаях. Практически пригодность метода можно
определить по наличию или отсутствию сходимо-
сти решения.

Применяя процедуру Гаусса–Зейделя [7] к
блочной СЛАУ, можно записать следующую фор-
му ее решения:

(5)

здесь и далее  – номер шага итерационного про-
цесса,

(6)

– соответственно обращенные собственные матри-
цы и весовые матрицы,  выступают в качестве
матриц предобусловливателя. В процедуре (5) мож-
но также использовать более простой вариант:

(7)

Здесь оператор  предполагает построение
диагональной матрицы, размер которой совпада-
ет с , а в качестве диагональных элементов ис-
пользуются элементы . Если принять во
второй сумме (5) , то формула будет соот-
ветствовать методу простой итерации. Критерий
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оценки сходимости строится в соответствии с не-
равенством

(8)

где  – сколь угодно малое наперед заданное чис-
ло. Аналогичный критерий будем использовать
для оценки сходимости по входному сопротивле-
нию и диаграмме направленности.

Обсудим теперь общие и частные преимущества
данной формы решения внутренней задачи. Общих
преимуществ здесь два. Первое заключается в от-
сутствии необходимости решения полной СЛАУ,
второе – в том, что в случае (6) обратить нужно
только  матриц , имеющих относительно не-
большой размер и допускающих применение пря-
мых методов, основанных, например, на -фак-
торизации, в случае (7) процедура обращения сво-
дится к поиску обратных диагональных элементов.
Но наиболее важные преимущества появляются
при решении внутренней задачи для структур, со-
стоящих из однотипных элементов. В этом случае
собственные матрицы  будут равны между собой.
Таким образом, обратить нужно будет только од-
ну матрицу. Если элементы структуры одинаково
ориентированы в пространстве и (или) имеют
плоскости либо оси симметрии, то множество ве-
совых матриц также будут иметь одинаковый вид,
что позволяет существенно снизить затраты па-
мяти ЭВМ на хранение полной матрицы СЛАУ.

2. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 

ТОНКОПРОВОЛОЧНОЙ 
МНОГОЭЛЕМЕНТНОЙ СТРУКТУРЫ

Многоэлементная тонкопроволочная структу-
ра  представляет собой совокупность  тонких
проводников  произвольной формы,
расположенных в свободном пространстве с ха-
рактеристическим сопротивлением . Для про-
стоты предположим, что радиус всех проводни-
ков одинаков и равен . Каждый проводник мож-
но описать векторным уравнением, зависящим от
натурального параметра :

где  – гладкие функции,  –
орты декартовой системы координат. Под Lj =

 также будем понимать длину -го
проводника. Интегральное представление элек-
тромагнитного поля (ИП ЭМП) такой структуры
можно записать в виде [11]:
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здесь Ij(l ') – распределение полного тока по обра-
зующей ,

– ядра ИП ЭМП,  – векторное уравне-
ние образующей ,  – еди-
ничный вектор касательной, определенный в
точке  на образующей , – волновое число,

– соответственно функция Грина для свободного
пространства и ее производная,  – расстояние,

– радиус проводников.
Для  целесообразно представление в виде

рядов:

в которых  – коэффициенты разложения тока

на -й образующей по . Исходное ИП ЭМП
(9) при этом приобретет вид

(10)

На каждой образующей справедливо граничное
условие для идеального проводника:

(11)

Здесь и далее оператор “ ” использован для обо-
значения скалярного произведения векторов.
Умножая поочередно (11) на тестовые функции
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 находится -й сегмент ri,m(l), уравнение ко-
торого может быть записано в следующем виде:

Здесь  – центр сегмента,
 – длина сегмента, 

 – единичный вектор касатель-
ной на сегменте. Здесь и далее индексы m = mi(j) =

 и  означают сегмен-
ты на соответствующем элементе структуры.

В качестве базисных будем использовать взве-
шенные суммы функций, кусочно-постоянных в
пределах каждого сегмента:

(13)

где  – значение натурального параметра на сег-

ментированной образующей , соответствующее
центру сегмента с индексом ;  – функция,
описывающая прямоугольный единичный импульс
шириной , имеющий центр в точке . В качестве
тестовых функций будем использовать взвешен-
ные суммы дельта-функций Дирака:

(14)

Такой подход можно рассматривать как обоб-
щенный метод коллокаций [12]. Из представлен-
ных выражений видно, что в случае (13) роль ве-
совых коэффициентов играют значения функций

, вычисленные в точках коллокации , а в
случае (14) аналогичная роль принадлежит функ-
циям .

Применяя приведенные выражения в (12) с
учетом свойств дельта-функции, получаем фор-
мулы для расчета матричных коэффициентов и
коэффициентов правой части СЛАУ с помощью
конечных сумм:
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Традиционному методу коллокаций соответствует
выбор:

(17)

где  – дельта Кронекера. Корректное решение
СЛАУ в рамках метода коллокаций достигается при
выполнении условия [13] для любого сегмента:

(18)

Следует отметить, что в данном разделе приведен
один из наиболее простых с вычислительной точки
зрения вариантов построения СЛАУ для определе-
ния неизвестных токов на элементах излучающей
структуры, предполагающий использование упро-
щенных с учетом тонкопроволочного приближения
ядер  в (9), (10), (12). В отсутствие данного
приближения возникает необходимость решения
систем интегральных уравнений (ИУ) с логариф-
мическими и гиперсингулярными особенностями
в ядрах, что существенно усложняет процедуру
построения СЛАУ. В качестве альтернативы так-
же можно использовать варианты, предполагаю-
щие обращение дифференциального оператора,
приводящие к системам ИУ со слабыми (логариф-
мическими) особенностями. Подобный подход ис-
пользован в [14, 15]. В [14] для системы тонких па-
раллельно расположенных прямолинейных вибра-
торов, возбуждаемых точечными источниками,
получена система ИУ Фредгольма второго рода и
обоснован выбор параметра регуляризации ис-
ходной задачи, а также представлены выражения
для расчета нормированной диаграммы направ-
ленности излучающей системы. В [15] представлено
решение обобщенной задачи для системы тонких
прямолинейных проводников, произвольно распо-
ложенных в пространстве. В рамках данной задачи
имеются более широкие возможности выбора вида
функции стороннего поля. Подробно рассмотре-
ны ядра системы ИУ, приведен метод получения
СЛАУ.

При использовании тонкопроволочного при-
ближения необходимо оценить погрешность, с
которой осевой ток на конкретном проводнике
аппроксимирует реальный азимутально-незави-
симый поверхностный ток. Способ вычисления
данной погрешности будет рассмотрен далее.

3. АНАЛИЗИРУЕМАЯ
ИЗЛУЧАЮЩАЯ СТРУКТУРА

В качестве структуры для тестирования пред-
ложенных алгоритмов решения внутренней зада-
чи была выбрана директорная антенна (ДА). Она
состоит из пяти элементов – тонких идеально про-
водящих прямолинейных цилиндрических вибра-
торов, имеющих диаметр , лежащих в плос-
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кости  симметрично плоскости . Вибратор
 является активным и содержит в центре разрыв

длиной , в который помещен генератор сто-
ронней ЭДС . Здесь и далее названия вибрато-
ров также будут использоваться для обозначения
их длины. Вибратор  играет роль рефлектора, а
вибраторы  ( ) – роль директоров.

Распределения токов обозначим в соответствии
с обозначениями самих вибраторов: ,

, , . Уравнения
образующих имеют общую форму:

Значения  (смещение вдоль оси )  неслож-
но определить из рис. 1.

Под действием генератора сторонней ЭДС,
имеющего амплитуду, равную , на активном
вибраторе возникает касательная компонента
стороннего электрического поля , равная
нулю всюду за исключением области зазора, где
она равна . Эта компонента создает на актив-
ном вибраторе распределение тока , кото-
рый, в свою очередь, создает токи на пассивных
элементах антенны.

После сегментации такой структуры к ней в пол-
ной мере становятся применимы выражения (3) и
(15). Сегментацию будем осуществлять так, чтобы
длины сегментов в пределах отдельного элемента
были равны ( ). Число сегментов выбира-
ется в соответствии с (18). С учетом симметрии
структуры относительно плоскости  целесо-
образным является четное число сегментов на

элементе . В этом случае конец сегмента с
индексом  будет началом сегмента с индексом

, а соответствующая точка будет принадле-
жать плоскости симметрии. Ширину зазора , в
который помещается генератор , после сегмен-
тации можно принять равной . Далее при мо-
делировании будем использовать СПФ, постро-
енные на основе (15) и соответствующие различ-
ным вариантам метода коллокаций.

Вариант 1. СПФ типа (17). Выражения (15) при
этом приобретают простой вид:

(19)

Вариант 2. СПФ, учитывающие симметрию и
способ возбуждения структуры:

(20)
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Выражения (15) при этом приобретают вид

(21)

В выражениях (20) и (21) , q' =
.

Вариант 3. СПФ, учитывающие симметрию и
способ возбуждения структуры, а также вид соб-
ственных функций на ее отдельных элементах [16]:

(22)

Число проекционных функций , его мож-
но определить, анализируя сходимость решения
при максимальном соотношении .

Предварительный анализ показал, что в пер-
вых двух случаях сходимости итерационного про-
цесса (5) можно достичь только с использованием
полного обращения собственных матриц  (пер-
вое выражение (6)), а в третьем случае можно ис-
пользовать как полное обращение, так и простые
обратные матрицы (7). Поэтому будем считать, что
вариант 3 использует полное обращение собствен-
ных матриц, а также введем еще один вариант:

Вариант 4. СПФ вида (22) с использованием в
итерационном процессе (5) простых обратных
матриц (7).

4. РЕЗУЛЬТАТЫ 
ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

При проведении численного моделирования
половинное число сегментов  ( ) на раз-
личных элементах антенны предполагалось рав-
ным , что соответствовало условию (18)
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Рис. 1. Геометрия директорной антенны.
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при . Число проекционных функций
для вариантов 3 и 4 было равно 25 на активном виб-
раторе и 5 на пассивных вибраторах. Амплитуда 
генератора ЭДС полагалась равной 1В. Моделиро-
вание проводилось в диапазоне . От-
метим, что нормированная ширина зазора 
оказалась равной . При исследовании сходи-
мости итерационных процессов в (8) предполага-

лось, что .

На первом этапе была проведена оценка сходи-
мости решения внутренней задачи. На рис. 2 при-
ведены результаты расчета распределения тока на
активном вибраторе (здесь и далее  –
нормированная координата на образующей соот-
ветствующего вибратора), полученные для вариан-
та 3 ИП при различном числе сегментов, .
Из рисунка видно, что  можно считать до-
статочным для проведения дальнейших исследо-
ваний. На рис. 3 приведены результаты расчета
амплитудных распределений тока на всех вибра-
торах антенны, полученных с помощью вариан-
тов 1 и 3 ИП, . Здесь можно видеть доста-
точно хорошее совпадение результатов, получен-
ных с помощью разных СПФ.

Погрешность, с которой осевой ток  на
проводнике  аппроксимирует реальный азиму-
тально-независимый поверхностный ток ,
можно оценить, используя выражение для маг-
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нитного поля  поверхности прямолинейного
проводника [13]:

(23)

Слагаемое  обусловлено влиянием сосед-
них проводников. С практической точки зрения
удобно использовать величину , в
которой токи  и  – векторы, составленные из
значений соответствующих токов в точках колло-
кации. При выбранных параметрах моделирова-

ния для  на активном вибраторе ,
что позволяет считать корректным используемое
приближение для ядра ИУ.

На рис. 4 показаны результаты исследования
сходимости итерационных процессов для раз-
личных . В целом сходимость можно оценить
как очень хорошую. Видно, что кривые сходимо-
сти для различных вариантов ИП ведут себя
примерно одинаково. Кривые для варианта 1 не
показаны, так как они полностью идентичны
кривым варианта 2. Вариант 2 является более
предпочтительным, так как уменьшает количе-
ство элементов блочной СЛАУ по сравнению с
вариантом 1 в четыре раза, а также существенно
снижает сложность обращения собственных
матриц . Здесь будет уместен вывод о том, что

на
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Рис. 2. Распределения тока на активном вибраторе,
полученные для в рамках варианта 3 при раз-
личном числе сегментов:  (1),  (2) и  (3).
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для достижения быстрой сходимости проекци-
онные функции необходимо выбирать с учетом
формы собственных функций для отдельных
элементов излучающей структуры. Сходимость
ухудшается для всех вариантов в области первого
резонанса, когда между элементами антенны
усиливается связь по полю. Таким образом,
ухудшение сходимости является косвенным сви-
детельством наличия резонансов в излучающей
системе. Важным моментом здесь также являет-
ся асимптотическая линейность зависимости

 от , которая позволяет прогнозировать
число итераций, необходимых для достижения
заданной точности.

На рис. 5 приведена зависимость сходимости
результатов по входному сопротивлению антен-
ны от  для варианта 4. Наихудшая сходимость
наблюдается при . На рис. 6 приведены ре-
зультаты расчета зависимости входного сопро-
тивления от , полученной в рамках варианта 4
для различного числа итераций. Результаты, по-
лученные для пяти и десяти итераций, практиче-
ски не имеют визуальных отличий.

На рис. 7 приведен результат расчета норми-
рованной азимутальной диаграммы направлен-
ности (ДН) в рамках варианта 1 для  при
различных значениях числа итераций . Наи-
большие отличия здесь наблюдаются в области
обратного лепестка ДН. Форма главного лепест-
ка ДН при изменении числа итераций практиче-

( )lg δ ξ k

γ
γ 0.5≈

γ

γ 0.47=
k

ски не меняется. На рис. 8 приведено сравнение
сходимости по току, входному сопротивлению и
нормированной ДН для различных вариантов
при . Можно видеть, что лучшая сходи-
мость в данном случае наблюдается для входно-
го сопротивления, а кривые сходимости по току
и нормированной ДН ведут себя примерно оди-
наково.

γ 0.47=

Рис. 4. Сходимость решения СЛАУ с различными ва-
риантами итерационных процедур 2–4 (кривые 1–3

соответственно) при  (1–3),  (1 '–3 ') и 
(1"–3").

k

lg (δk/ξ)

1

3

2

4

5

6

2 4 6 12 160 8 10 14

1

2

3

1 ′
1 ′′

2 ′
2 ′′

3 ′
3 ′′

18

γ 0.47= 0.41 0.36 
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3 (2), 6 (3) и 9 (4).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, изложены основные принципы

электродинамического анализа многоэлементных
излучающих структур, имеющих конечные разме-
ры, с помощью итерационных процедур типа Гаус-
са–Зейделя, реализуемых для блочной матрицы
СЛАУ. Приведена подробная реализация предло-
женного метода для тонкопроволочных много-
элементных излучающих структур, на основе ко-
торой построены четыре варианта математиче-
ской модели, описывающей решение внутренней
задачи электродинамики для директорной антен-
ны. Для всех вариантов проведено численное мо-
делирование.

Показано, что предложенный подход может
быть очень эффективен в случае отсутствия силь-
ных связей между элементами и в случае наличия
ярко выраженных резонансных явлений в излу-
чающей системе. Кроме решения внутренней
электродинамической задачи было проведено ис-
следование сходимости для наиболее важных ха-
рактеристик излучающей структуры: входного
сопротивления и диаграммы направленности.

Также представленные результаты подтвер-
ждают важность правильного выбора системы
проекционных функций для описания распреде-
лений токов по элементам структуры. Можно
сделать вывод о том, что в случае отсутствия силь-
ных связей между элементами целесообразно вы-

бирать эти системы исходя из их близости к соб-
ственным функциям отдельных элементов.

В качестве актуальной задачи здесь можно обо-
значить расширение границ применения предло-
женного метода. Так, ранее уже было показано [6],
что в случае сильных связей между элементами, а
также при наличии ярко выраженных резонан-
сов, сходимость итерационного процесса может
резко ухудшаться, а иногда и вообще отсутство-
вать. Также метод неприменим к структурам с
кондуктивными связями в случае построения
блочной СЛАУ на основе метода коллокаций. В
настоящий момент авторы связывают решение
этих проблем с правильным выбором систем про-
екционных функций.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта
интересов.
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