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ВВЕДЕНИЕ

Искусственные материалы, изготовленные из
периодических металлических и/или диэлектри-
ческих частиц, чьи размеры много меньше длины
волны, часто применяются в фокусирующих и на-
правляющих устройствах электромагнитных волн.
Такие периодические структуры называются фо-
тонными или электромагнитными кристаллами [1].
При длинах волн, много больших периода структу-
ры, такие искусственные материалы ведут себя как
обычные диэлектрики с малой дисперсией. Мик-
роволновые линзы, сделанные из этих структур,
легче, чем обычные диэлектрические линзы.

Исторически первыми были доложены ре-
зультаты по металлическим сферам, располо-
женным в диэлектрике [2]. Там же были опреде-
лены эффективные диэлектрическая и магнитная
проницаемости материала. Но материал, содержа-
щий маленькие металлические сферы не очень тех-
нологичен. Металлические частицы других форм,
как правило, дают более сильную анизотропию
свойств материала [3].

В работах [4, 5] описан созданный легкий изо-
тропный материал пригодный для массового про-
изводства линз с размерами больше 1 м. Но техно-
логия его изготовления представляется сложной.

В [6] предложены трехмерные периодические
решетки, состоящие из полых металлических ци-
линдров со стенками конечной толщины. Такие
решетки технологичны в изготовлении, имеют
низкий вес и могут использоваться как легкий ис-
кусственный диэлектрик для многих видов мик-
роволновых линз. Ранее в работах [7, 8] были до-
ложены теоретические и экспериментальные ре-
зультаты по цилиндрической линзе, сделанной из
такого фотонного кристалла. В этих работах нами
изложен метод электродинамического анализа и
приведены результаты расчетов трехмерно перио-
дического бесконечного фотонного кристалла, что
позволило найти коэффициент преломления та-
кого искусственного материала. Для определения
оптического фокусного расстояния диэлектриче-
ской линзы достаточно знать ее геометрию и по-
казатель преломления. Однако для определения
рассеянного поля и создания фокусирующего
устройства – линзы необходимо знать гомогени-
зированн относительную диэлектрическую  и
магнитную проницаемости  среды – фотонного
кристалла на низких частотах, когда на длине
волны умещается несколько периодов кристал-
лической решетки.

В работе [7] было выяснено, что для обеих ор-
тогональных мод кристалла кроме диэлектриче-
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ской проницаемости  существует еще и маг-
нитная проницаемость, отличная от единицы,

. Также было установлено, что различные
процедуры определения  и  дают в общем раз-
личные значения. Показано, в частности, что
подбором геометрических размеров удается сни-
зить анизотропию фотонного кристалла (ФК). В
этих публикациях в качестве иллюстрации при-
водятся фотографии одного слоя эксперимен-
тальной цилиндрической линзы, конструирование
которой было проведено исходя из найденных зна-
чений показателей преломления гомогенизирован-
ного материала. Для проектирования линз кроме
определения параметров  и  необходимо также
знать положение границы между воздухом и “экви-
валентным” гомогенизированным материалом.

В то же время кроме экспериментального ме-
тода исследования фокусирующих свойств линзы
из фотонного кристалла возможен строгий элек-
тродинамический метод анализа, учитывающий
дифрагированное поле всех цилиндров, состав-
ляющих линзу. В такой постановке задачи ее раз-
мерность может показаться весьма значительной.
Разработанный метод позволяет даже на персо-
нальном компьютере рассчитывать цилиндриче-
скую линзу, имеющую в одном периодически по-
вторяющемся слое порядка 1000 цилиндров. Реше-
ние этой задачи избавляет нас от необходимости
неоднозначного определения параметров  и  а
также нахождения месторасположения границы
воздух–гомогенизированный материал.

Цель работы – создание строгого метода ана-
лиза и его применение для расчета линз из фотон-
ных кристаллов.

1. МЕТОД РЕШЕНИЯ
Рассмотрим элементарную ячейку бесконечной

периодической по оси z структуры, состоящей из N

ε > 1

μ < 1
ε μ

ε μ

ε μ

одинаково ориентированных цилиндров вдоль
оси z декартовой системы координат. Вся линза
построена из повторяющихся ячеек вдоль оси z
(рис. 1а). Все цилиндры могут иметь разные раз-
меры, но для простоты рассмотрим случай одина-
ковых цилиндров (рис. 1б). Выбор бесконечной пе-
риодической по оси z структуры обусловлен двумя
причинами. Во-первых, высота реальных линз
много больше их радиуса. Во-вторых, такой под-
ход позволяет использовать метод Флоке и ре-
шать задачу для одного слоя по оси z.

Решение поставленной задачи содержит сле-
дующие основные этапы.

1. Напряженность электрического поля опреде-
ляется токами, текущими по стенкам цилиндров.
Для этого используется векторный потенциал.

2. Используется интегральное представление
функции Грина. Это облегчает вычисление мат-
ричных элементов системы линейных алгебраи-
ческих уравнений (СЛАУ), когда точки наблюде-
ния и истока находятся на одном цилиндре.

3. Получено интегро-дифференциальное урав-
нение (ИДУ) относительно токов, текущих по стен-
кам цилиндра. ИДУ решены методом Галеркина.

4. Достоинство полученного решения – все мат-
ричные элементы СЛАУ выражены в явном виде.

Переходим к первому этапу решения. Выразим
напряженность электрического поля через вектор-
ной потенциал 
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Рис. 1. Фотонный кристалл из полых цилиндров (а) и одиночный цилиндр (б).
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– напряженность внешнего поля, kx,y,z – ком-
поненты волнового вектора ,

(2)

 – плотность поверхностных токов на S-поверх-
ности всех цилиндров, G – функция Грина для
скалярного уравнения Гельмгольца.

В нашем случае

(3)

Приравняв напряженность тангенциального
электрического поля  нулю на поверхности ци-
линдров, получим ИДУ относительно плотности
токов на цилиндрах

(4)

Функция Грина (ФГ) для свободного пространства
известна

Однако ее использование в такой форме нежела-
тельно – при вычислении матричных элементов
СЛАУ, когда точки наблюдения и истока находятся
на одном цилиндре, нужно численно находить би-
сингулярные интегралы. Если вычисляются мат-
ричные элементы СЛАУ, когда точки наблюде-
ния и истока находятся на разных цилиндрах, то
этой проблемы не возникает, но интегралы в ана-
литическом виде все равно не берутся.

Введем оператор :

(далее индекс у  не приводим).
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Введем на n-м цилиндре локальную цилин-
дрическую систему координат, связанную с цен-
тром этого цилиндра . Глобальные коорди-
наты связаны с локальными координатами следу-
ющими выражениями:

Кроме того, введем переменные 
.

Подставим (2), (3) в (1) и получим
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Подставив (5) в (4), получим искомое ИДУ, которое
решаем методом Галеркина. Для этого представим
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компоненты плотности поверхностного тока –
поперечные  и продольные  – в виде

где ,  – взвешенные полиномы Чебышева,
,  – неизвестные коэффициенты.

Проделав все стандартные для метода Галер-
кина преобразования, получим СЛАУ порядка

. (Общий вид этой СЛАУ не
приводим из-за ее громоздкости.) Отметим, что
все интегралы в матричных элементах СЛАУ на-
ходятся аналитически. Для сокращения вычисле-
ний также можно часть элементов матрицы СЛАУ
заменить нулями, что соответствует пренебреже-
нию взаимным влиянием цилиндров, располо-
женных далеко друг от друга.

После решения СЛАУ находим поле (5) в ближ-
ней зоне ФК. Нетрудно найти асимптотику (5)
для поля в дальней зоне.

Разработанный метод имеет быструю внутрен-
нюю сходимость по числу используемых базис-
ных функций. Так, для цилиндров с размерами на
порядок меньше длины волны при вычислении
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полей в ближней зоне с точностью 0.1% нужно
использовать две базисные функции вдоль оси z:

, и одну–три по углу : .

2. ОБСУЖДЕНИЕ 
ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Для анализа линзы по приведенным формулам
была написана программа на языке С. Для иссле-
дования фокусирующей линзы рассчитывались
поля в ближней зоне. Для верификации получен-
ных результатов применялся пакет HFSS в случае
небольшого количества цилиндров.

Для сравнения результатов расчетов и требу-
емых компьютерных ресурсов была рассмотре-
на дифракция плоской волны, падающей вдоль
оси x на линзу. Элементарная ячейка линзы со-
стоит из 36 цилиндров, образующих квадрат. Ри-
сунок структуры в проекте на HFSS представлен на
рис. 2. Параметры структуры – частота 2.5 ГГц, вы-
сота цилиндров 2l = 6.5 мм, R1 = 2.95 мм, R2 = 3 мм,
dz = 8 мм, dx= dy = 7 мм.

Программа занимает память 10 Мб и считает в
течение 3.6 с при точности определения полей в
ближней зоне по внутренней сходимости 0.1%.
Проект на HFSS для достижения приблизительно
той же точности по внутренней сходимости вы-
полнял 11 итераций. Критерием точности вычис-
лений в HFSS авторы выбрали изменение полей в
ближней зоне на каждом шаге итерации. Так, по-
ля изменились на 0.05% с 10 на 11 шаг итерации.
Максимальная использованная HFSS память
равнялась 5.2 Гб, решение длилось 1430 с при ис-
пользовании всех ядер процессора. Максималь-
ный размер линзы, которая может быть посчита-

= 1zM ϕ ϕ = 0, 1M

Рис. 2. Исследуемая структура в пакете HFSS: 36 (6 × 6) идеально проводящих цилиндров, образующих элементарную
ячейку с периодическими граничными условиями на ограничивающих плоскостях, перпендикулярных оси z.

0 20 40 мм

y

E

k

z

x



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 68  № 5  2023

СТРОГИЙ ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 413

на в пакете HFSS, определяется объемом имею-
щейся памяти компьютера и доступным временем
для получения результата. Удовлетворительный
по точности расчет линзы с числом цилиндров в
ячейке, большим чем 40…50, в пакете HFSS не-
возможен на имеющемся в распоряжении авто-
ров компьютере с оперативной памятью 16 Гб. В
табл. 1 приведены время счета и память компью-
тера при разработанной программы для анализа
линз разных размеров.

Была исследована перпендикулярная (см. рис. 2)
и параллельная поляризация (для этого на рис. 2
нужно стрелку вектора  расположить вдоль оси z).
Результаты расчетов приведены на рис. 3 и 4. На
всех рисунках построена амплитуда полного по-
ля, нормированная на амплитуду падающей вол-
ны. Центр линзы совпадает с нулем оси x. Следо-
вательно, область вблизи нуля полям внутри линзы,
область с большими отрицательными значениями
x находится перед линзой, с большими положи-
тельными x – за линзой.

Как видно из рисунков, результаты двух про-
грамм (HFSS и разработанной) практически сов-
падают. Поле перед линзой представляет собой
сумму падающего и переотраженного полей. Внут-
ри линзы поле имеет осциллирующий характер с
периодом dx. В случае перпендикулярной поляри-
зации электрическое поле в максимумах намного
превышает падающее поле, в случае параллель-
ной поляризации, наоборот, – много меньше па-
дающего поля. Это объясняется тем, что ось x


E проходит на уровне половинной высоты цилин-

дров. То есть в пространстве между боковыми стен-
ками соседних цилиндров поле при параллельной
поляризации ослаблено, а при перпендикуляр-
ной поляризации, наоборот, усилено по сравне-
нию с падающем полем. Не очень сильный эф-
фект фокусировки поля за линзой можно объяс-
нить ее малыми поперечными размерами и не
круглым поперечным сечением.

Рассмотрим фокусирующие свойства линз,
полученных из квадратного фотонного кристалла
с квадратной кристаллической решеткой “обре-
занием углов” (рис. 5). Параметры структуры: ча-
стота 4.5 ГГц, высота цилиндров 2l = 5.5 мм, R1 =
= 2.95 мм, R2 = 3 мм, периоды структуры: dz = 8 мм,
dx = dy = 8 мм.

Результаты расчетов приведены на рис. 6а, 6б, 7.
Как видно из рисунков, увеличение диаметра лин-
зы с 1.2 до 3.75 длин волн увеличивает амплитуду
сфокусированного поля с 1.646 до 2.257 амплитуд

Таблица 1. Время счета и используемая память для ана-
лиза линз разработанной программой. Размер ячейки
линзы – количество цилиндров образующих квадрат-
ную ячейку линзы с последующим “обрезанием углов”

Размер ячейки линзы Память, Гб Время счета, c

10 × 10 0.092 11.6

20 × 20 1.47 69.2

30 × 30 7.46 262.6

Рис. 3. Амплитуда полного поля Ey (внешнего плюс
дифрагированного, нормированного на амплитуду
внешнего) вдоль оси x; вектор  перпендикулярен
оси цилиндров; сплошная линия – результаты разра-
ботанной программы, точки – HFSS.
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E Рис. 4. Амплитуда полного поля Ez вдоль оси x; вектор

 параллелен оси цилиндров; сплошная линия – ре-
зультаты разработанной программы, точки – HFSS.
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падающего поля для параллельной поляризации
и с 1.297 до 2.135 для перпендикулярной поляри-
зации. В целом для линзы 30 на 30 цилиндров диа-
метром 3.75 длины волны максимальное усиление
падающего поля в фокальном пятне составляет
7.1 дБ для параллельной поляризации и 6.6 дБ для
перпендикулярной. Из данных рис. 7 можно сде-
лать вывод, что расплывание фокального пятна в
перпендикулярном направлении (относительно на-
правления падающей волны) значительно меньше,
чем в продольном.

Из рис. 5 очевидно, что линза должна обладать
анизотропией свойств относительно направле-
ния падающей волны. На рис. 8 построены зави-
симости полей за линзой, показанной на рис. 5б
при трех различных направлениях распростране-
ния падающей волны, которые определяются уг-
лом между осью x и направлением распростране-
ния – 0, 22.5, 45 град. Как видно из рисунка, отли-
чия при различных направлениях могут достигать
5%. Такой результат есть сумма анизотропии са-
мого фотонного кристалла, а также влияния не-
идеальности границы воздух–кристалл. Послед-
нее слагаемое должно уменьшаться при увеличе-
нии размеров линзы. Можно ожидать, что “не
кристаллическое” расположение цилиндров в ма-
териале, т.е. более однородное относительно пово-
рота вокруг оси симметрии линзы, даст меньшую
анизотропию. Разработанная программа позволяет
анализировать структуры с произвольным располо-
жением цилиндров, но здесь мы ограничимся слу-
чаем их “кристаллического” расположения.

Один из существующих методов анализа
устройств из метаматериалов сводится к опреде-
лению параметров  и  гомогенного материала,
эквивалентного бесконечному ФК, и к замене
фотонного кристалла в устройстве на этот мате-

ε μ

Рис. 5. Поперечное сечение “цилиндрической линзы”: фотонный кристалл с обрезанными углами, состоящий из 10 на 10
(а) и 30 на 30 цилиндров (б); овалы – поперечное сечение проводящих цилиндров, образующих ячейку (слой) линзы.
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Рис. 6. Полные поля вдоль оси x: Ey (перпендикуляр-
ная поляризация – сплошные кривые) и Ez (парал-
лельная поляризация – пунктир) для линз, изобра-
женных на рис. 5а (а) и 5б (б).
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риал. Для обоснования упомянутого выше метода
был проведен численный эксперимент. Поля пе-
ред и за линзой сверялись с полями круглого го-
могенного цилиндра из материала с  и . По-
скольку результат определения  и  зависит от

ε μ
ε μ

используемого способа определения [7], но при
этом неясно точное расположение границы гомо-
генного цилиндра, то подгонка параметров  и ,
расстояния вдоль радиуса цилиндра от крайней
точки фотонного кристалла до границы гомоген-
ного цилиндра dr осуществлялись из условия мини-
мального среднеквадратичного отклонения поля
линзы из ФК и гомогенного цилиндра. Результаты
подгонки для линз различного радиуса приведены в
табл. 2. Линза формируется из ячейки с квадрат-
ным поперечным сечением из  элемен-
тов с последующим “обрезанием углов”.

Как видно из табл. 2, результаты соответству-
ют данным работы [7] – относительная диэлек-
трическая проницаемость больше единицы 
и относительная магнитная проницаемость мень-
ше единицы . То есть материал линзы явля-
ется магнитодиэлектриком с выраженным диа-
магнитным эффектом. Но в целом описание линзы
гомогенизированным однородным цилиндром с
конкретным радиусом,  и  является достаточно
приближенным и носит качественный характер.
Точный результат можно получить только элек-
тродинамическим решением, учитывающим дис-
кретный характер среды. Разработанный метод и
программа позволяют это сделать, используя обыч-
ный персональный компьютер.

ε μ

×N N

ε > 1

μ < 1

ε μ

Рис. 7. Полные поля вдоль оси y при x = 200 мм: Ey
(перпендикулярная поляризация – сплошная кри-
вая) и Ez (параллельная поляризация – пунктир) для
линзы, изображенной на рис. 5б.
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Рис. 8. Амплитуды полного поля за линзой при падении волны, поляризованной вдоль (а) и перпендикулярно оси z
(б) при угле падения 0 (1), 22.5 (2), 45 град (3); r – расстояние вдоль радиуса цилиндра; направление радиуса совпадает
с направлением падающей волны.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработан быстрый и строгий метод электро-
динамического анализа бесконечной цилиндри-
ческой линзы, выполненной из искусственного
материала, представляющего собой полые прово-
дящие цилиндры конечной длины, одинаково ори-
ентированные вдоль оси линзы. Показано, что раз-
работанный метод позволяет рассчитывать на пер-
сональном компьютере характеристики линз с
элементарной ячейкой – слоем, содержащим
большое число цилиндров.

Линза из предлагаемого материала обладает фо-
кусирующими свойствами. К достоинствам такой
линзы следует отнести малый вес, технологич-
ность изготовления, возможность изменения фо-
кусирующих свойств путем несложного варьиро-
вания параметров искусственного материала.

Показано, что такой материал, при размерах
проводящих цилиндров много меньше длины вол-
ны, может быть приближенно описан гомогени-
зированным материалом – магнитодиэлектри-
ком с выраженным диамагнитным эффектом, что
нужно учитывать при конструировании линзы. Но
более строгий анализ требует электродинамическо-
го учета переизлучаемых полей каждым отдельным
цилиндрическим элементом линзы, что является
отличительной чертой предлагаемого подхода.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта
интересов.
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Таблица 2. Результаты определения параметров эквивалентного гомогенного цилиндра при параллельной и
перпендикулярной поляризации

Параллельная Перпендикулярная

dr, мм dr, мм

10 2 0.8 –4.5 2.5 0.6 –2.5
12 2.3 0.8 –7.65 2.5 0.6 –6.3
14 2.1 0.8 –5.85 2 0.7 2.7
16 2.4 0.6 2.7 2.4 0.6 1.35
18 2.1 0.7 1.35 1.5 1 –7.65
20 2.5 0.6 2.25 2.5 0.6 –1.8
22 2.4 0.6 2.25 2.2 0.7 –6.75
30 2.5 0.6 0.9 1.9 0.8 –6.3

N
ε μ ε μ
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