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Методом бихарактеристик изучены особенности распространения декаметровых радиоволн в
ионосфере, содержащей слои E, F1 и F2, а также перемещающееся ионосферное возмущение
(ПИВ) при слабонаклонном зондировании частотно модулированными сигналами. Рассмотрено
распространение как обыкновенной, так и необыкновенной волны, выполнено сопоставление
ионограмм и исследован их сдвиг относительно друг друга. Исследована структура ионограмм в
окрестности каустик, возникающих в точке приема на частотах, отражающихся в окрестности слоя
Е и ПИВ. Рассчитана расходимость лучевого потока в точке приема излучения, определяющая
ослабление амплитуды.
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ВВЕДЕНИЕ
Настоящая работа посвящена численному мо-

делированию амплитудных и временных характе-
ристик отраженных от ионосферы декаметровых
радиосигналов. Актуальность исследования опре-
деляется необходимостью изучения строения ионо-
сферы Земли для решения задач радионавигации,
позиционирования, радиосвязи и радиолокации.
Рассмотрено слабонаклонное зондирование ионо-
сферы Земли непрерывными частотно-модулиро-
ванными сигналами, т.е. случай, когда расстояние
от передатчика излучения до приемника меньше
высоты главного максимума ионосферы. Учтено
влияние магнитного поля Земли, и исследовано
распространение необыкновенной и обыкновен-
ной компонент радиоволны на примере двух мо-
делей ионосферы: модели, не содержащей пере-
мещающееся ионосферное возмущение (ПИВ) и
модели, содержащей ПИВ. Помимо ПИВ обе мо-
дели содержат ионосферные слои F2, F1 и E. Как
отмечено в работе [1], ПИВ часто наблюдаются в
азиатском регионе Российской Федерации. Важ-
ным дистанционным методом изучения строения

ионосферы является метод зондирования частот-
но-модулированным (ЧМ) излучением [2, 3]. Ре-
зультаты математического моделирования верти-
кального зондирования ионосферы, учитываю-
щие влияние магнитного поля Земли, приведены
в [4, 5]. В работах [6, 7] рассмотрено наклонное
зондирование ионосферы без учета магнитного
поля Земли.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
И МОДЕЛЬ ИОНОСФЕРЫ

При математическом моделировании счита-
лось, что источник излучения точечный и нахо-
дится в начале координат на поверхности Земли,
а приемник отстоит от источника на расстоянии
100 км в направлении горизонтальной оси x. По-
скольку зондирование слабонаклонное и рассто-
яние от передатчика до приемника небольшое,
кривизна поверхности Земли не учитывалась, а
величина магнитного поля Земли предполагалась
постоянной:

(1)

напряженность H0 = 0.465 Э; угол склонения (−γ)
равен 57°; а угол наклонения (−ϕ) равен –90°.

1 Некоторые результаты работы доложены на 8-й Микро-
волновой конференции (23 ноября–25 ноября 2022 г.,
Москва, ИРЭ им. В.А. Котельникова РАН).
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Невозмущенная модель электронной концен-
трации ионосферы задавалась выражениями:

(2)

где

(3)

а ПИВ задавалось формулой

(4)

В (4) β0 = 0.1; N0 = 1.9 × 106 см–3; zd = 200 км; zmd =
= 10 км; xd = 50 км; xmd = 40 км. В формулах (2)–
(4) z и x выражены в километрах.

Зависимости электронной концентрации N от
высоты z для невозмущенной и возмущенной мо-
делей приведены на рис. 1.

Зависимости электронной концентрации ионо-
сферы от высоты, показанные на рис. 1, выбраны
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для точки посередине между передатчиком и при-
емником излучения, т.е. находятся на расстоянии
x = 50 км. Отличие между двумя моделями отно-
сится к области, в которой присутствует ПИВ.

2. БИХАРАКТЕРИСТИЧЕСКАЯ СИСТЕМА. 
МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ

Для вычисления лучевых характеристик ра-
диосигналов в точке приема использовалась би-
характеристическая система дифференциальных
уравнений первого порядка [8]

(5)

где ω = 2πf – круговая частота излучателя,  –
волновой вектор,  = (x, y, z) – декартовы коорди-
наты луча, c – скорость света, t – групповое время.
Эффективная диэлектрическая проницаемость
среды распространения ε была задана формулой
Эпплтона–Хартри (Лассена) [9–11]

(6)

в которой знак “+” соответствует обыкновенной
волне, знак “–” — необыкновенной волне,

(7)

ωпл – плазменная частота, ωH – гирочастота, me –
масса электрона, e – заряд электрона. Угол α –
это угол между вектором напряженности магнит-
ного поля Земли и волновым вектором. Косинус
угла определяется формулой

(8)

Для решения системы (5) необходимы начальные
условия, выбраны в виде:

(9)

где α0 и β0 – начальные углы выхода луча. При
расчетах предполагалось, что β0 = 0, т.е. первона-
чально лучи выходят в плоскости (x, z). Начальное
значение эффективной диэлектрической прони-
цаемости среды в точке выхода луча . Реше-
ние системы бихарактеристических уравнений (5)–
(9) позволяет определить время прихода сигнала,

2 2 2 2
2, 2 ,dk dr c k

dt r dt k
 ∂ω ε ∂ω ε ∂ω ε ∂ω ε= = − ∂ ∂ ω ∂ ∂ ω 

  


k


r

2 2 4 2 2

1
2 (1 ) ,

2(1 ) sin sin 4 (1 ) cosu u u

±ε = −
−−

− − α ± α + − α
v v

v v

2 2 2 22
пл 0

2 2 2 2
4 , ,H

e e

e He N u
m m c

ω ωπ   = = = =  
 ω ω  ω ω

v

0

cos .x x y y z zН k Н k Н k
Н k

+ +
α = 

τ=

ω= ε α β

ω= ε α β

ω= ε α

=

0 0 0

0 0 0

0 0

0

(0) cos cos ,

(0) cos sin ,

(0) sin ,

(0,0,0),

x

y

z

k
c

k
c

k
c

r

0 1ε ≈

Рис. 1. Зависимости электронной концентрации N от
высоты z для невозмущенной модели (штриховая
кривая) и возмущенной (сплошная).
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а также углы и прихода выхода сигнала на каждой
частоте.

Важной характеристикой радиосигнала явля-
ется его амплитуда, определяемая как поглоще-
нием, так и расходимостью [12–14]. Основным
инструментом для вычисления расходимости яв-
ляется расширенная бихарактеристическая си-
стема Лукина [15, 16]

(10)

дополненная начальными данными

(11)

Решив бихарактеристическую систему (10), (11) и
найдя производные волнового вектора и коорди-
нат по начальным параметрам выхода луча, не-
трудно вычислить якобиан J расходимости лучево-
го потока

(12)

и найти расходимость волнового поля:

(13)

где J0 – якобиан расходимости на условном рас-
стоянии от источника.
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3. НЕВОЗМУЩЕННАЯ МОДЕЛЬ. 
РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Сначала рассмотрим зависимость группового t
времени прихода сигнала от частоты f. Результаты
моделирования для обыкновенной и необыкно-
венной волн показаны на рис. 2 и 3 (увеличенный
масштаб).

На рис. 2 рассмотрен диапазон частот от 2 до
≈7 МГц для обыкновенной волны и до ≈7.7 МГц
для необыкновенной волны, выше которых волна
уже не приходит в точку наблюдения, а просачи-
вается вверх сквозь ионосферные слои.

На рис. 4 показана лучевая структура необык-
новенной волны на частоте ≈7.7 МГц. Аналогич-
ная картина имеет место и для обыкновенной
волны, но на частоте ≈7 МГц. В целом видно, что
с ростом частоты групповое время увеличивается,
поскольку волна все глубже проникает в ионо-
сферные слои, где групповая скорость волны
меньше скорости света, да и общий путь волны
возрастает. Фон на рис. 4 и следующих рисунках
отображает распределение электронной концен-
трации.

На рис. 3а и 3б более подробно показаны обла-
сти вблизи критической частоты слоя E (разные
для обыкновенной и необыкновенной волны).
Каустика – точка поворота линии – для обыкно-
венной волны образуется на частотах около 3 МГц,
для необыкновенной волны – на частоте ≈3.78 МГц.
На рис. 5 она отмечена точкой. Видно, что она
расположена на нижней ветви каустического
острия, образованного слоем Е. На рис. 3 хорошо
видна область трехлучевости.

Резкое нарастание группового времени t на ча-
стоте f чуть ниже 3.75 МГц соответствует ситуа-
ции, когда точка наблюдения находится вблизи
зоны обрыва верхних лучей (см. рис. 6). В этой об-

Рис. 2. Зависимость группового времени прихода сиг-
нала t от частоты f: невозмущенный случай для обык-
новенной (сплошная кривая) и необыкновенной
волн (штриховая).

f, МГц

t, мс

1

2

3

4

2 3 4 5 6 7



556

РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 68  № 6  2023

КРЮКОВСКИЙ и др.

ласти формируются лучи, которые попадают в до-
лину и отражаются от нижней границы верхнего
слоя, а не от слоя Е.

Теперь рассмотрим зависимости угла выхода
сигнала α0 от частоты f. Зависимости угла α0 вы-
хода сигнала от частоты f для невозмущенной мо-
дели показаны на рис. 7 и 8 (в увеличенном мас-
штабе).

Из расчетов следует, что при слабо наклонном
распространении в приемник приходят лучи с угла-
ми, близкими к вертикальному. Кривые, приведен-
ные на рис. 7 и 8, аналогичны кривым, показанным
на рис. 2 и 3. Характерными особенностями являет-

ся точка возврата (уход лучей в долину) и точка
каустики, в которой сливаются два луча. Ясно
видна область трехлучевости.

Рассмотрим теперь зависимость расходимости
лучевого потока Rs (13) от частоты f (рис. 9 и 10
(в увеличенном масштабе)).

Из рисунков видно, что за исключением обла-
сти, соответствующей слою Е, ослабление мед-
ленно растет при увеличении частоты и более
быстро возрастает в конце частотного диапазона,
что приводит к уменьшению амплитуды сигнала в
приемнике.

Рис. 4. Лучевая структура необыкновенной волны на
частоте f ≈ 7.699. Точкой на расстоянии 100 км от ис-
точника излучения отмечено положение приемника.
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Рис. 5. Лучевая структура необыкновенной волны, f ≈
≈ 3.78 МГц. Точкой на расстоянии 100 км отмечено
положение приемника.
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Рис. 3. Зависимость группового времени прихода сигнала t от частоты f: невозмущенный случай для обыкновенной (а)
и необыкновенной волн (б) в увеличенном масштабе (см. рис. 2).
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Более подробно области, соответствующие
слою Е, показаны на рис. 10. С ростом частоты
при приближении к каустике расходимость убы-
вает (амплитуда в окрестности каустики возрас-
тает), потом возрастает, а далее, при увеличении
частоты – выход на плавную, почти постоянную
линию. Сравнивая результаты расчетов для обык-
новенной и необыкновенной волн, видим, что
кривые как бы просто сдвинуты по частоте отно-
сительно друг друга. Конечно, амплитуда не-
обыкновенной волны меньше амплитуды обык-
новенной волны, но это объясняется влиянием
поглощения, которое здесь не учитывается.

5. ВОЗМУЩЕННАЯ МОДЕЛЬ. 
РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Рассмотрим, какие изменения в результаты
моделирования вносит ПИВ. Как было показано
на рис. 1, ПИВ расположено ниже максимума
слоя F2 на высоте ~ 200 км, поэтому на низких ча-
стотах ионограмма практически не меняется
(рис. 11).

Следует отметить, что для возмущенной моде-
ли на частотах от 5 до ~6.4 групповое время для
возмущенной модели меньше, чем для невозму-
щенной, причем имеет место даже небольшой ло-
кальный максимум в районе 5 МГц.

На рис. 12 для обыкновенной волны показана
зависимость угла выхода сигнала α0 от частоты f.

Видно, что для возмущенной модели значения
углов выхода лучей на одной и той же частоте

Рис. 6. Лучевая структура необыкновенной волны, f ≈
≈ 3.73 МГц. Точкой на расстоянии 100 км отмечено
положение приемника.
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Рис. 7. Зависимость угла выхода сигнала α0 от часто-
ты f: невозмущенный случай для обыкновенной
(сплошная кривая) и необыкновенной волн (штри-
ховая).
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Рис. 8. Зависимость угла выхода сигнала α0 от частоты f: невозмущенный случай для обыкновенной (а) и необыкно-
венной волн (б) в увеличенном масштабе (см. рис. 7).
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меньше, чем для невозмущенной модели. Анало-
гичная картина наблюдается и для необыкновен-
ной волны.

Рассмотрим подробнее зависимости группо-
вого времени прихода сигнала от частоты в моде-
ли с ПИВ. На рис. 13 и 14 приведена ионограмма
наклонного зондирования (зависимость группо-
вого времени t частоты f) в возмущенном случае
на частотах выше 5 МГц, когда невозмущенный и
возмущенный случаи дают разные результаты
(рис. 14 – в увеличенном масштабе).

Обычно главным признаком наличия ПИВ
считается U-образное образование [1, 6, 7] на
ионограмме. Именно такая структура расположе-
на в правой части рис. 13 (см. рис. 11, ср. с рис. 2).

Более подробный анализ показывает, что к
ПИВ относится только левая ветвь U каждой из
кривых, а правая ветвь U связана с просачивани-
ем волны сквозь ионосферные слои при высоких
частотах.

Рис. 9. Зависимость расходимости Rs от частоты f, невозмущенный случай для обыкновенной (сплошная кривая) и не-
обыкновенной волн (штриховая).
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Рис. 10. Зависимость расходимости Rs от частоты f: невозмущенный случай для обыкновенной (а) и необыкновенной
волн (б) в увеличенном масштабе (см. рис. 9).
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Рис. 11. Зависимость группового времени прихода
сигнала t от частоты f: невозмущенный (сплошная
кривая) и возмущенный (штриховая) случаи для
обыкновенной волны.
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Структура ионограммы в окрестности ПИВ
аналогична структуре ионограммы в окрестности
E-слоя (ср. рис. 3 и 14, на которых ионограммы
показаны более подробно). Основным призна-
ком ПИВ является наличие точки каустики (см.
рис. 3 и 14), а также значительный рост группово-
го запаздывания сигнала t (см. рис. 13). Кроме то-
го, и для обыкновенной (на частоте ~5 МГц), и
для необыкновенной (на частоте ~5.7 МГц) волн
на ионограмме возникает локальный минимум,
отсутствующий в невозмущенном случае (см. рис. 2
и рис. 11).

На рис. 15 показана лучевая структура в окрест-
ности каустики обыкновенной волны, проходящей
через точку наблюдения (f ≈ 6.5 МГц).

При построении рис. 15 считалось, что лучи
покидают излучатель в диапазоне углов 0°…90°.
При этом необходимо отметить, что, как следует
из расчетов, наличие ПИВ приводит к возникно-
вению горба на верхней каустике, а также к таким

отражением от неоднородности, что область за
излучателем оказывается засвеченной.

Возвращаясь к рис. 2 и 13, видим, что необык-
новенная и обыкновенная волны сдвинуты отно-
сительно друг друга на определенную частоту, ко-
торую нетрудно оценить, исходя из того, что в
случае вертикального падения частота отражения
обыкновенной волны (ωпл = 2πfпл) и частота отра-
жения необыкновенной волны (ω– = 2πf–) связа-
ны следующим соотношением [10, 17]:

, (14)

где ωН = 2πfH – гирочастота. Если плазменная ча-
стота много больше гирочастоты (ωпл  ωН), то
выражение (14) можно переписать в виде

(15)

т.е. сдвиг частот равен половине гирочастоты.

( )−ω = ω + ω + ω2 2
H H пл

1 4
2

@

−ω − ω ≈ ωпл H 2,

Рис. 12. Зависимость угла выхода сигнала α0 как
функция от частоты f: невозмущенный (сплошная
кривая) и возмущенный (штриховая) случаи для
обыкновенной волны.
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Рис. 13. Зависимость группового времени прихода
сигнала t от частоты f: возмущенный случай для обык-
новенной (сплошная кривая) и необыкновенной
(штриховая) волн.
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Рис. 14. Зависимость группового времени прихода сигнала t от частоты f: возмущенный случай для обыкновенной (а)
и необыкновенной (б) волн в увеличенном масштабе (см. рис. 13).

f, МГц

t, мс

1.5

2.5

3.5

2.0

3.0

4.0

6.40 6.45 6.50 6.55

(а)

6.60
f, МГц

�0, град

1.0
1.5

2.5

3.5

2.0

3.0

4.0

7.10 7.15 7.20 7.25

(б)

7.30



560

РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 68  № 6  2023

КРЮКОВСКИЙ и др.

На рис. 16 и 17 (в увеличенном масштабе)
представлены соответствующие расчеты для рас-
сматриваемой модели.

Видно, что начиная с высоты ~80 км, критиче-
ская частота обыкновенной волны (плазменная
частота), отличается от критической частоты
обыкновенной волны приблизительно на посто-
янную величину.

Поскольку рассматриваемое в работе зондиро-
вание слабонаклонное, эта величина (~0.7 МГц)
хорошо согласуется с расчетами, приведенными
на рис. 2 и 13. Поэтому одновременное наблюде-

ние ионограмм обыкновенной и необыкновен-
ной волн позволяет независимо оценить величи-
ну напряженности магнитного поля Земли.

Рассмотрим теперь зависимости угла выхода
радиосигнала от частоты при наличии ПИВ, т.е. в
возмущенном случае (рис. 18 и 19 (в увеличенном
масштабе)).

Поскольку до 5 МГц кривые в возмущенном и
невозмущенном случаях совпадают, на рис. 18
показаны только частоты выше 5 МГц, когда воз-
никает влияние ПИВ.

Если рис. 18 позволяет сопоставить обыкно-
венную и необыкновенную волны, то рис. 19 ил-
люстрирует область каустики [18] (зону трехлуче-
вости – каустического острия [19]). Точка излома
графика функции соответствует области разрыва
лучевого семейства, обусловленного долиной,
как и в случае слоя E (ср. рис. 19 и рис. 8).

Рис. 15. Структура лучей в окрестности каустики
обыкновенной волны; возмущенный случай; поло-
жение приемника отмечено точкой.
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Рис. 16. Зависимости плазменной частоты fпл
(сплошная линия), критической частоты необыкно-
венной волны f– (штриховая линия) и гирочастоты fH
(штрихпунктирная) от высоты z.
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Рис. 17. Зависимости разности частот Δf = f– – fпл
(сплошная линия) и полугирочастоты fH/2 (штрихо-
вая) от высоты z.
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Рис. 18. Зависимость угла выхода сигнала α0 от часто-
ты f: возмущенный случай для обыкновенной
(сплошная линия) и необыкновенной (штриховая)
волн.
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Наконец, на рис. 20 показана расходимость лу-
чевого потока Rs в окрестности ПИВ.

Поведение кривых на рис. 20 полностью сов-
падает с поведением кривых расходимости, рас-
считанных в окрестности слоя E (см. рис. 10).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, методом бихарактеристик ис-
следованы особенности распространения радио-
волн декаметрового диапазона (~2…8 МГц) в ионо-
сфере Земли, содержащей слои E, F1 и F2. Изучена
невозмущенная модель электронной концентра-
ции и возмущенная модель, содержащая ПИВ –
гладкую ионосферную неоднородность.

Рассмотрено распространение как обыкновен-
ной, так и необыкновенной волны в магнитоактив-
ной плазме. Выполнено численное моделирование
ионограмм слабонаклонного зондирования ЛЧМ

сигналами и показано, что ионограмма необык-
новенной волны оказывается сдвинута по частоте
относительно ионограммы обыкновенной волны
приблизительно на одну и туже величину как для
невозмущенной, так и для возмущенной модели.

Показано, что на частотах радиосигналов, от-
ражающихся в окрестности максимума Е-слоя, а
также на частотах, отражающихся в окрестности
ПИВ, возникает каустика и область трехлучево-
сти. Установлено, что зависимости группового
времени запаздывания сигнала от частоты и угла
выхода радиосигнала от частоты в обоих случаях
имеют одну и ту же качественную зависимость.

Рассчитана расходимость лучевого потока в
точке приема излучения, определяющая ослабление
амплитуды. Показано, что расходимости и амплиту-
ды принятых сигналов (без учета поглощения, обу-
словленного частотой соударений электронов в
плазме) для обыкновенной и необыкновенной
волн приблизительно одинаковы и отличаются
только сдвигом по частоте. Расходимость резко
убывает в окрестности каустики и резко нарастает
при приближении частоты к частоте просачива-
ния волны. Проблема просачивания радиоволны
рассмотрена в работах [20, 21] на основе канони-
ческого оператора Маслова [22, 23].
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