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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В основе представления передаточных функций
дробной степени, т.е. нецелочисленной степени,
лежит понятие интеграла и производной дробного
порядка. Существует несколько возможных вари-
антов определения данных функций. В качестве
примера приведем определения Римана–Ли-
увилля для интеграла и производной дробного
порядка  функции  [1] (подробнее см. [2]):

где  – гамма-функция. Преобразование Ла-
пласа  при нулевых начальных условиях поз-
воляет преобразовать представление функций из
временной области в частотную:

где  – комплексная частота;  – образ в ча-
стотной области функции .

Рассмотрим элемент, получивший название
псевдоемкость, который занимает промежуточное
положение между конденсатором и сопротивле-
нием. Связь тока и напряжения данного элемента

описывается во временной и частотной областях
следующими выражениями:

где С – псевдоемкость с размерностью .
Рассмотрим частотные свойства такого эле-

мента. Для этого подставим :

Модуль и аргумент (разность фаз между напряже-
нием и током) импеданса псевдоемкости:

Аналогично определяется элемент псевдоиндук-
тивность. Комбинация элементов с дробной степе-
нью зависимости импедансов от частоты составляет
физическую основу реализации устройств с дроб-
ной передаточной функцией.

Возможные практические применения устройств
с дробными схемными функциями рассмотрены,
например, в [3, 4] и [5]. Выделяются применения
в области биологии, медицины, биофизики и
других естественных науках. Однако основные
исследования сосредоточены в области систем
управления [4], радиотехники и электроники [6],
в том числе являются практически значимыми
задачи синтеза схем и цепей с дробными переда-
точными функциями. Характерным примером
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является регулятор для системы автоматического
управления, так называемый ПИД-регулятор,
который представляет параллельное соединение
трех блоков: линейного усилителя (пропорцио-
нального множителя, П), интегратора, И, диффе-
ренциатора, Д. Устройство используется в петле
обратной связи контура регулирования и опреде-
ляет ошибку слежения, длительность переходного
процесса, устойчивость. В качестве примера рас-
смотрим передаточную функцию простейшего ре-
гулятора, содержащего усилитель и интегратор:

Фазочастотная характеристика (ФЧХ) и группо-
вое время запаздывания (ГВЗ) такого регулятора
определяются по выражению

Не ограничивая общности, примем коэффициен-
ты  и . На рис. 1, 2 показаны зависи-
мости в диапазоне нормированных частот ГВЗ и
ФЧХ от дробного порядка  передаточной функции
интегратора. Приблизительно до частоты 0.1 ГВЗ
ПИ-регулятора с целочисленной передаточной
функцией практически не изменяется; для регу-
лятора с дробной передаточной функцией поло-
са, в которой ГВЗ близко к постоянному, уже, но
абсолютное значение ГВЗ меньше.

Приведенный пример показывает, что постро-
ение устройств с дробными передаточными функ-
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циями открывает новые возможности, обусловлен-
ные появлением дополнительной степени свободы
при точном определении порядка функции. По-
скольку рассматриваемый класс задач соответ-
ствует проблеме оптимального синтеза цепей, то,
как первый этап, содержит процедуру аппрокси-
мации, в основе которой анализ устойчивости
[7, 8] и использование классических функций Бат-
терворта [9, 10], Чебышева [11], Кауэра [12]. Следует
отметить, что общие закономерности, свойствен-
ные перечисленным аппроксимациям с целочис-
ленными степенями, хорошо известны из теории
фильтров и сохраняются также для аппроксима-
ций с дробными степенями. Поэтому основную
сложность представляет выбор функции, с помо-
щью которой осуществляется преобразование ар-
гумента комплексной частоты в дробной степени

 к виду дробно-рациональной функции. Дан-
ное преобразование осуществляется с помощью
разложения функции  в непрерывную дробь
[13]. Однако данное разложение не является
единственным. Как следствие, возникает необхо-
димость сопоставительного анализа различных
разложений с точки зрения возникающей ошиб-
ки аппроксимации и выбора наилучшего реше-
ния, поскольку в опубликованных статьях, в том
числе перечисленных, такой анализ не проводил-
ся (см., например, [9–12, 14, 15]).

Цель данной работы – решение задачи ап-
проксимации передаточных функций высокого
порядка дробной степени на основе целочислен-
ных аппроксимаций; сопоставительный анализ
представленных решений; выбор решений, обес-

αp

αp

Рис. 1. Зависимость ГВЗ от частоты при разных по-
рядках интегратора: α = 0.1 (1), 0.2 (2), 0.3 (3), 0.4 (4),
0.5 (5), 0.6 (6), 0.7 (7), 0.8 (8), 0.9 (9), 1.0 (10).
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Рис. 2. Фазочастотная характеристика регулятора при
разных порядках интегратора: α = 0.1 (1), 0.2 (2), 0.3 (3),
0.4 (4), 0.5 (5), 0.6 (6), 0.7 (7), 0.8 (8), 0.9 (9), 1.0 (10).
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печивающих минимальную амплитудную и фазо-
вую ошибки, включая численные оценки ошибок
для функций различных порядков и пример.

1. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ ЦЕПЕЙ 
С ПЕРЕДАТОЧНЫМИ ФУНКЦИЯМИ 

ВЫСОКОГО ПОРЯДКА ДРОБНОЙ СТЕПЕНИ
Коротко рассмотрим основной подход к ана-

лизу устойчивости цепей с передаточными функ-
циями высокого порядка дробной степени [7, 8].
Определим знаменатель передаточной функции как

где показатель степени всегда можно представить
обыкновенной дробью , причем числи-
тель и знаменатель – целые числа. Тогда, после

замены переменной  представим знамена-
тель передаточной функции выражением

Расположение корней полученного уравнения
степени  на комплексной плоскости перемен-
ной W определяет устойчивость рассматриваемой
схемы, поскольку проведенная замена перемен-
ной соответствует преобразованию из p-плоско-
сти в W-плоскость, в которой область расположе-
ния корней ограничена лучами, направленными

под углом  к горизонтальной оси. Если корень

находится в области, ограниченной лучами, на-

правленными под углом , то система неустой-

чива. Рассмотрим следующий пример. Пусть ре-
шена задача аппроксимации на основе функции
Баттерворта, причем порядок знаменателя пере-
даточной функции равен 1.5 [9]:

(1)
Для решения задачи воспользуемся заменой пе-
ременной  в выражении (1). Тогда знаме-
натель передаточной функции равен

. (2)
Так как p – комплексная частота , то

Откуда определим систему уравнений вида

Представим решения системы: 
 град. Так как для рас-
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сматриваемого примера , то область неустой-
чивости составляет [–45, +45] град. Решения нахо-
дятся вне этой области (рис. 3), следовательно, цепь
устойчива.

Следует отметить, что для решения задачи
устойчивости ограниченно применимы алгебра-
ические критерии, например Рауса–Гурвица, так
как полином знаменателя передаточной функции
после подстановки имеет целочисленный поря-
док. Если критерий выполнен, то устойчивость
обеспечивается. Однако невыполнение критерия
не является показателем неустойчивости. Дей-
ствительно, для функции (2) не выполняется не-
обходимое условие, а именно: коэффициент при
второй степени равен 0 (должен быть положите-
лен), т.е. заведомо известно, что полюса переда-
точной функции лежат в правой полуплоскости.
Тем не менее устойчивость, как показано, имеет
место. Другими словами, непосредственно ответ об
устойчивости с использованием критерия Рауса–
Гурвица дать нельзя, поскольку область устойчиво-
сти расширяется на часть правой полуплоскости.

2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ АППРОКСИМАЦИИ 
ПО БАТТЕРВОРТУ ДЛЯ ПЕРЕДАТОЧНЫХ 

ФУНКЦИЙ ДРОБНОЙ СТЕПЕНИ

В работе [9] предлагается следующее решение
задачи аппроксимации для максимально плоской
функции. Рассматривается следующая переда-
точная функция:

2=v

( ) 1
α α

2

,n n
kH p

p k
+ +=

+

Рис. 3. Расположение полюсов (обозначены крести-
ками) на комплексной плоскости W (заштрихован-
ная область – зона неустойчивости).
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где  – целое число,  – дробное число, причем
,  и  – положительные коэффициен-

ты. Анализ устойчивости показывает, что если
, то схема становится неустойчивой.

Следовательно, может быть реализована только
передаточная функция в виде

(3)

Тогда передаточная функция высокого порядка
аппроксимируется выражением

где  – полином Баттерворта ( )-го по-
рядка. Например, для аппроксимации порядка
(2 + α) получим

Изучение свойств функции (3) показало, что мо-
дуль функции, т.е. амплитудно-частотная харак-
теристика (АЧХ), имеет “выброс” в области ча-
стоты среза [9]. Как следствие, для реализации
гладкой функции Баттерворта необходимо вне-
сти поправку. В этой связи на практике использу-
ются модифицированные функции [9, 10]:

(4)

(5)

(6)

Для определения коэффициентов , ,  в
[9, 10] было проведено решение оптимизацион-
ной задачи в постановке следующего вида:

(7)

где  – функции (4)–(6);  – полином
Баттерворта 1-го порядка;  – частотные точки;

. При решении оптимизационной
задачи коэффициент  фиксирован, . Ко-
эффициенты ,  варьировались в диапазонах

, . Решение проводилось в
MatLab с использованием процедуры минимиза-
ции наименьшей квадратичной ошибки (проце-
дура LSE). Порядок функции менялся от 1.01 до
1.99 с шагом 0.01. В результате получены множе-
ства значений коэффициентов ,  как функций
от α. Далее использована процедура интерполяции
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и построены зависимости для коэффициентов ,
 от  как от аргумента для функций (4)–(6). В каче-

стве примера приведем результат, представлен-
ный в [9] для функции (4):

3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ АППРОКСИМАЦИИ 
ПО ЧЕБЫШЕВУ ДЛЯ ПЕРЕДАТОЧНЫХ 

ФУНКЦИЙ ДРОБНОЙ СТЕПЕНИ
В работе [11] рассмотрено решение задачи на

основе аппроксимации по Чебышеву. Предложен
подход, аналогичный рассмотренному. Выраже-
ние (7) преобразуется к виду

где  – передаточная функция фильтра Че-
бышева n-го порядка. На первом этапе решения
задачи рассматривается функция

(8)

для которой определяются коэффициенты при
n = 2. При этом использована передаточная
функция Чебышева с неравномерностью 3 дБ.
Получены решения для коэффициентов ki при
значениях α = 0.2, 0.5, 0.8. Далее рассмотрены
функции , , полученные как пе-
ремножением функции (8) и билинейной пере-
даточной функции, так и перемножением функ-
ции (8) и квадратичной передаточной функции
соответственно:

Далее в расчетах были использованы функции
Чебышева 3-го и 4-го порядков с неравномерно-
стью 3 дБ и при тех же значениях .

4. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ АППРОКСИМАЦИИ 
ПО ЗОЛОТАРЕВУ–КАЭУРУ

ДЛЯ ПЕРЕДАТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ 
ДРОБНОЙ СТЕПЕНИ

В работе [12] приводится решение задачи на
основе аппроксимации по Золотареву–Кауэру.
Как и в случае аппроксимации по Чебышеву, ко-
эффициенты определяются из решения оптими-
зационной задачи. Для решения была выбрана
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передаточная функция 2-го порядка с подавлени-
ем в полосе задерживания 50 дБ, нулем на частоте
10.4 рад/с и с максимумом в полосе пропускания
5 дБ:

Искомая передаточная функция порядка (1 + α):

Рассматривалась минимизация квадратичной
ошибки:

Дополнительно исследовалось влияние диапа-
зона частот на решение оптимизационной зада-
чи. С точки зрения минимизации ошибки по по-
давлению в полосе задерживания целесообразно
использовать наиболее широкий диапазон, обла-
дающий симметрией относительно частоты среза
(в работе рассмотрен диапазон 10–5…105 рад/с).

При минимизации ошибки в полосе пропус-
кания целесообразно рассматривать несиммет-
ричный диапазон (например, в данной работе
рассмотрен диапазон 10–5…101 рад/с). Чем более

широкая часть полосы пропускания рассматри-
вается, тем ближе АЧХ к необходимому коэффи-
циенту передачи, но при этом обеспечивается
меньшее подавление в полосе задерживания.

5. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ РЕАЛИЗАЦИИ
ДЛЯ ПЕРЕДАТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ 

ДРОБНОЙ СТЕПЕНИ
Как отмечалось, основу реализации переда-

точных функций дробной степени составляют
псевдоемкость и псевдоиндуктивность, импеданс
которых пропорционален (обратно пропорцио-
нален) функции . Основной подход предполагает
аппроксимацию функции  с помощью физиче-
ски реализуемой дробно-рациональной функции.
Рассмотрим решение на примере функции (4)
в виде

Предположим, что множитель  удалось пред-
ставить дробно-рациональной функцией:

где коэффициенты  зависят от α. Тогда после
подстановки получим

То есть реализация передаточной функции дроб-
ной степени сводится к реализации дробно-раци-
ональной функции.

В большинстве работ (см., например, [10]) рас-
сматривается аппроксимация функции  с по-
мощью разложения в непрерывную дробь. При
этом исходная функция представляется тожде-
ством вида

(9)

Следует отметить, что при больших значениях 
поведение функции преимущественно определя-
ется числителем: . При малых значе-
ниях  поведение функции преимущественно
определяется знаменателем: . В ос-
нове решения – результаты, представленные в
[13]. В частности, там показано, что справедливо
следующее разложение в непрерывную дробь:

(10)

Слагаемое -го уровня в этом разложении описы-
вается выражением

Если ограничить разложение тремя уровнями
(дробью первого порядка), то получим

(11)
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Использовав данный результат для разложения
функции  путем замены переменной

 в (11), представим

(12)

Таким образом, окончательно для функции (9)
разложение примет вид

(13)

Следует отметить, что разложение в непрерывную
дробь не единственно. В [13] приведены другие ва-
рианты разложения. Следовательно, функция 
может быть представлена иным выражением. Еще
один результат, но без вывода, приведен в [14, 15].
Анализ показал, что аппроксимирующая функция
из [14, 15] выполнена на основе разложения (10), ес-
ли ограничить разложение функции  пя-
тью уровнями согласно (10) и далее осуществить
замену переменной . Получен следую-
щий результат:

(14)

Для повышения точности аппроксимации можно
использовать дробь более высокого порядка. Как

пример, рассмотрим разложение в непрерывную
дробь вида

Слагаемое -го уровня в данном разложении опи-
сывается выражением

Если ограничить разложение пятью уровнями
(дробью 2-го порядка), то получим

(15)

Использовав результат для разложения функции
 путем замены переменной  и

выражение (15), представим функцию (9) c помо-
щью дроби 4-го порядка как:

(16)

Данный результат соответствует решению, при-
веденному без вывода в [10]. Для функции 
разница с (16) составляет около 1 дБ в полосе ча-
стот 2-й декады.

6. РАЗЛОЖЕНИЕ В РЯД И РАЗЛОЖЕНИЕ 
В НЕПРЕРЫВНУЮ ДРОБЬ

В [13] отмечена взаимосвязь между разложени-
ем в ряд и разложением в непрерывную дробь.
Возникает вопрос: если разложение в непрерыв-
ную дробь неоднозначно, то как это соответству-
ет единственности разложения в ряд. Проверим
рассмотренные выше результаты. Для этого пред-

ставим числитель выражения (9) дробно-рацио-
нальными функциями 1-го и 2-го порядков:
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(21)

Рассмотрим решение для функции 1-го порядка (17):

Осуществим разложение в ряд левой и правой ча-
стей данного выражения

И далее приравняем коэффициенты при равных
степенях аргумента  до 2-го порядка малости:

Решение данной системы имеет вид

что полностью соответствует результату (11). За-
мена переменной  приводит к выражени-
ям (12), (13). Разложения в ряд Тейлора, составле-
ние систем уравнений и решения для функций

2-го порядка проводятся аналогично рассмотрен-
ному случаю и показывают следующие результа-
ты в виде разложений функции : решение с
использованием (18) соответствует решению (16);
решение с использованием (19) приводит к ре-
зультату вида

что соответствует разложению в непрерывную
дробь (10), ограниченному 4-м уровнем:

Результат для функции (9):

(22)

Рассмотрим аппроксимирующую функцию (22)
на предмет устойчивости. Для этого осуществим

подстановку выражения (22) в передаточную функ-
цию порядка (1 + α):

где  – коэффициенты числителя (22);  – ко-
эффициенты передаточной функции порядка
(1 + α), причем  [9]. Используем значе-
ния коэффициентов  согласно результатам
работы [9]. Знаменатель передаточной функции
является полиномом Гурвица, если все коэффи-
циенты одного знака, что выполняется для всех
коэффициентов кроме свободного члена: свобод-
ный член во всем диапазоне значений α от 0 до 1
принимает отрицательные значения, остальные
коэффициенты – положительные. Таким обра-

зом, решение (22) соответствует неустойчивой
схеме, и далее его не рассматриваем.

Для функций (20), (21) получены следующие
результаты:
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для которых не удалось обнаружить соответствие в разложениях дробей. При этом для функции (9)
имеем

(23)

(24)
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Обобщая приведенные результаты, отметим, что
совпадение разложения в дробь и разложения в
ряд имеет место для аппроксимаций с полинома-
ми одного порядка в числителе и знаменателе (9),
если рассматривается 2n + 1 уровней разложе-
ния, где n – порядок аппроксимации числите-
ля/знаменателя функции (9), т.е. для решений
вида (17), (18).

7. СОПОСТАВИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ 
АППРОКСИМАЦИЙ

Проанализируем каждую из аппроксимирую-
щих функций и сравним с (9) при различных значе-
ниях α. Критерий сравнения – среднеквадратичная
ошибка. Абсолютную и относительную амплитуд-
ные ошибки при заданном значении α будем опре-
делять соотношением

где  – одна из аппроксимирующих функ-
ций (13), (14), (16), (23), (24) при фиксированном
значении α и переменном значении частоты ,

 – количество отсчетов по частотной оси. Для
расчета был взят диапазон нормированных частот
от 0.1 до 10.0, количество точек равно 105. Ошибка
вычислялась в диапазоне значений α от 0.01 до 0.99
с шагом 0.01. Результаты представлены на рис. 4.

Из приведенных результатов следует, что в
диапазоне значений α от 0.01 до 0.10 амплитудные
ошибки различных решений близки. При α от 0.1
до 0.6 функция (13) дает наилучший результат
среди рассмотренных. При α от 0.60 до 0.99 функ-
ция (24) дает наименьшую ошибку в сравнении с
другими. При α от 0.10 до 0.86 среднеквадратичная
ошибка функции (13) меньше, чем функции (14).

Аналогично приведем формулу расчета фазо-
вых ошибок:

Для расчета был использован тот же диапазон ча-
стот и значений α, что и в случае определения ам-
плитудных ошибок. Результаты расчета представ-
лены на рис. 5.

Из приведенных результатов следует, что для раз-
личных функций ошибка аргумента  при малых α
отличается незначительно. Для функций (14),
(16) фазовые ошибки во всем диапазоне значений
α по сравнению с другими решениями являются
наименьшими. Функция (14) имеет меньшие
ошибки, чем функция (13) того же порядка. Резю-
мируя результаты по амплитудным и фазовым
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Рис. 4. Среднеквадратичные амплитудные ошибки ап-

проксимации функции : кривая 1 – (13), кривая 2 –
(14), кривая 3 – (16), кривая 4 – (23), кривая 5 – (24).
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ошибкам, отметим, что функции (13), (23) не яв-
ляются оптимальными с точки зрения фазовых
ошибок. В случае других решений удается либо
получить меньшую ошибку по амплитудным ха-
рактеристикам, но при этом проиграть по фазо-
вым ошибкам, либо наоборот. Компромиссным
вариантом является решение (16).

В качестве практического примера представим
результаты для фильтра нижних частот Баттер-
ворта порядка 1.5 с использованием аппроксими-
рующей функции (16). Передаточная функция с
учетом (1) имеет вид

Расположение полюсов и нулей на комплексной
плоскости представлено на рис. 6, что соответ-
ствует устойчивой схеме. АЧХ фильтра показана
на рис. 7. Ошибка в верхней части приведенного
диапазона частот не превышает 1 дБ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представлены методы решения задачи ап-
проксимации функции  для построения переда-
точных функций высокого порядка дробной степе-
ни. Проведен сопоставительный анализ решений
(13), (14), (16), (23), (24) в диапазоне нормирован-
ных частот от 0.1 до 10. Исключено из рассмотре-
ния неустойчивое решение (22). Показано, что
при значениях дробной части показателя степени

( )
4 3 2

5 4 3 2
0.20 2.65 6.26 4.75 1.00 .

5.60 11.77 12.29 6.08 1.00

T p

p p p p
p p p p p

=
+ + + +=

+ + + + +

pα

передаточной функции α от 0.10 до 0.60 аппрокси-
мация (13) дает наилучший результат по критерию
минимума относительной амплитудной средне-
квадратичной ошибки, которая не превышает 7%.
При α от 0.60 до 0.99 рекомендуется использовать
предложенную в данной работе аппроксимацию
(24), преимуществом которой по сравнению с из-
вестными решениями (13) [10], (14) [14, 15], (16)
[10] и решением, предложенным также в данной
работе (23), является наименьшая относительная
амплитудная ошибка, не превышающая 7% в по-
лосе частот две декады при 4-м порядке прибли-
жения. Для функций (14), (16) фазовые ошибки
во всем диапазоне значений α по сравнению с

Рис. 5. Среднеквадратичные фазовые ошибки аппрок-

симации функции : кривая 1 – (13), кривая 2 – (14),
кривая 3 – (16), кривая 4 – (23), кривая 5 – (24).
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Рис. 6. Расположение полюсов и нулей передаточной
функции ФНЧ с использованием аппроксимации (16).
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Баттерворта порядка 1.5: кривая 1 – фильтр с функ-
цией (16), кривая 2 – идеальный дробный фильтр.
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другими решениями являются наименьшими и
составляют до 0.08 и 0.07 рад соответственно.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта
интересов.
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