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Предложены и проанализированы методы тестовых испытаний, предназначенные для математиче-
ской реконструкции входных сигналов линейных стационарных систем обработки информации из
искаженных ими и зашумленных выходных сигналов. Показано, что использование данных тестовых
испытаний позволяет осуществить не слепую реконструкцию без определения функций искажений
сигналов или аппаратных функций систем обработки, которые, в общем случае, могут принадлежать к
классу обобщенных функций. Рассмотрены особенности применения техники регуляризации в мето-
дах тестовых испытаний при решении некорректно поставленных и плохо обусловленных задач ре-
конструкции реальных недетерминированных сигналов. Проанализированы критерии выбора те-
стовых сигналов. Представлены результаты численных экспериментов по восстановлению одно-
мерных сигналов и двумерных изображений при разных уровнях зашумления.
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ВВЕДЕНИЕ
Реальные системы обработки информации, та-

кие как системы измерения, усиления, приема-пе-
редачи и др. преобразований сигналов и изображе-
ний, несовершенны, что приводит к систематиче-
ским искажениям обрабатываемых ими данных и
к появлению в них шумов и неопределенностей.
Уменьшение искажений и неопределенностей в
выходных сигналах путем усовершенствования
оборудования связано с решением сложных науч-
но-технических задач и с созданием дорогостоящей
аппаратуры. Доступной альтернативой аппаратным
методам могут стать математические методы вос-
становления входных сигналов из искаженных и
зашумленных выходных на основе математиче-
ской модели процесса обработки информации.
Большинство подобных инверсных задач рекон-
струкции являются некорректно поставленными
и плохо обусловленными, универсальных подходов
к их решению не существует и разработка эффек-
тивных в том или ином случае методов восстанов-
ления обрабатываемой информации, является
актуальным и востребованным направлением ис-
следований (см., например, [1–11]). Из существу-
ющих подходов к решению некорректных задач
можно выделить вариационные [12–17] и итера-
ционные [18–25] методы регуляризации, а также
методы с использованием вейвлет-преобразова-
ний [26–28].

В данной работе рассматриваются линейные
стационарные (ЛС) системы обработки инфор-
мации, имеющие важное значение и широко ис-
пользуемые при измерениях, усилении, приеме-
передачи и других преобразованиях сигналов
(см., например, [29–37]). При математической
реконструкции внешних воздействий  из от-
кликов  ЛС-систем, поведение которых ха-
рактеризуется аппаратной функцией , исполь-
зуется приближенное вследствие недетерминиро-
ванности реальных сигналов и неопределенности
аппаратной функции уравнение типа свертки

.
Определение аппаратной функции является

первоочередной задачей еще на стадии постанов-
ки задачи реконструкции, но часто трудности ее
определения превосходят проблемы самой ре-
конструкции сигналов. Во многом это связано с
тем, что в отличие от сигналов, описываемых ос-
новными функциями, аппаратные функции зача-
стую относятся к классу обобщенных (см., на-
пример, [38–40] и примеры в разд. 1), что делает
неприемлемыми многие методы их определения,
такие, например, как численные или эксперимен-
тальные, в которых, по сути, предпринимается по-
пытка аппроксимации обобщенных функций ос-
новными. Аналитические методы определения ап-
паратных функций с помощью математического
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моделирования работы ЛС-систем возможны да-
леко не всегда, так как моделирование является
крайне непростой задачей в случае сложных ЛС-си-
стем и может быть неточным в случае быстродей-
ствующих и прецизионных из-за проблем учета па-
разитных параметров и взаимосвязей элементов
приборов. Подобные проблемы определения аппа-
ратных функций еще на стадии постановки зада-
чи приводят к тому, что математические методы
реконструкции сигналов для устранения систе-
матических искажений в сложных системах обра-
ботки информации практически не применяются,
за исключением отдельных случаев, когда аппа-
ратная функция относится к классу основных или,
реже, некоторых разрывных функций.

В данной работе для решения задачи матема-
тической реконструкции сигналов, искаженных
ЛС-системами, предлагаются методы тестовых
испытаний (ТИ), в которых моделирование ЛС-
систем и определение их аппаратных функций не
требуются, что устраняет многие из указанных
выше проблем. Реконструкция сигналов в ТИ-
методах осуществляется не из ЛС-уравнения, а из
уравнения тестовых испытаний, которое тоже яв-
ляется уравнением типа свертки, но содержит
только сигналы из класса основных функций, что
значительно упрощает задачу реконструкции и
позволяет использовать многие существующие
методы решения некорректно поставленных за-
дач. В данной работе для реконструкции сигналов
и изображений с помощью тестовых испытаний бы-
ла использована техника регуляризации по Тихоно-
ву [12–17], которая удобна для контроля за процес-
сом регуляризации и для иллюстрации применения
предлагаемых ТИ-методов. На основе техники
регуляризации рассматриваются варианты вос-
становления непрерывных сигналов и дискретных
данных прямыми и спектральными (с использова-
нием преобразований Фурье) методами регуляри-
зации. Особое внимание в работе уделено практи-
ческим вопросам выбора тестовых сигналов, стаби-
лизаторов и параметров регуляризации, напрямую
влияющих на точность реконструкции. Представ-
лены примеры восстановления одномерных сиг-
налов и двумерных изображений.

1. ОСНОВНОЕ УРАВНЕНИЕ 
ТЕСТОВЫХ ИСПЫТАНИЙ

Линейные стационарные системы имеют важное
значение и широко используются при измерениях,
усилении, приеме-передачи и другой обработке
сигналов (см., например, [29–37]). Поведение ЛС-
системы в исследуемой области  характеризует-
ся аппаратной функцией , и ее отклик 
(выходной сигнал) на внешнее воздействие 
(входной сигнал) в случае недетерминированных

D
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сигналов приближенно описывается уравнением
типа свертки

(1)

которое будем называть уравнением линейных
стационарных систем или, сокращенно, ЛС-
уравнением. Неопределенность ЛС-уравнения для
реальных недетерминированных сигналов ,

 и функции  с шумами и неопределенно-
стями ,  и  составляет

При  ЛС уравнение (1) переходит в стро-
гое уравнение свертки  для де-
терминированных сигналов.

Помимо интерпретации функции  как ап-
паратной или приборной (в радиотехнике и элек-
тронике), в других областях науки и техники в за-
висимости от основных процессов, описываемых
уравнением (1), она интерпретируется как весо-
вая (в теории систем, экспериментальной физике
и математической статистике), как функция рас-
сеяния (информационные системы обработки
сигналов и изображений) и др. В математике
функция  называется ядром свертки. Далее
функцию  будем называть системной или,
подчеркивая специфику данной работы, аппа-
ратной, но понимая ее в общем смысле, т.е. вклю-
чая все физические проявления линейного ста-
ционарного процесса (1) при работе ЛС-систем.

Задача реконструкции воздействий  из от-
кликов  математическими методами из при-
ближенного уравнения типа свертки (1) является
инверсной, некорректно поставленной и, зача-
стую, плохо обусловленной, т.е. если пренебречь
неопределенностями в (1), то найденное точное
решение может сколь угодно много отличаться от
реконструируемого воздействия, даже если ис-
ходные неопределенности были сколь угодно ма-
лы. В общем случае, решение может вообще не
существовать или быть неоднозначным.

В существующих методах решения обратных
некорректно поставленных задач ищется не точное,
а приближенное решение, степень приближения
которого к истинному решению критически зави-
сит от неопределенности исходных данных (функ-
ций  и ). Особые затруднения вызывает
точность определения аппаратных функций ,
которые в отличие от сигналов  и , опи-
сываемых основными функциями, зачастую от-
носятся к классу обобщенных. Так, если, напри-
мер, поведение ЛС-системы описывается обык-
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НОВИКОВ-БОРОДИН

новенным дифференциальным уравнением n-го
порядка с постоянными коэффициентами:

то аппаратная функция такой системы будет рав-
на сумме производных от дельта-функции :

что следует из представления  и
линейных свойств свертки (подробнее см., на-
пример, в [38–40]), т.е. будет обобщенной функ-
цией. В частности, последний член 
соответствует аппаратной функции “простей-
шей” “идеальной” измерительной или усили-
тельной ЛС-системы, не искажающей форму
входного сигнала, так как

Принадлежность аппаратных функций к клас-
су обобщенных делает неприемлемыми для ее
определения многие существующие подходы.
Аналитическое описание аппаратных функций
на основе моделирования работы ЛС-систем воз-
можно далеко не всегда, так как является крайне
непростой задачей в случае сложных систем и не-
точной в случае быстродействующих и прецизи-
онных из-за проблем учета паразитных парамет-
ров и взаимосвязей элементов приборов. Прин-
ципиальные проблемы возникают при попытках
определения аппаратных функций численными
расчетами или экспериментальным путем, где, по
сути, предпринимается попытка аппроксимации
обобщенных функций основными, что или не-
возможно, или приведет к погрешностям, непри-
емлемым для использования аппаратных функ-
ций при дальнейшей реконструкции сигналов из
ЛС-уравнений (1).

Например, определить аппаратную функцию
 прямым экспериментом как отклик ЛС-си-

стемы на входное воздействие в виде дельта-функ-
ции (при : ) не-
возможно из-за невозможности сгенерировать
входной сигнал с нулевой длительностью и бес-
конечной амплитудой, а также из-за ограничений
на допустимый диапазон входных сигналов ре-
альных систем. Если же вместо дельта-функции
использовать некоторое тестовое воздействие

 из допустимого диапазона входных
сигналов ЛС-системы, найти отклик на него  и
попробовать реконструировать аппаратную функ-
цию  математическими методами из ЛС-урав-
нения (1) для этих сигналов: , то,
поскольку эта задача является некорректно постав-
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ленной, методическая погрешность приближенной
реконструкции аппаратной функции существую-
щими методами с учетом ее принадлежности к
классу обобщенных может быть слишком велика и
полученное решение будет непригодно для даль-
нейшего использования при реконструкции сигна-
лов. Кроме того, требования к тестовым сигналам
могут оказаться слишком жесткими и нереализуе-
мыми на практике. Например, чтобы реконструи-
ровать аппаратную функцию  “идеаль-
ного” усилителя, не искажающего форму входного
сигнала ( ), частотный
диапазон тестовых сигналов должен перекрывать
бесконечный диапазон частот, что на практике
для реальных сигналов недостижимо.

В методе тестовых испытаний, предлагаемом
в данной работе для реконструкции сигналов,
также используются тестовое воздействие  и
отклик , находящиеся в допустимых диапа-
зонах ЛС-систем и, следовательно, связанные
уравнением (1): , но определе-
ние аппаратной функции в ТИ-методах не требу-
ется, что позволяет частично или полностью ре-
шить указанные выше проблемы. Действительно,
свертывая обе части уравнения (1) с функцией

 и учитывая коммутативность и ассоциатив-
ность свертки и уравнение связи тестовых сигна-
лов, можно исключить аппаратную функцию и
получить основное ТИ-уравнение

(2)

ТИ-уравнение (2), как и (1), является прибли-
женным уравнением типа свертки, но не содер-
жит аппаратных функций, а только сигналы из
класса основных функций, что дает возможность
восстановления воздействий  из него многи-
ми существующими методами решения некор-
ректных задач. Неопределенность ТИ-уравнения
зависит от неопределенностей ,  и

,  в сигналах ,  и ,
 и равна:

Тестовые сигналы, содержащие информацию
о работе ЛС-систем, можно определить многими
способами, например, с помощью численных рас-
четов, что даже для сложных ЛС-систем не вызыва-
ет больших затруднений. При экспериментальном
определении тестовых сигналов ЛС-системы рас-
сматриваются как “черный ящик” и их анализ во-
обще не требуется (достаточно информации о их
линейности и стационарности). При этом в те-
стовых сигналах автоматически учитываются па-
разитные взаимосвязями элементов устройств,
что дает возможность использовать ТИ-методы для
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реконструкции сигналов быстродействующих и
прецизионных ЛС-систем любой сложности.

К сложным ЛС-системам можно отнести си-
стемы, состоящие из произвольного числа после-
довательно и/или параллельно соединенных ЛС-
подсистем. Действительно, последовательно со-
единенные ЛС-системы являются ЛС-системой в
силу ассоциативности свертки:

а параллельно соединенные – в силу ее линейности:

Подобные составные ЛС-системы очень распро-
странены. Такими системами являются, например,
электронные схемы из любого количества пас-
сивных элементов (резисторов, конденсаторов,
индуктивностей, линий связи и т.д.) (см. пример
в разд. 6) и активных элементов (операционных
усилителей, транзисторов и др.), работающих в
линейном режиме.

ТИ-методами можно реконструировать не
только сигналы на входе составной ЛС-системы,
но и, в силу линейности свертки, сигналы на вхо-
де или выходе любой из ее ЛС-подсистем. При
реконструкции сигналов на входе ЛС-подсистем
тестовые сигналы должны быть определены в со-
ответствующих узлах. При определении тестовых
сигналов экспериментальным путем не требуется
анализ ни составной системы, ни ее подсистем.

Классификация и обзор существующих мето-
дов решения некорректно поставленных задач
реконструкции сигналов из класса основных
функций из ТИ-уравнений (2) не входит в рамки
данной работы. Далее для реконструкции сигна-
лов и изображений будет использоваться техника
регуляризации по Тихонову [12–17], которая
удобна для контроля за процессом регуляризации
и для иллюстрации использования ТИ-методов.
Будут рассмотрены варианты восстановления не-
прерывных сигналов и дискретных данных пря-
мыми и спектральными (с использованием пре-
образований Фурье) методами регуляризации.
Особое внимание будет уделено практическим
вопросам выбора тестовых сигналов, стабилиза-
торов и параметров регуляризации, напрямую
влияющих на точность реконструкции.

2. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ 
ТИПА СВЕРТКИ

Задача реконструкции воздействий из прибли-
женных уравнений типа свертки, таких как урав-
нение ЛС-систем (1) и уравнение тестовых испы-
таний (2), является инверсной, некорректно по-
ставленной и, зачастую, плохо обусловленной. В
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ТИ-методах для реконструкции сигналов исполь-
зуется ТИ-уравнение (2), которое, как и ЛС-урав-
нение (1) является уравнением типа свертки, но
не содержит функций из класса обобщенных, а
содержит лишь сигналы, относящиеся к классу
основных функций. Если в (1) ограничиться рас-
смотрением функций из класса основных, то ме-
тоды решения ЛС-уравнения (1) принципиально
не будут отличаться от методов решения ТИ-
уравнения (2), и, заменив в известных решениях
уравнения (1) функции  на  и 
на , можно перейти от решений ЛС-уравне-
ния (1) к решениям ТИ-уравнения (2). Далее эти
замены будем называть переходными.

В технике регуляризации по Тихонову регуля-
ризированным решением  уравнения типа
свертки (1) считается функция, при которой до-
стигается минимум функционала:

(3)

Здесь  – норма функции , обычно по-
нимаемая как евклидова норма

Стабилизирующий член , где  – па-
раметры регуляризации, обеспечивает устойчи-
вость решения при варьировании исходных дан-
ных. При оптимальном выборе стабилизатора

 достигается минимум невязки 
регуляризированного решения и реконструируе-
мого воздействия. Вопросы выбора стабилизато-
ра  и параметров регуляризации  будут
рассмотрены ниже.

Спектр  или преобразование Фурье регу-
ляризированного решения  (3) можно выра-
зить в явном виде через спектры , ,

 функций , , :

(4)

Здесь  – стабилизирующий член с парамет-

рами регуляризации , ,
 – комплексное сопряжение к  (в мно-

гомерном случае сопряженно-транспонирован-
ный оператор). Cвязь между стабилизаторами в
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(3) и (4) можно найти, используя равенство План-
шереля

где  – пространство частот.
Методы (3) и (4) поиска регуляризированного

решения эквивалентны в силу линейности Фу-
рье-преобразования, но обладают некоторой спе-
цификой при применении на практике, поэтому
далее будем рассматривать оба способа, называя
метод (4) спектральным, а (3) – прямым.

Область реконструкции спектра  воздей-
ствия v(x) ограничена диапазоном реконструкции

где спектр отклика  может быть выделен на
фоне спектра  неопределенностей 
уравнения (1). Здесь коэффициент  характери-
зует методы выделения спектра. Используя равен-
ство Планшереля, можно оценить ограничение 
на точность  реконструкции воздействия 
в диапазоне :

(5)

При стремлении уровня неопределенности в (1) к
нулю:  (при этом в силу равенства
Планшереля норма его спектра также стремится к
нулю: ), для любого  точность 
будет ограничена полосой пропускания ЛС-си-
стемы , так как

Поскольку для функций из класса основных ме-
тоды решения ТИ-уравнения (2) принципиально
не отличаются от методов решения ЛС-уравне-
ния (1), то, заменяя в (3) функцию w(x) на

 и функцию  на , получим
функционал для регуляризированного решения
ТИ-уравнения (2):

(6)

Аналогично, заменяя в (4) спектр  на
 и спектр  на , получим

спектр регуляризированного решения:

(7)
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По аналогии с (5), используя равенство Планшере-
ля, можно оценить ограничение  на уровень от-
носительной погрешности  реконструкции воз-
действия  из ТИ-уравнения (2) в диапазоне ре-

конструкции :

(8)

При стремлении уровня неопределенности ТИ-
уравнения (2) к нулю  (в силу равен-
ства Планшереля: ), точность рекон-
струкции будет ограничена не только полосой
пропускания ЛС-системы, как в (5), но и частот-
ным диапазоном  тестового воздействия, или,
поскольку , – частотным
диапазоном  тестового отклика. При этом

Отметим, что неопределенность ТИ-уравнения (2)
можно уменьшить, уменьшив случайные шумы и
неопределенности в тестовых сигналах  и

 статистическими методами, например, по-
вторяя тестовые испытания необходимое количе-
ство раз при проведении тестовых испытаний
экспериментальным путем. Таким же образом
можно уменьшить случайные шумы и неопреде-
ленности в реконструируемом отклике , ес-
ли имеется возможность повторить измерения и
вид воздействий при этом не меняется.

Уравнение тестовых испытаний (2) можно ис-
пользовать не только для реконструкции воздей-
ствий, но и для моделирования отклика  ЛС-
систем на заданное воздействие . При этом в
ТИ-уравнении (2) известными будут воздействие

 и тестовые сигналы  и , а неиз-
вестным будет отклик . Заменяя в (3)  на

 и  на , получим функционал
для моделирования отклика :

Аналогично, заменив в (4)  на  и
 на , получим выражение для регуляри-

зированного спектра  моделируемого от-
клика:
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Диапазон спектра  будет, как и в (8), огра-
ничен диапазоном спектра тестового воздействия
и полосой пропускания ЛС-системы , и точ-
ность моделирования в этом диапазоне будет
ограничена погрешностью

3. ВЫБОР 
ПАРАМЕТРОВ РЕГУЛЯРИЗАЦИИ

Критерием оптимальности выбора стабилиза-
торов  и Q(ω, q) и параметров регуляриза-
ции p и q в выражениях (3), (6) и (4), (7) является
минимум невязки  полученного ре-
шения и искомого воздействия, но так как искомое
воздействие неизвестно, то напрямую применить
этот критерий невозможно. Выбор осуществляют в
зависимости от интерпретации процессов (1) и
(2) и наличия априорной информации о них. Ис-
следованию этого вопроса в частных случаях раз-
личной априорной информации посвящен целый
ряд работ (см., например, [1–5, 8, 9, 11, 13, 15, 16,
18, 22]). В данном разделе будут описаны общие
закономерности и подходы, позволяющие упро-
стить задачу выбора стабилизаторов и параметров
регуляризации на практике применительно к рас-
сматриваемому случаю реконструкции сигналов
и изображений ЛС-систем.

Реальные сигналы , ,  и  в
ЛС-системах обычно описываются веществен-
ными функциями, а шумы и неопределенности в
каждом из сигналов не коррелируют с ними. В
этом случае оптимальный стабилизатор в выра-
жениях (4) и (7), обеспечивающий минимум не-
вязки

не зависит от параметров регуляризации  и
соответствует так называемому фильтру Винера:

где  – энергетический спектр восстанавли-

ваемого сигнала , а  – энергетический
спектр неопределенностей  или  рас-
сматриваемых уравнений (1) или (2). Эти спектры
для случайных стационарных процессов понима-
ются в смысле математического ожидания и, как
правило, неизвестны, но из того, что они неотри-
цательны и для вещественных функций симмет-

( )rW ω

Ωc
η

( )

Ω

1/2
 

2

Ω

d .

1

11

c

c

c
r r

w
w w

w

W
W

η

η

δ ≥ δ = − =

 
 = − ω ω
  


[ ],P pv

( ) ( )r x x−v v

( )w x ( )xv ( )cw x ( )c xv

( ) ( ) ( ) ( ) ,r rx x V V− = ω − ωv v

{ }iq q=

( ) ( ) ( )2 2, ,Q q N Vω = ω ω

( ) 2V ω
( )xv ( ) 2N ω

( )xη ( )c xη

ричны, следует, что стабилизатор надо искать в
виде неотрицательной симметричной функции:

где , , а  – порядок стабилизатора.
Используя связь между стабилизаторами  и

 (см. комментарии к (4)) и учитывая преоб-
разование Фурье для производных, получим вид
соответствующих стабилизаторов в (3) и (6):

которые, следовательно, подразумевают поиск
решения, имеющего непрерывные производные
порядка . Значения параметров регуляризации

 и  определяют “степень сглаженности” -й
производной регуляризированного решения, т.е.
при  сглаженность -й производной будет
равна нулю, а при увеличении этих параметров ее
гладкость будет возрастать. В частности, стабилиза-
торы нулевого порядка ( ):  и

 соответствуют поиску решений,
“степень непрерывности” которых определяется
значениями  и .

Если все параметры регуляризации и, следова-
тельно, стабилизирующие члены равны нулю:

, то будет найдено “несглаженное”, так
называемое обобщенное решение Мура–Пенроуза,
которое, в общем случае, неустойчиво. В другом
крайнем случае, когда значения параметров регуля-
ризации стремятся к бесконечности , со-
ответствующее регуляризированное решение бу-
дет “сглажено” до нуля: , что напря-
мую следует из выражений (4) и (7).

Поскольку высшие i-тые компоненты стаби-
лизаторов более эффективно, чем низшие, сгла-
живают функции, подавляя высшие частотные
гармоники сигналов, в простейшем случае мож-
но ограничиться рассмотрением стабилизатора
вида , где , причем , в об-
щем случае, может быть действительным числом,
что в стабилизаторе  будет пониматься как
производная “нецелого порядка”:

где  – спектр функции , .
Из приведенных рассуждений о возрастании

гладкости решения при увеличении значений па-
раметров регуляризации следует простой способ
“визуальной” оценки оптимальных значений па-
раметров регуляризации для реальных сигналов,
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физический спектр которых, как правило, огра-
ничен, а высокочастотные гармоники в основном
соответствуют шумам и неопределенностям. В
этом случае при некоторых значениях парамет-
ров регуляризации  (или ), близких к нулю, ре-
шение  будет содержать высокочастотные
выбросы, напоминающие случайные, на фоне не-
которого низкочастотного тренда, соответствующе-
го физическому сигналу. Высокочастотные выбро-
сы можно сгладить, увеличивая значения  в выс-
ших компонентах стабилизаторов (или значение  в
простейшем представлении ). Опти-
мальными можно считать значения, при которых
амплитуда выбросов значительно уменьшилась, а
форма “основного тренда” не изменилась или из-
менилась незначительно. Практика работы пока-
зывает (см. примеры в разд. 6), что даже значи-
тельные отклонения параметров регуляризации
от оптимального значения, как правило, не при-
водят к существенному возрастанию погрешно-
сти решения.

Более точные оценки параметров регуляриза-
ции следуют из монотонности возрастания невя-
зок  или  с ростом зна-
чений параметров регуляризации  (или ). Дей-
ствительно, невязки  и 
монотонно возрастают от  при  (когда обоб-
щенное решение не расходится) до  и  при

 соответственно (так как при :
) и при оптимальных значениях парамет-

ров регуляризации будут соответствовать уровню
неопределенности соответствующих уравнений:

 для (1) и 
для (2). Отсюда также следуют условия на уровень
неопределенности уравнений:  в (1) и

 в (2), при которых реконструкция
возможна.

Для поиска оптимального решения можно
также использовать и другую априорную инфор-
мацию о процессах (1) или (2) (как отмечалось
выше, см., например, [1–5, 8, 9, 11, 13, 15, 16, 18,
22]). В рассматриваемых случаях обработки сиг-
налов ЛС-систем априорно могут быть известны
(или предполагаются известными) некоторые ха-
рактеристики воздействий по амплитуде, длитель-
ности, фронтам, энергии, форме и т.п., которые при
оптимальных значениях параметров регуляризации
должны быть примерно равны соответствующим
характеристикам найденного решения. В общем
случае, если приводятся в соответствие несколь-
ко априорных данных, для поиска оптимального
решения задается целевая функция, включающая
сравниваемые характеристики с весовыми коэф-
фициентами, зависящим от значимости характе-
ристик.

p q

( )p
r xv

p
z

( ) 2, zQ q qω = ω

− ∗ p
rw u v ∗−∗ p

c c rw wv v
p q

− ∗ p
rw u v ∗−∗ p

c c rw wv v

0 , 0p q =
w ∗c wv

,p q → ∞ ,p q → ∞
( ) 0p

r x →v

− ∗ ≈ ηp
rw u v ∗ ∗− ≈ ηp

c c r cw wv v

wη ≤
η ∗≤c c wv

4. ВЫБОР ТЕСТОВЫХ СИГНАЛОВ
Характеристики тестовых сигналов напрямую

влияют на точность реконструкции сигналов
ТИ-методами, что предъявляет особые требова-
ния к их выбору.

Во-первых, как отмечалось при выводе ТИ-
уравнения (2), характеристики тестовых сигналов

 и  должны удовлетворять допустимым
диапазонам для аппаратуры рассматриваемой
ЛС-системы по амплитуде, частотному, динами-
ческому диапазону и другим параметрам. Эти
требования будем называть аппаратным критери-
ем выбора тестовых сигналов.

Во-вторых, тестовые сигналы должны обеспе-
чивать минимально возможный уровень неопре-
деленности  ТИ-уравнения (2), что будем
называть критерием неопределенности при их вы-
боре. Если представить  в виде

то видно, что она будет минимальна, если тесто-
вые сигналы  и  совпадут или будут
пропорциональны реконструируемым сигналам

 и  с точностью до шумов и неопределен-
ностей. Выполнение этого критерия, по существу,
означает реконструкцию воздействий подбором те-
стовых сигналов, что довольно сложно осуществить
на практике. Более реальным является уменьше-
ние шумов и неопределенностей в тестовых сиг-
налах, что при экспериментальном определении
можно осуществить статистическими методами,
повторяя тестовые измерения необходимое коли-
чество раз.

В-третьих, диапазон спектра тестового воздей-
ствия должен быть не меньше диапазона спектра
реконструируемого воздействия или, если по-
следнее неизвестно, не меньше полосы пропуска-
ния ЛС-системы. В противном случае, как было
показано ранее (см. (5) и (8)), может возрасти по-
грешность реконструкции из-за ограничений,
связанных с уменьшением частотного диапазона
реконструкции

С точки зрения частотного критерия наиболее
универсальным было бы использование тестово-
го воздействия в виде дельта-функции, которая
имеет равномерный спектр во всем пространстве
частот, но использование таких сигналов проти-
воречит аппаратному критерию. Метод тестовых
испытаний позволяет в качестве тестового воз-
действия взять любое приближение дельта-функ-
ции, удовлетворяющее аппаратному критерию.
Но если, например, в одномерном случае взять
воздействие в виде прямоугольного импульса с

( )c xv ( )cw x

( )c xη

( )c xη

( ) ( ) ((
) ( ) ( )

η = Δ − Δ ∗ + Δ −
− ∗ Δ + Δ Δ − Δ ∗ Δ

∗ ∗
∗

)   
  ( ) ,

c c c c

c c c

x w w x w
w x w w x

v v v

v v v

( )cw x ( )c xv
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конечной амплитудой  и длительностью :
 при , то спектр такого

воздействия

будет иметь множество нулей на оси частот при
, где  – целое, не равное нулю, причем

первый нуль при , ограничивающий диапа-

зон реконструкции , будет обратно пропорцио-
нален длительности импульса. Расширить диапазон
реконструкции можно, сместив нули спектра в об-
ласть высших частот за полосу пропускания ЛС-
системы или за верхнюю границу частотного диа-
пазона реконструируемого сигнала, но при этом
потребуется уменьшить длительность тестового
импульса и пропорционально увеличить его ам-
плитуду, чтобы не снижать амплитуду  спек-
тра сигнала в области низких частот. Во многих
случаях требуемое уменьшение длительности и
увеличение амплитуды может снова привести к
противоречию с аппаратным критерием.

В качестве приближения к дельта-функции
можно попытаться использовать сигналы другой
формы, например, гауссовы импульсы

спектр которых

хоть и неравномерен, но не обращается в ноль
при любых частотах. Проблему, однако, это не
решает, поскольку амплитуда спектра гауссова
импульса быстро спадает в области высоких частот,
и для расширения диапазона реконструкции, как и
в случае с прямоугольным импульсом, потребуется
уменьшать его длительность (значение ) и увели-
чивать амплитуду, что также может привести к про-
тиворечию с аппаратным критерием.

Решение можно найти, если идти не по пути
приближения воздействий к дельта-функции, а
по пути использования воздействий специальной
формы. Рассмотрим, например, тестовые им-
пульсы в виде разнобедренной трапеции c дли-
тельностью , передним фронтом  и задним :

A 2T
( ) ( )c t d t A= =v ( ),t T T∈ −

( ) ( ) ( )sin2  exp d ,
2 2

T

T

TA ATD I t t
T−

ωω = − ω =
ωπ π

T kω = π k
Tω = π

Ωc
η

2AT

( ) ( ) ( )2 2 exp (2  )  , 0,c t g t A t= = − σ σ >v
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2 2

2 2
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AG t I t t

A

∞

−∞
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π
= σ −ω σ



σ

2T b B

( )
( )

( ) [ ]

( ) [ ]
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A t T b t T b T
b

∈ −

= + + ∈ − − −



+ + ∈ − − −

Спектр этого импульса

можно представить в виде

(9)

В случае равных фронтов ( ) этот спектр

как и прямоугольный импульс, будет иметь мно-
жество нулей на оси частот при  и

, где  – целые числа, не равные ну-
лю. Причем первый нуль при ,
ограничивающий диапазон спектра, как и в слу-
чае с прямоугольным импульсом, будет обратно
пропорционален длительности импульса, что по-
требует для расширения диапазона реконструк-
ции  уменьшать длительность импульса и уве-
личивать его амплитуду и снова может привести к
противоречию с аппаратным критерием. Однако
при разных фронтах ( ) слагаемые в (9) обра-
тятся в ноль при  и , где  –
целые числа, не равные нулю, и если отношение
фронтов  – иррациональное число, то спектр

 нигде на оси частот не обратится в ноль.
На рис. 1а показаны графики трапецеидаль-

ных импульсов  с передним фронтом  1 нс,
длительностью полочки  20 нс, длительно-
стях заднего фронта  1, 3π, 10π нс. На рис. 1б –
графики модуля спектров ,  ГГц,
этих импульсов в диапазоне от 0 до 100 МГц и в
окрестности  1 ГГц. При  нс спектр
равнобедренной трапеции имеет множество ну-
лей на оси частот. При увеличении заднего фрон-
та до  3π нс (иррациональное отношение )
низкочастотные проседания модуля спектра (9)
уменьшаются и при  10π нс сглаживаются и
превращаются в затухающие с частотой осцилля-
ции на фоне основного тренда, определяемого
первым слагаемым  в (9), нули
спектра которого зависят от величины переднего
фронта, а не от длительности импульса. В увели-
ченном масштабе показаны спектры в окрестно-
сти первого нуля спектра первого слагаемого в (9)
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(  1 ГГц). При иррациональном соотношении
фронтов  3π, 10π второе слагаемое отлично
от нуля и модуль спектра не равен нулю .

Несмотря на то, что при иррациональном со-
отношении фронтов  модуль спектра нигде не
обращается в ноль, при небольших соотношени-
ях фронтов его просадка в области низких частот
(~30–50 МГц на рис. 1) может быть значительной,
что приведет к сокращению диапазона реконструк-
ции. На практике для уменьшения просадок удобно
полагать  и  (соотношение длитель-
ности заднего фронта и полочки больше, чем 3 : 2:

).
При воздействии в форме разнобедренной

трапеции диапазон реконструкции будет опреде-
ляться не длительностью импульса, влияющего
на амплитуду низкочастотного спектра, а величи-
ной его переднего фронта. Уменьшая длительность
переднего фронта разнобедренного трапецеидаль-
ного импульса, можно расширить диапазон рекон-
струкции вплоть до полосы пропускания ЛС-систе-
мы, а увеличивая длительность импульса, – достичь
необходимой амплитуды спектра в области низких
частот и при этом не вступить в противоречие с
аппаратным критерием.

Максимально увеличить амплитуду спектра в
области низких частот можно, устремляя задний
фронт импульса к бесконечности . В пре-
деле получим тестовый сигнал в виде нефинит-
ной справа ступенчатой функции с передним
фронтом , спектр которой, согласно (9), будет
равен

Уменьшая фронт ступеньки, можно сдвинуть пер-
вый нуль спектра ступенчатой функции, определя-
ющий диапазон реконструкции, за полосу пропус-

ν =
B b =

( ) 0R ν ≠

B b

,B T b@ 3B T≥

3B T≥

B → ∞

b

( ) ( ) ( ) ( )2  sin 2 2 . R A I b bω → π ω ω ω

кания ЛС-системы, при этом амплитуда спектра в
области низких частот будет максимально воз-
можной. Отметим, забегая вперед, что использо-
вать в качестве тестового воздействия импульс в
виде ступенчатой функции, как и другие нефи-
нитные справа сигналы, можно только при ре-
конструкции с помощью прямых методов регу-
ляризации.

К выводам, аналогичным анализу разнобедрен-
ной трапеции, можно прийти, если рассмотреть
воздействие в виде импульса с разными экспонен-
циальными фронтами, такими как сигналы вида

где , но эти импульсы, как и ступенька,
не являются финитными справа, что приводит к
определенным трудностям при использовании
спектральных методов реконструкции. Кроме того,
могут возникнуть сложности с генерацией экспо-
ненциальных импульсов при проведении тесто-
вых испытаний экспериментальным путем.

5. ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЕТЫ

В большинстве практических случаев реаль-
ные сигналы крайне трудно выразить через ана-
литические функции, что определяет важность
численных расчетов при математической рекон-
струкции сигналов. При проведении численных
расчетов сигналы представляют или сразу полу-
чают в виде массивов их значений в некоторых
дискретных точках интересуемой области. В од-
номерном случае (многомерный случай будет
рассмотрен позже) функции , , 
из (1), определенные на вещественной оси ,
представим в виде множеств , ,

( ) ( )( )( )01 exp при – ,e t A a t T T t T= − − + < ≤

( )( ) ( )( )01 exp 2 exp при ,A a T a t T t T− − − − >

0 0a a >@

( )w x ( )xv ( )u x
x

{ }iw=w { }i=v v

Рис. 1. Трапецеидальные импульсы  с разной длительностью заднего фронта 1 (1),  (2) и  нс (3) (а) и графики
модуля их спектров  в диапазоне частот от 0 до 100 МГц и в окрестности 1 ГГц (на вставке) (б).
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 их значений , ,
 в точках , где  – целое число, а

Δ – шаг разбиения оси .

Согласно (1) значение  в точке
 можно представить в виде интеграла:

Частичная сумма этого интеграла на введенном
разбиении равна

что совпадает с выражением дискретной свертки,
где дискретная характеристика системы пере-
определена как :

(10)

Дискретное уравнение свертки (10) является
частичной суммой интеграла в (1) и обеспечивает
лишь приближенное соответствие между значе-
ниями функций , ,  в
точках разбиения. Таким образом, уравнение (10)
изначально содержит ошибки при дискретизации
сигналов, и, в общем случае, задача реконструк-
ции сигналов из него некорректно поставленной.
Ошибки при дискретизации можно уменьшить,
уменьшая шаг разбиения, т.к. при  частич-
ная сумма сходится к значению интеграла

Чтобы представить аппаратную функцию из
класса обобщенных в дискретном виде, необхо-
димо уменьшать шаг разбиения Δ до нуля, при
этом количество дискретных значений сигналов
будет стремиться к бесконечности. В ТИ-методах
для реконструкции сигналов используется ТИ-
уравнение (2), которое не содержит функций из
класса обобщенных, а содержит лишь сигналы,
относящиеся к классу основных функций, кото-
рые вполне можно с необходимой точностью (на-
пример, используя теорему Котельникова) пред-
ставить в дискретном виде.

Далее, как и раньше, ТИ-уравнения (2) в дис-
кретном виде и расчетные выражения для рекон-
струкции дискретных сигналов из них получим с
помощью переходных замен из известных выра-
жений для ЛС-уравнений (1), функции в которых
относятся к классу основных.

Интерпретируя массивы ,  и  как вектора и
вводя матрицы Тёплица

{ }iu=u ( )i iw w x= ( )i ix=v v
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с порождающими векторами  и , дискретное
уравнение типа свертки (10) можно представить в
матричной форме:

(11)

Если функции  и  из (1) определены на
конечных интервалах  и , то функция

 будет определена на интервале ,
и при однородном разбиении оси  размеры

 векторов ,  и  будут конечны и связаны
соотношением . Матрицы  и  в
этом случае являются прямоугольными матрица-
ми размером  и  соответственно, а урав-
нения (11) представляют собой переопределен-
ную прямоугольную систему линейных алгебраи-
ческих уравнений, содержащую все актуальные
значения дискретных функций. Регуляризиро-
ванное дискретное решение  такой системы,
соответствующее (3), со стабилизатором первого
порядка в дискретном виде дается выражением

(12)

Здесь  – сопряженно-транспонированная мат-
рица,  и  – единичная и обратная  матри-
цы,  и  – неотрицательные параметры регуляри-

зации. Матрица , где  – 
матрица, соответствует оператору первых конеч-
ных разностей с ненулевыми элементами  и

. Согласно идеологии методов регуляри-
зации при определенных значениях параметров
регуляризации дискретное решение системы (12)
существует и устойчиво к вариации исходных
данных, а обратная матрица в (12) является сим-
метричной, положительно определенной и доста-
точно хорошо обусловленной.

Прямоугольные переопределенные системы (11)
можно преобразовать в квадратные, дополнив
векторы  и  нулями до размера  вектора .
Применяя к таким векторам ,  и  дискретное

-точечное прямое и обратное преобразование
Фурье (ДПФ)

( , ), из (4) для стабилизато-
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ризированный спектр , ,
восстанавливаемого воздействия :

(13)

Здесь  и  – неотрицательные параметры регу-
ляризации.

Нефинитные справа функции ,  и
 можно свести к финитным, если для них су-

ществуют конечные базовые интервалы: ,
 и , , вне которых зна-

чениями функций можно пренебречь, т.е. если

Погрешности при сведении функций к финит-
ным можно интерпретировать как дополнитель-
ные неточности в исходных данных, что позволя-
ет использовать прямые (12) и спектральные (13)
методы регуляризации для решения некорректно
поставленных задач реконструкции.

Прямые методы регуляризации (12) можно
также применять в случае финитных слева и нефи-
нитных справа функций , , , опреде-
ленных на интервалах ,  и , для
которых базовых интервалов не существует. Век-
торы, соответствующие таким функциям, имеют
бесконечные размеры, но для конечных векторов

,  и , , содер-
жащих любое количество первых  элементов,
можно получить аналогичную (11) конечную систе-
му  линейных алгебраических уравнений и, ис-
пользуя выражения (12), восстановить элементы
вектора . Отметим, что использование
спектральных методов (13) для решения таких си-
стем приведет к неверным результатам, так как
сигналы будут рассматриваться как периодиче-
ские на данных интервалах, что может не соответ-
ствовать условию задачи.

В методе тестовых испытаний вместо уравне-
ния типа свертки (1) рассматривается основное
уравнение тестовых испытаний (2), регуляризиро-
ванное решение которого можно найти с помощью
замен функций в выражениях (3) и (4). Аналогично,
подставляя в уравнение (11) вместо матрицы Теп-
лица  матрицу  с производящим вектором 
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и вместо вектора  – вектор , получим анало-
гичное (2) основное дискретное уравнение тесто-
вых испытаний:

(14)
Соответствующие подстановки в (12) дают реше-
ние (14) прямыми методами регуляризации:

(15)
а подстановки дискретных спектров соответству-
ющих функций в (13) (при возможности исполь-
зования интегральных преобразований) дают вы-
ражение для дискретного спектра  регу-
ляризированного решения :

(16)

Спектры в (16), как и в (13), получены из векторов,
дополненных нулями до размера, одинакового с
вектором максимального размера. Оптимальные
значения параметров регуляризации ищутся спо-
собами, аналогичными описанным ранее для не-
дискретных функций.

Дискретное ТИ-уравнение (14) можно также
использовать для моделирования отклика  ЛС-
систем на заданное воздействие . В этом случае,
заменяя в (12)  на  и  на , получим регу-
ляризированное решение  для моделируемого
отклика :

(17)

Аналогичные замены спектров в (12) дают регуля-
ризированный спектр  моделируемого
отклика :

(18)

При обработке данных большого объема  пря-
мые методы регуляризации (12), (15) и (17) потре-
буют выполнения порядка  операций с
матрицами и векторами, а спектральные (13), (16) и
(18) с использованием быстрых прямого и обратно-
го преобразований Фурье – порядка 
операций.

Однако спектральные методы можно исполь-
зовать для реконструкции сигналов далеко не
всегда и не на всех интервалах. Дело в том, что
при численных расчетах функции рассматрива-
ются на конечных интервалах и по умолчанию
предполагается, что при использовании прямых
методов регуляризации функции равны нулю вне
этих интервалов, а при использовании спектраль-
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ных – что они периодически продолжены вовне.
Если функции финитны и рассматриваемые ин-
тервалы включают всю область определения
функций, то решения, полученные прямыми и
спектральными методами, совпадут. Если функ-
ции нефинитны справа, но рассматриваемые ин-
тервалы включают их базовые интервалы, то ре-
шения, полученные прямыми и спектральными
методами, будут примерно равны. Если же функ-
ции нефинитны справа и не имеют базовых ин-
тервалов, то решения, полученные спектральны-
ми методами, будут неверны. Поскольку прямые
методы позволяют проводить реконструкцию для
любых финитных слева функций (т.е. сигналов,
имеющих начало), то с этой точки зрения прямые
методы регуляризации более универсальны, чем
спектральные.

С физической точки зрения спектральные ме-
тоды дают установившееся решение для периоди-
ческих на рассматриваемых интервалах сигналов,
а прямые – неустановившееся решение для сиг-
налов, равных нулю вне рассматриваемых интер-
валов. Если, например, переходные процессы в
ЛС-системе долго не затухают, то короткое воздей-
ствие приведет к отклику, длительность которого на
много порядков может превышать длительность
воздействия. При реконструкции прямыми метода-
ми регуляризации можно ограничиться рассмотре-
нием интервала, включающего лишь интервал ко-
роткого воздействия или даже интересующую его
часть, в то время как при использовании спектраль-
ных методов необходимо рассматривать весь интер-
вал существования переходных процессов или, по
крайней мере, базовый интервал, за пределами
которого этими процессами можно пренебречь.

В случае нефинитных справа функций спек-
тральные методы неприменимы. Если функции
определены на конечных или имеют базовые ин-
тервалы, но интересующий интервал реконструк-

ции меньше базового в  раз, то для реконструкции
прямыми методами потребуется 

операций, а для спектральных – 
операций, и при некоторых  до определенных
значений  прямые методы могут быть быстрее
спектральных. Например, при  прямые ме-
тоды будут быстрее спектральных до 
( ), при  – до 

( ), а при  – до 
( ).

6. РЕКОНСТРУКЦИЯ 
ОДНОМЕРНЫХ СИГНАЛОВ

Рассмотрим численный эксперимент рекон-
струкции одномерных сигналов ЛС-систем мето-
дом тестовых испытаний на примере емкостного
делителя напряжения. Принципиальная элек-
трическая схема делителя и сигналы на его входе

, ,  и выходе , ,  пред-
ставлены на рис. 2. Делитель состоит из емкостей

 = 100 мкФ,  = 100 нФ, сопротивлений  =
= 50 МОм,  = 50 кОм и предназначен для
уменьшения амплитуды высоковольтных вход-
ных сигналов ( , ), поступающих от источ-
ника  с внутренним сопротивлением  = 10 Ом,
до низковольтных сигналов ( , ) на выхо-
де устройства. Сигналы передаются по помехоза-
щищенным линиям передачи  и  (витая пара)
с волновым сопротивлением 150 Ом и задержка-
ми распространения сигнала 5 и 10 нс соответ-
ственно. Делитель представляет собой ЛС-систе-
му, так как является составной системой (см.
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Рис. 2. Принципиальная электрическая схема емкостного делителя напряжения (а) и графики сигналов на его входе
, ,  и выходе , ,  (б).
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разд. 1) из пассивных элементов,  сигналы в нем
могут быть реконструированы ТИ-методами.

Численный расчет выходных , , 
и входных , ,  сигналов делителя
проводился с помощью симулятора аналого-
вых/цифровых схем Micro-Cap 12.2.0.4 от Spec-
trum Software. Принципиальная электрическая
схема делителя была взята из стандартной биб-
лиотеки этой программы. Для удобства сравне-
ния сигналов отклики , ,  показаны
с постоянным масштабным коэффициентом,
компенсирующим падение напряжения на дели-
теле. Частота среза делителя составляет ≈1 МГц,
что значительно меньше диапазонов спектров
входных сигналов, поэтому в процессе обработки
высокочастотные спектры сигналов искажаются
и форма выходных сигналов существенно отли-
чается от формы входных.

Восстановлению ТИ-методами подлежат вход-
ные трапецеидальный  и гауссов  сигналы,
показанные на рис. 2. Исходными данными для
их реконструкции служат выходные сигналы

 и  и тестовые сигналы  и . Со-
гласно описанной ранее процедуре выбора тесто-
вых сигналов в качестве тестового воздействия
был использован финитный импульс в виде раз-
нобедренной трапеции с передним фронтом 1 нс,
длительностью полочки 20 нс и задним фронтом
10π нс. Реконструкцию проводили прямыми
ТИ-методами, так как выбранный интервал ре-
конструкции от 0 до 200 нс не является базовым
для рассматриваемых сигналов и применять
спектральные методы в этом случае нельзя (см.
комментарии в разд. 5). При реконструкции ис-
пользован стабилизатор нулевого порядка (с  = 0
в (15)). Результаты реконструкции  и  входных

и
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сигналов  и  из выходных  и  в точках дис-
кретизации с шагом  = 1.0 нс представлены на
рис. 3а и 3б.

Несмотря на то, что дополнительные случай-
ные шумы в исходные сигналы на рис. 3 не добавля-
лись, но решаемая задача реконструкции является
некорректно поставленной, так как исходные дан-
ные содержат ошибки дискретизации (см. коммен-
тарии к (10)), а также ошибки вычислений и
округлений при представлении данных. Погреш-
ность восстановления трапецеидального импуль-
са  (рис. 3а) в точках выборки составила

а гауссова импульса  (рис. 3б) –

При добавлении случайных шумов в исходные
выходные и тестовые сигналы увеличивается об-
щая неопределенность  ТИ-уравнений (2) и
(14), что влияет на погрешность реконструкции.
На рис. 4а представлен пример восстановления 
трапецеидального входного сигнала  из выход-
ных данных  со случайными шумами 
(  = 4.5%), а на рис. 4б – пример

восстановления  гауссова входного сигнала 
из выходных данных  со случайными шумами

 (  = 4.9%). В этих примерах
шумы в тестовых данных были равны

 = 2.9% и  = 1.5%.
Погрешность восстановления трапецеидального
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Рис. 3. Реконструкция  входного трапецеидального сигнала  из выходного сигнала  (a) и реконструкция  вход-
ного гауссова сигнала  из выходного сигнала  (б) прямыми численными ТИ-методами.
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и гауссова входных сигналов составила соответ-
ственно

что даже меньше уровня неопределенностей в ис-
ходном выходном сигнале  (  = 4.9%) из-за
сглаживания шумов при регуляризации.

На рис. 3 и 4 приведены результаты рекон-
струкции сигналов при оптимальных значениях
параметра регуляризации  в (15), соответствую-
щие минимуму невязки  реконструиро-
ванного  и истинного  воздействия на интерва-
ле реконструкции  от 0 до 150 нс. Но поскольку
истинное воздействие изначально неизвестно, на
практике применяются описанные ранее методы
выбора параметров регуляризации. На рис. 5а
представлены результаты реконструкции ,  и

 трапецеидального воздействия  при опти-
мальном значении параметра регуляризации

 ( ) и неоптимальных – на два порядка
меньше и больше оптимального:  ( ) и

 ( ) соответственно. При значениях пара-
метра регуляризации меньше оптимального в ре-
конструкции ( ) на всем интервале даже до на-
чала воздействия присутствуют высокочастотные
выбросы, напоминающие случайные. С увеличени-
ем параметра регуляризации амплитуда выбросов
начинает уменьшаться и при превышении опти-
мальных значений начинает сглаживаться основ-
ной импульс, что приводит к появлению сигнала
перед началом воздействия. На практике оптималь-
ным значением параметра регуляризации можно
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считать значения, при которых амплитуда высоко-
частотных выбросов в реконструируемом сигнале
минимальна и форма “основного тренда” не иска-
жена. Погрешности при таком “визуальном” опре-
делении даже при больших отклонениях от опти-
мальных значений, как правило, незначительны.
Так, при оптимальном значении параметра регуля-
ризации  (см. рис. 5а) погрешность реконструк-
ции сигнала  составляет 
= 6.7%. При двукратном уменьшении значения
параметра регуляризации погрешность рекон-
струкции составила 7.3%, а при трехкратном – 8.2%.
При двукратном увеличении параметра регуляриза-
ции погрешность реконструкции составила 7.0%, а
при трехкратном – 7.3%.

При определении оптимального значения па-
раметров регуляризации также можно использо-
вать различные априорные сведения об ЛС-си-
стеме, обрабатываемых сигналах и шумах в них.
Например, может быть известна форма части им-
пульса воздействия, скажем, длительность передне-
го фронта или длительность полочки реконструи-
руемого трапецеидального сигнала . В этих
случаях при определении параметра регуляриза-
ции  можно использовать критерий минимума
невязки  на соответствующей части 
интервала реконструкции . В рассмотренных
примерах реконструкции трапецеидального сиг-
нала такие ограничения интервала невязки  от
0 до 30 нс при сравнении переднего фронта при-
ведут к увеличению погрешности  на всем ин-
тервале реконструкции с 2.2 до 2.4% на рис. 3а и с
6.687 до 6.693% на рис. 4а, а при сравнении дли-
тельности при  от 30 до 80 нс – на рис. 3а с 2.2
до 2.3% и на рис. 4а с 6.7 до 7.5%.
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Рис. 4. Восстановление  трапецеидального входного сигнала  из выходных данных  с шумами  (а) и восста-

новление  гауссова входного сигнала  из выходных данных  с шумами  (б) прямыми численными ТИ-ме-
тодами.
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Погрешность реконструкции зависит не только
от уровня, но и от распределения шумов и неопре-
деленностей в исходных данных, что вызывает зна-
чительный разброс погрешности реконструкции
при одинаковом уровне шумов и неопределенно-
стей. На рис. 5б показаны значения погрешности

 реконструкции  воздействия 
в разных численных экспериментах при различ-
ных уровнях шумов  в отклике  и
фиксированном уровне неопределенностей в те-
стовых данных

Для наглядности показаны наиболее ожидаемые
значения  и примерные эмпирические пре-
делы  и  погрешности реконструкции.
Замедление роста погрешности реконструкции
при увеличении уровня неопределенности ТИ-
уравнения объясняется тем, что при возрастании
амплитуды шума увеличиваются высокочастот-
ные составляющие его спектра, которые более
эффективно сглаживаются при регуляризации.

Программа реконструкции сигналов на основе
выражения (15) со стабилизатором нулевого по-
рядка (при ) была написана на языке Maple
2017.3 Waterloo Maple Inc. и оформлена в виде
подпрограммы, входными данными для которой
являются векторы , ,  и параметр регуляри-
зации . Время работы подпрограммы при ре-
конструкции сигналов на рис. 3 и 4 (размерность
векторов и матриц равна 500) при расчетах на

  r rδ = −v v vv rv v

wδ = Δw w w

    2.9% и
    1.5%.

c c c

c c c

wδ = Δ =
δ = Δ =

w w
v vv

rδ v

minδv maxδv

1 0p =

w cw cv
0p

компьютере HP 255 G7 с процессором AMD Ry-
zen 3, 2.5 ГГц в среде Maple 2017 составило 0.2…0.4 с.

7. ВОССТАНОВЛЕНИЕ 
МНОГОМЕРНЫХ ДАННЫХ 

И ИЗОБРАЖЕНИЙ
Многомерные данные и изображения обычно

представляют собой массивы дискретных значе-
ний обрабатываемых сигналов в некоторых точ-
ках дискретизации в рассматриваемых областях.
Для больших, но конечных объемов данных пред-
почтительны методы с использованием инте-
гральных преобразований (см. оценки в разд. 5).
В случае реконструкции  многомерного

массива данных  из массива искаженных
данных  с использованием тестовых дан-

ных  и  уравнение (15) со ста-
билизатором первого порядка имеет вид

(19)

где

– многомерные спектры массивов , , ,  и
. Многомерные спектры исходных данных

можно получить с помощью многомерного n-то-
чечного ДПФ. При этом, чтобы достичь мини-
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Рис. 5. Результаты реконструкции ,  и  трапецеидального воздействия  при оптимальном  ( ) и неопти-

мальных  ( ) и  ( ) значениях параметра регуляризации (а) и графики погрешности 
реконструкции  воздействия  из отклика  при различных уровнях шумов  в нем, наиболее ожидае-
мых значений  и эмпирических пределов  и  погрешности реконструкции (б).
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мальной погрешности восстановления, исходные
массивы необходимо преобразовать в массивы
размера , где  – наибольший размер для
всех массивов, заполняя нулями добавленные
элементы. Например, если массив  имеет раз-
мер  и  является наибольшим чис-
лом для всех массивов, то все массивы, включая

, должны быть преобразованы в массивы раз-
мера  с нулевыми добавленными элемен-
тами.

На рис. 6 представлен пример восстановления
 цветного изображения  из размытого изобра-

жения  в формате jpeg по формуле (19). Ядро
искажения  было выбрано случайным образом в
виде асимметричной прямоугольной матрицы
размером 50 × 70 и полагалось одинаковым для
всех трех цветовых слоев, поэтому при рекон-
струкции достаточно было использовать тесто-
вые изображения  и  в градациях серого.

В общем случае, если искажения в цветовых
слоях изображений различны, тестовые изобра-
жения должны быть в цветовом формате рекон-
струируемого изображения. Каждый цветовой
слой восстанавливаемого изображения  состав-
лял 500 × 700 пикселей, а слои искаженного и
увеличенного за счет размытия изображения  –
549 × 769 пикселей. Тестовое изображение 
имело размер 201 × 201 пикселей, а размытое те-
стовое изображение  – 250 × 270 пикселей.

Согласно алгоритму восстановления (16) все
изображения ,  и  сначала преобразовы-
вались в изображения максимального размера
769 × 769 пикселей с заполнением добавленных
элементов нулями. Затем с помощью двумерного
n-точечного ДПФ определялись их многомерные
спектры ,  и  размером 769 × 769 и был най-
ден спектр регуляризированного решения (16).
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Изображение  было восстановлено из спектра
 с помощью обратного n-точечного ДПФ. При

реконструкции использовался стабилизатор ну-
левого порядка. Исходный размер (500 × 700 пик-
селей) восстановленного изображения определя-
ли по разнице размеров тестовых изображений.
Погрешность реконструкции (без дополнитель-
ных шумов в исходных данных) составила

Точность реконструкции сильно зависит от ис-
пользуемого тестового изображения (см. разд. 4).
Так, при использовании тестового изображения в
виде шахматной доски размером 201 × 201 пикселя
погрешность реконструкции составит  = 0.3%, а
при размере 80 × 80 –  = 0.6%. Погрешность
реконструкции изображений оказалась намного
меньше, чем при реконструкции одномерных
сигналов, что связано с использованием ядра ис-
кажений  из класса основных функций, а не
обобщенных, как в примере, приведенном в разд. 6.

Программа реконструкции изображений на
основе выражения (19) со стабилизатором нуле-
вого порядка ( ) была написана на языке Ma-
ple 2017.3 Waterloo Maple Inc. в виде подпрограм-
мы, входными данными для которой являются
изображения , ,  и параметр регуляриза-
ции . Согласно оценкам, представленным в
разд. 5, число операций  при реконструкции
изображения размером  составляет порядка

. Время реконструкции
цветного (три слоя) jpeg-изображения 500 × 700 пик-
селей (максимальный размер ), представ-
ленного на рис. 6, при расчетах на компьютере HP
255 G7 с процессором AMD Ryzen 3, 2.5 ГГц в
среде Maple 2017 составило 127.1 с, что соответ-

rV
rV

( ) ( ) 8max   max 1.68 1 %0 .r
r ij ij ijij ij

V V V −δ = − = ×V

rδV
rδV

U

1 0p =

W cW  cV
0p

( )N n
n n×

( ) ( )( )2 2~ 14  lgN n O n n n+

769n =

Рис. 6. Восстановление  изображения  из изображения  при его размытии с ядром  спектральными ТИ-мето-
дами с использованием тестовых изображений  и .
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ствует времени расчета каждого из слоев
 с. Время реконструкции другого

jpeg-изображения в градациях серого (имеющего
один слой) размером 201 × 201 пикселей (макси-
мальный размер ) составило  с.
Пересчет времени расчета большего изображения
из данных для меньшего дает близкое значение

что свидетельствует о хорошей точности оценок
числа операций при реконструкции.

Аналогичным образом можно обрабатывать
массивы данных любой размерности. Как и в од-
номерном случае, метод тестовых испытаний
позволяет провести реконструкцию без детально-
го анализа каналов и устройств получения и пере-
дачи информации.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе предложены и проанализированы ма-

тематические методы реконструкции внешних
воздействий из откликов на эти воздействия ли-
нейных стационарных систем обработки инфор-
мации с помощью проведения тестовых испыта-
ний. Использование данных тестовых испытаний
позволяет осуществить не слепую реконструк-
цию сигналов без определения функций их иска-
жений или аппаратных функций систем обработ-
ки. Реконструкция сигналов осуществляется из
уравнения тестовых испытаний, которое являет-
ся уравнением типа свертки и описывает работу
ЛС-систем, но при этом не содержит аппаратных
функций, которые, в общем случае, могут при-
надлежать к классу обобщенных, а только сигна-
лы из класса основных функций. Такой подход
значительно упрощает задачу реконструкции и
позволяет использовать многие существующие
методы решения некорректно поставленных и
плохо обусловленных задач для восстановления
реальных недетерминированных сигналов.

Рассмотрены особенности применения в мето-
дах тестовых испытаний техники регуляризации
при решении некорректно поставленных задач ре-
конструкции. Проанализированы критерии выбо-
ра тестовых сигналов, погрешности реконструкции.
Представлены результаты численных эксперимен-
тов по восстановлению одномерных сигналов и дву-
мерных изображений при разных уровнях зашум-
ления.

Предложенные математические методы вос-
становления сигналов позволяют повысить точ-
ность, разрешающую способность и расширить
область применения ЛС-систем, что является до-
ступной альтернативой аппаратным методам, свя-
занным с трудноразрешимыми научно-технически-
ми задачами и дорогостоящими технологическими
решениями. Рассмотренные математические мето-

127.1 3 42.4t = =

2 270n = 2 4.453t =

( ) ( )2 2  42.8 c 42.4 c,t N n N n t= ≈ =

ды восстановления, в отличие от аппаратных, не
ограничены физическими возможностями реа-
лизации устройств, что обусловливает широкие
возможности их практического применения.
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