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Предложена консервативная модель слабопроводящей материальной среды с меняющимися тер-
модинамическими характеристиками в процессе распространения в ней импульса. Получены урав-
нения, описывающие изменение формы профиля видеоимпульса, распространяющегося в среде, а
также в нелинейных линиях передачи с температурной зависимостью диэлектрической проницаемости.
Показано, что если температурный коэффициент диэлектрической проницаемости отрицателен, то
возможно увеличение пиковой мощности импульса с течением времени, в противном случае темпера-
турная зависимость диэлектрической проницаемости приводит к увеличению затухания.
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ВВЕДЕНИЕ
Генераторы наносекундных видеоимпульсов

напряжения становятся все более востребован-
ными [1, 2] как для фундаментальных физических
исследований (ускорители частиц [3–5]; изуче-
ние стримерных разрядов [6]), так и для техниче-
ских приложений (рентгеноимпульсные аппараты
[7, 8]; источники [9] и излучатели [10–13] сверх-
широкополосных импульсов; генераторы накачки
полупроводниковых [14, 15] и газовых лазеров
[16, 17]).

В 60-е годы ХХ в. была продемонстрирована
возможность использования нелинейных линий
передачи в конструкциях подобных генераторов
для формирования ударных электромагнитных
волн [18–20]. Это позволило сократить длитель-
ность фронта импульса до одной наносекунды
[21]. В современных работах нелинейные линии
добавляются в конструкцию высоковольтных ге-
нераторов для получения установок с уникальны-
ми параметрами генерации [22–30].

Однако теория нелинейных линий, используе-
мая в работах [18–30], ограничивается случаем, в
котором электромагнитные волны, проходя через
материальную среду, не изменяют ее термодина-
мического состояния. Это предположение сужает
класс нелинейных эффектов, которые можно опи-
сать теоретически.

Цель данной статьи – разработать модель, учи-
тывающую изменение термодинамического со-
стояния материальной среды при распростране-
нии в ней электромагнитного импульса.

Похожие модели рассматривались ранее в за-
дачах, не связанных с генерацией наносекундных
видеоимпульсов. Учет изменения характеристик
среды при увеличении температуры проводился в
задаче о микроволной сушке [31, 32]; задаче о рас-
пространении лазерного излучения в капилляр-
ных световодах [33], металлических полых волно-
водах [34, 35], а также ионизирующейся диэлек-
трической среде [36, 37]; задаче об описании
взаимодействия лазерного видеоимпульса с по-
верхностью металла [38, 39].

Отметим, что в каждой из работ [31–39] ис-
пользуется понятие температуры – чисто термо-
динамической величины. Но несмотря на это в
данных работах опускается вопрос о том, явля-
ются ли рассматриваемые модели материальных
сред термодинамическими (для этого необходи-
ма проверка выполнения термодинамических соот-
ношений). В данной статье мы предлагаем модель
нелинейной материальной среды, для которой вы-
полняются начала термодинамики. Нелинейные
эффекты (искажение формы профиля видеоим-
пульса при его распространении) в нашей модели
возникают из-за сочетания двух факторов: нали-
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чия ненулевой проводимости среды и наличия за-
висимости поляризации среды от температуры.

1. УРАВНЕНИЯ, ОПИСЫВАЮЩИЕ 
РАСПРОСТРАНЕНИЕ ИМПУЛЬСА

Рассмотрим слабо проводящие среды, облада-
ющие постоянной удельной проводимостью σ =
= const и относительной диэлектрической про-
ницаемостью ε, зависящей от температуры среды
T. Для упрощения примем, что ε и σ не зависят от
частоты излучения, а явление дифракции слабо
проявляется на фоне возникающих нелинейных
эффектов, поэтому пучок электромагнитных волн
распространяется в одном направлении (вдоль
оси Oz, рис. 1). Пусть справедливы материальные
уравнения

(1)

Здесь ,  – векторы магнитной и электрической
индукции; ,  – векторы напряженности элек-
трического и магнитного поля;  – вектор плот-
ности тока электронов проводимости;  – вектор
поляризации среды; ε0 и μ0 – электрическая и
магнитная постоянные; χ(T) – относительная ди-
электрическая восприимчивость среды, завися-
щая от температуры.

Пусть  = ,  =  ( ,  – орты,
направленные вдоль координатных осей). Тогда
из уравнений (1) следует

В таком случае уравнения Максвелла принимают
вид системы (операция взятия частной производ-
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ной по какой-либо переменной ξ обозначим сим-
волом ∂ξ):

(2)

Чтобы система (1), (2) была замкнутой, ее нужно
дополнить уравнением для T. Это уравнение мо-
жет быть выведено из первого начала термодина-
мики.

Для применения первого начала необходимо
предположить, что при прохождении импульса тер-
модинамическое состояние материальной среды
успевает достичь локального термодинамического
равновесия. Это предположение верно, если про-
должительность видеоимпульса Δt много больше
времен релаксационных процессов τe и τP, проис-
ходящих в среде. Время τe связано с движением
электронов проводимости, а время τP – со смеще-
нием связанных зарядов. τe можно оценить как
среднее время пробега электрона в твердом теле
(примерно 10–14 с); τP варьируется в широких преде-
лах в зависимости от типа поляризации диэлектри-
ка. Поскольку мы приняли, что Δt ~ 10–10 c, необхо-
димо выполнение неравенства τP  10–10 c. Столь
быстрые процессы поляризации возможны в ди-
электриках с ионным или атомным типом поля-
ризации, для которых τP ~ 10–12…10–13 c [40]. В та-
ком случае условия Δt  τe, τP выполняются.

Запишем первое начало термодинамики для
единицы объема среды (см. рис. 1):

где δQ – количество тепла, поглощаемое едини-
цей объема среды; U – сумма внутренней энергии
среды U ' и энергии электромагнитного поля U" =
= (ε0E2 + μ0H2)/2 в единице объема среды; dA =
= ‒EdD – HdB – работа, совершаемая единицей
объема среды. Используя эти формулы, первое
начало термодинамики можно записать относи-
тельно U ':

(3)

Согласно стандартной процедуре расчета [41] для
определения U ' необходимо решить систему
уравнений в частных производных при заданных
CP(P, T) и E(P, T):

(4)

(5)

Здесь CP(P, T) – удельная (на единицу объема)
теплоемкость материальной среды при постоян-
ной поляризации. С учетом того, что E(P, T) =
= P/(ε0χ(T)), проинтегрировав уравнение (5), по-
лучим

(6)
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Рис. 1. Схема, поясняющая вывод уравнений: 1 – ма-
лый объем среды  = ΔxΔyΔz; 2 – используемая си-
стема координат; 3 – направление векторов электро-
магнитного поля; 4 – направление распространения
импульса.
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где f(T) – некоторая функция температуры. Под-
ставляя (6) в (4), найдем, что

(7)

Поскольку С1 = 0 при χ = const, очевидно, что С1
является составляющей теплоемкости, возника-
ющей из-за температурной зависимости χ(T).
Параметр же C0, как видно из формулы (7), может
зависеть только от температуры, поэтому C0 явля-
ется составляющей теплоемкости, связанной с
тепловыми колебаниями атомов кристаллической
решетки: C0 = сρ, где с – удельная на единицу массы
теплоемкость, ρ – плотность материальной сре-
ды. Пусть с, ρ = const. В таком случае с точностью
до постоянного слагаемого

(8)

Существование решения системы уравнений (4),
(5) гарантирует, что для исследуемой модели ма-
териальной среды локально выполняется второе
начало термодинамики [41] (возможно введение
энтропии как непрерывной и дважды дифферен-
цируемой функции аргументов P, T). Выполнение
третьего начала (стремление энтропии системы к
нулю при T → 0) возможно достичь при учете тем-
пературной зависимости C0(T).

Далее, найдем δQ. Для этого рассмотрим ма-
лый объем среды  = ΔxΔyΔz (см. рис. 1). В этом
объеме за счет джоулева нагрева за время Δt выде-
лится тепло δQ0 = Ej Δt. Помимо этого через
границы объема  будет происходить теплооб-
мен с окружающей его средой. Поскольку мы
предполагаем, что физические величины не зави-
сят от координат x и y, тепловой поток будет на-
правлен вдоль оси Oz. Согласно закону Фурье
(см. выбранные направления тепловых потоков
на рис. 1) через левую стенку  за время Δt про-
ходит количество тепла, равное

а через правую

Здесь κ = const – коэффициент теплопроводно-
сти. Тогда

При , Δt →0, получим

(9)
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Разделим (3) на dt. Подставим (9) в (3). Учтем (8),
а также то, что dχ/dt = ∂Tχ × ∂tT. В получившемся
выражении сгруппируем слагаемые с ∂tT, получим

(10)

Система уравнений (1), (2), (10) является иско-
мой системой, замкнутой относительно E(z, t),
T(z, t), H(z, t). Для нее справедлив закон сохране-
ния энергии. Используя формулы (3) и (9), не-
трудно показать, что

Используя теорему Пойнтинга

придем к равенству

Интегрируя это равенство по переменной z, полу-
чим закон сохранения

(11)

Приведем вывод аналогичных уравнений для
длинной линии (рис. 2). Пусть распределенная
емкость представляет собой конденсатор, запол-
ненный проводящим диэлектриком, поляризуе-
мость которого зависит от температуры. В таком
случае этот конденсатор можно представить в ви-
де параллельно соединенных резистора с прово-
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Рис. 2. Схема нелинейной длинной линии: прямой 1
и обратный 2 провода линии; распределенная индук-
тивность 3; распределенная емкость 4 с заполнителем
из нелинейной материальной среды; 5 – эквивалент-
ная схема емкости 4, представляющая собой парал-
лельно соединенные резистор 6 и вакуумный конден-
сатор 7; V, I – напряжение и ток в длинной линии; Ig –
ток утечки, IС – емкостной ток.
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димостью G = gΔz и вакуумного конденсатора с
емкостью Θ(T) = С(T)Δz, здесь g, С – соответ-
ственно значения погонной проводимости (за
счет которой появляется ток утечки Ig) и погон-
ной емкости длинной линии.

Записывая законы Кирхгофа для цепи, изобра-
женной на рис. 2, и устремляя Δz к нулю, получим

(12)

(13)
где V(z, t), I(z, t) – значения напряжения и тока в
длинной линии, а L – погонная индуктивность.
Видно, что с помощью замен V → E, I → H, L → μ0,
C(T) → ε0ε(T) = ε0(1 + χ(T)), g → σ перейдем к си-
стеме уравнений Максвелла (2). Аналогичные за-
мены следует сделать при использовании первого
начала термодинамики:

Нас интересует изменение термодинамического
состояния проводящего диэлектрика, поэтому пер-
вое начало термодинамики запишем для единицы
его длины:

где δQ и dU – погонное количество тепла и погон-
ная внутренняя энергия диэлектрика. По анало-
гии с предыдущим случаем распишем U в виде
суммы погонной внутренней энергии среды U ' и
погонной энергии электромагнитного поля U".
Погонная емкость C совпадает по размерности с
ε0, поэтому должна быть справедлива формула
C = ε0ε(T)ψ, где ψ – некоторый безразмерный ко-
эффициент. Тогда C = ε0ψ + ε0χ(T)ψ и, проводя
аналогию с предыдущим случаем, мы введем U" =
= (ε0ψV2 + LI2)/2. Замены ε0ψ → ε0, V → E, I → H,
L → μ0 переводят это выражение в формулу для
плотности энергии электромагнитного поля в ва-
кууме.

Далее запишем первое начало термодинамики
относительно U ′:

(14)

Здесь символ  введен исключительно для прове-
дения аналогии: заменами  → P, ε0ψ → ε0, V → E
уравнения (14) сводятся к уравнению (3) и второму
из уравнений (1). Решая систему уравнений в част-
ных производных, аналогичную (4), (5), получим

(15)

где ς – погонная теплоемкость проводящего ди-
электрика.

Для нахождения погонного тепла δQ рассмот-
рим объем проводящего диэлектрика  = SΔz,
где S – площадь поперечного сечения диэлектри-
ка в длинной линии. Тогда за время Δt в диэлек-
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Δ8

трике длиной Δz за счет тока утечки выделится
тепло δQ0 = gU2ΔzΔt, а через левую и правую стенки

 пройдут количества тепла δQ1 = –κS∂zT(z)Δt и
δQ2 = κS∂zT(z + Δz)Δt соответственно. Тогда

При Δz, Δt → 0, получим

(16)

В итоге приходим к следующему уравнению для
температуры:

(17)

Заменами κS → κ, g → σ, ε0ψ → ε0, V → E, ς → сρ
данное уравнение сводится к уравнению (10).

2. УПРОЩЕНИЕ УРАВНЕНИЙ МОДЕЛИ
Сделаем еще ряд упрощений.
Во-первых, решение системы (1), (2), (10) бу-

дем искать при заданных начальных условиях.
Предполагается, что сам импульс генерируется в
линейной среде, а затем, преодолевая границу
раздела, к моменту времени t0 (который мы при-
мем за начальный) оказывается полностью лока-
лизован в нелинейной среде. Пусть температура
материальной среды при t = t0 постоянна и равна
T0. Также предположим, что к моменту времени t0
нелинейные эффекты не успевают существенно
повлиять на динамику распространения импуль-
са. Поэтому импульс, распространяющийся в не-
линейной среде, при t ≤ t0 можно представить в
виде плоской электромагнитной волны, бегущей
вдоль оси Oz с постоянной фазовой скоростью

= {ε(T0)μ0}–1/2:

Здесь E0, H0 – амплитуды электромагнитных по-
лей начального импульса; L – некоторая кон-
станта; f – функция, которая задает форму про-
филя начального импульса.

Будем считать, что f(ξ) ≠ 0 только при |ξ| ≤ 1/2,
а max|f| = 1. В качестве такой функции для опреде-
ленности выберем

(18)

В таком случае константа L представляет собой
длину начального импульса в среде, а продолжи-
тельность начального импульса в среде Δt = L/ .
Подставляя в первое уравнение системы (2) ре-
шения E(z, t), H(z, t), имеющие вид бегущих волн,

Δ8
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2 2
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получим H0 = E0/(μ0 ). Пусть для определенно-
сти t0 = 0, тогда начальные условия примут вид

(19)

Во-вторых, пусть зависимость χ = χ(T) имеет ли-
нейный вид

(20)
где γ – некоторый коэффициент пропорциональ-
ности, χ0 = const – относительная диэлектриче-
ская восприимчивость среды при T = T0.

В-третьих, будем предполагать, что κ∂zzT  cρ∂tT.
Это условие можно сформулировать в виде условия
малости безразмерного параметра s = κΔt/(cρL2).
Действительно, пусть после прохождения им-
пульса температура среды увеличивается на ΔT.
Очевидно, этот процесс нагрева будет занимать
характерное время Δt, а распределение темпера-
туры в пространстве будет характеризоваться
масштабом длины L. Поэтому κ∂zzT ≈ κΔT/L2,
cρ∂tT ≈ cρΔT/Δt. Следовательно, κ∂zzT  cρ∂tT при
s  1. Для оценки s возьмем характерные для твер-
дых тел значения ρ = 103 кг/м3, c = 103 Дж/(кг К),
κ = 103 Вт/(м К). Пусть Δt = 1 нс, тогда s ≈ (1 + χ) ×
× 10–11.

При зависимости (20) и условии s  1 уравне-
ние (10) примет вид

(21)
Далее введем безразмерные величины: τ = t/Δt;
ξ = z/L; (ξ, τ) = E/E0, (ξ, τ) = H/H0; θ(ξ, τ) =
= T/ΔT, θ0 = T0/ΔT. Здесь ΔT = (E0)2σΔt/(cρ) – ха-
рактерное увеличение температуры среды после
прохождения импульса (эта оценка ΔT выполне-
на для линейного случая, в котором ε = const и
ρc∂tT = σE2). В случае длинной линии (ξ, τ) = V/V0,

(ξ, τ) = I/I0, ΔT = (V0)2gΔt/ς. Тогда, подставляя
равенство ∂tP = ∂t(χ(T)E) = χ(T)∂tE + E∂Tχ∂tT в (2),
а затем с помощью (21) исключая из (2) ∂tT, сведем
уравнения (1), (2), (21) к системе

(22)

(23)

(24)

(25)
Здесь введены два безразмерных постоянных ко-
эффициента: α = γε0χ0(E0)2/(cρ), β = ασΔt/(ε0(1 +
+ χ0)) = σΔt(E0)2γχ0/(cρ(1 + χ0)). В случае длинной
линии α = ∂TC(U0)2/ς, β = αgΔt/C(T0).

Используя метод Хохлова, систему (22), (23)
можно свести к одному уравнению. Исключая из
(23) , придем к уравнению ∂ξξ  – ∂ττ  = ∂τF, где

F = [β(θ – θ0)– αβθ ]∂τ  + β (1 + α )/α. Со-
гласно методу Хохлова [42], редуцированное
уравнение имеет вид ∂ξ  + ∂τ  = –F/2. Далее, сде-

лав замену W = /2, придем к системе

(26)

(27)

(28)
Для системы (26), (27) справедлив некоторый аналог
закона сохранения энергии (11). Если скомбиниро-
вать уравнения (26) и (27), можно показать справед-
ливость равенства ∂ξW + ∂τ{W[1 + β(θ – θ0)/2] +
+ βW θ/2 + βθ /(2α)} = 0. Интегрируя это равенство
по переменной ξ, получим закон сохранения

Уравнение (26) является уравнением переноса,
поэтому u =  = {1 + β(θ – θ0)/2 – αβWθ}–1

есть безразмерная фазовая скорость распростра-
нения импульса. Так как u = u(W, θ), то решение
системы (26), (27) в общем случае возможно полу-
чить только с помощью специальных численных
методов, пригодных для описания ударных волн.
Реализация этих методов является отдельной за-
дачей и будет рассмотрена нами позднее. В дан-
ной же статье ограничимся приближением u = 1,
θ0 = T0/ΔT  1, в котором возможно получить ана-
литическое решение.

Покажем, что приближение u = 1 эквивалентно
условию 0.5τ*|β|(|α| + 1) exp(|α|/2)  1, где τ* – вре-
мя (в относительных единицах), в течение кото-
рого распространяется видеоимпульс. Отметим
для начала, что решение уравнения (27) можно
получить в аналитическом виде:

(29)

Из (18) следует, что max|W(ξ, 0)| = 1/2. Если считать,
что max|W(ξ, τ)| ≈ max|W(ξ, 0)|, то |2exp{–αW(ξ,

0v
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τ)} (ξ, τ')exp{αW(ξ, τ')}dτ'| ≤ exp(|α|/2) и
|exp{–α[W(ξ, τ) – W(ξ,0)]}| ≤ exp(|α|/2). В таком
случае, используя формулу (29), можно выпол-
нить следующие оценки:

Пусть β ! 1, тогда u ≈ 1– β(θ – θ0)/2 + αβWθ, сле-
довательно,

При θ0  1 в таком случае |u – 1| ≤ 0.5|β|(|α| +
1)exp(|α|/2). Зависимость u = u(W, θ) приводит к
тому, что разные точки профиля импульса дви-
жутся с разными скоростями. Однако если отно-
сительное смещение этих точек Δξ за время на-
блюдения τ* мало по сравнению с линейными
размерами самого импульса (линейные размеры
импульса в относительных единицах ξ равны 1),
то этим смещением, а значит, и зависимостью u =
u(W, θ) можно пренебречь. Следовательно, долж-
но выполняться неравенство

Итак, рассматриваемое приближение можно сфор-
мулировать в виде двух неравенств: 0.5τ*|β|(|α| +
+ 1)exp(|α|/2)  1 и θ0  1. В этом приближении
система (26), (27) сводится всего к одному уравне-
нию для W:

(30)

Сделаем замену переменной ζ = ξ – τ и перейдем
к движущейся со скоростью u = 1 системе коорди-
нат, получим

(31)

Уравнение (31) можно рассматривать как диффе-
ренциальное (относительно переменной τ) урав-
нение. Проинтегрировав его, получим

(32)

Отметим, что в отсутствие нелинейности α, β → 0,
но α/β → const = σΔt/(ε0(1 + χ0)), а для длинной
линии α/β → gΔt/C(T0). При этом уравнение (31)
становится линейным и его решение принимает
вид затухающей бегущей волны (для линейного
случая мы вводим обозначение W '):

(33)

Отношение W '/W = 1 + 2αW(ζ, 0){1 – exp(–τβ/α)}
описывает искажения формы профиля импульса,
вызванные непосредственно нелинейными эф-
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фектами. Будем считать, что χ0 > , поэтому β/α > 0.
Рассмотрим три случая.

Во-первых, случай α > 0. Поскольку W '(ζ,
τ)/W(ζ, τ) > 1 при τ > 0, то в таком случае нелиней-
ные эффекты приводят к увеличению затухания
импульса.

Во-вторых, случай – 1 < α < 0. Используя ме-
тод фазовой плоскости для (31) и учитывая, что
maxW(ζ, 0) = 0.5, можно показать, что ∂τW(ζ, τ) < 0
при любых τ и ζ. Значит, W(ζ, τ) монотонно
уменьшается с ростом τ, однако теперь 0 < W '(ζ,
τ)/W(ζ, τ) < 1. Это означает, что уменьшение ам-
плитуды в нелинейном случае происходит мед-
леннее, чем в линейном.

В-третьих, случай α < –1. Используя метод фа-
зовой плоскости, можно показать, что ∂τW(ζ, τ) < 0
для точек ζ, удовлетворяющих неравенству 1 +
+ 2αW(ζ, 0) > 0, и ∂τW(ζ, τ) > 0 для точек ζ, удовле-
творяющих неравенству 1 + 2αW(ζ, 0) < 0. При
этом снова 0 < W '/W < 1. Таким образом, в обла-
сти, где 1 + 2αW(ζ, 0) > 0, нелинейные эффекты
приводят к уменьшению затухания. В области,
где 1 + 2αW(ζ, 0) < 0, происходит рост W(ζ, τ) с те-
чением времени. Причем, как следует из (32),
W(ζ, τ) → ∞ при τ → (α/β)ln{2αW(ζ, 0)/[1 +
+ 2αW(ζ, 0)]}. В действительности рост W будет
ограничиваться нелинейными эффектами, свя-
занными с формированием ударной волны из-за
зависимости u = u(W, θ). Но увеличение maxW на
несколько процентов можно наблюдать даже в
приближении 0.5τ*|β|(|α| + 1)exp(|α|/2)  1, θ0  1.

3. ПРИМЕРЫ РАСЧЕТА 
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

В качестве примера проведем расчет распро-
странения электромагнитного видеоимпульса в
коаксиальном кабеле. Цель данного примера –
провести оценку параметров α, β и показать, что
описанные выше нелинейные эффекты могут
проявляться на современных установках.

Пусть кабель состоит из центральной жилы,
которую окружает слой изолятора, а затем слой
металла (экранирующий слой). Обычно изолято-
ром в СВЧ-кабелях служит политетрафторэтилен
(ПТФЭ). Данный материал является неполярным
полимером, в котором сочетаются два типа поля-
ризации: атомная и электронная. По этой причине
продолжительность релаксационных процессов,
связанных с поляризацией, в ПТФЭ составляет
примерно 10–12 с [43], поэтому условия Δt  τe, τP
выполняются. Примем радиус центральной жилы
r = 0.5 мм, а радиус окружающего ее изолятора
R = 1.5 мм (такие значения соответствуют техни-
ческим характеристикам коммерческих кабелей,
см. лист технических характеристик в сети Интер-
нет: DATA SHEET Coaxial Cable: MULTIFLEX_141).
Погонную теплоемкость диэлектрика ς рассчита-

0

! !

@
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ем по формуле ς = сρπ(R2 – r2), где с – удельная
(на единицу массы) теплоемкость диэлектрика,
ρ – плотность диэлектрика (для ПТФЭ с =
= 1000 Дж/(кг К), ρ = 2150 кг/м3). Такие расчеты ς
дают значение 13.5 Дж/(м К).

Для расчета погонной емкости и индуктивно-
сти воспользуемся формулами статики [44, 45]:
С(T) = ε0ε(T)ψ, ψ = 2π/ln(R/r), L = μ0ln(R/r)/(2π).
В таком случае ∂TС(T) = τεε0ε(T0)ψ, где τε =
= ∂Tε(T)/ε(T0) – так называемый температурный
коэффициент диэлектрической проницаемости.
Для ПТФЭ [46] τε = –4.6 × 10–4 К–1, ε(T0 = 20°С) =
= 2.08. Из расчетов следует: С(T0) = 100 пкФ/м,
L = 219 нГн, ∂TС(T) = – 4.6 × 10–14 Ф/(м К). Сле-
довательно, волновое сопротивление линии равно
Z = (L/C)1/2 = 46.8 Ом, а фазовая скорость  =
= (LC)–1/2 = 2.1 × 108 м/с.

Для нахождения погонной проводимости g
проинтегрируем уравнение div(ε0ε ) = ρ по ци-
линдрическому объему коаксиального кабеля.
Используя теорему Остроградского–Гаусса, по-
лучим

где ρl = СU – линейная плотность заряда цен-
тральной жилы, поэтому | (R)| = U(R)/ln(R/r).
Погонный ток утечки Ig можно представить в виде
Ig = gU = 2πRj = 2πREσ. Подставляя в последнюю
формулу | (R)|, получим g = 2πσ/ln(R/r) = ψσ.

Поскольку ПТФЭ является диэлектриком и в
данном материале нет электронов проводимости,
здесь под σ подразумевается некоторая эффектив-

0v
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ная проводимость, обусловленная диэлектрически-
ми потерями (для ПТФЭ Im(ε)/Re(ε) = 3 × 10–4

[46]). В случае проводящего диэлектрика прово-
димость может быть включена в мнимую часть
комплексной относительной диэлектрической
проницаемости в виде слагаемого Im(ε) + σ/(ε0ω)
[47]. Поэтому для оценки σ примем, что σ/(ε0ω) ≈
≈ σΔt/ε0 ≈ Im(ε). Для продолжительности видео-
импульса Δt = 0.1 нс такая оценка дает значения
σ = 5.5 × 10–5 См/м и g = 3.2 × 10–4 См/м. Пусть
V0 = 10 МВ. Это соответствует пиковой мощности
видеоимпульса P = V2/Z = 2.1 ТВт. Отметим, что
рекордные пиковые мощности, достигаемые на
современных генераторах видеоимпульсов нано-
и субнаносекундной длительности, составляют
до 100 ТВт [1, 48]. В таком случае α = ∂TC(V0)2/ς =
= –0.34, β = αgΔt/C(T0) = –1.1 × 10–4. При пре-
дельном переходе к линейному случаю (когда σ ≠ 0,
но ε не зависит от T) β → 0, α → 0, β/α → gΔt/C(T0) =
= 3.2 × 10–4. Подставляя результаты расчетов в
формулу 0.5τ*|β|(|α| + 1)exp(|α|/2)  1, получим
условие τ*  1.1 × 104. Поскольку мы работаем в
безразмерных единицах и в выбранном прибли-
жении u = 1, за время τ = N импульс успевает
пройти N собственных длин L, т.е. расстояние,
равное l = NL = Nv0Δt = 2.1N × 10–2 м. Для τ = 1000,
например, l = 21 м.

На каждом графике мы будем строить три кри-
вые, которые соответствуют: первоначальной
форме импульса W(ζ, 0), решению (32) W(ζ, τ) и
решению (33) W '(ζ, τ).

На рис. 3 изображены подобные графики при
τ = 1000 для α = – 0.34, β = –1.1 × 10–4. Видно, что

!
!

Рис. 3. Формы профиля импульса при τ = 1000 для α = –0.34, β = –1.1 × 10–4: W(ζ, 0) (кривая 1), W(ζ, τ) (кривая 2) и
W '(ζ, τ) (кривая 3), на вставке – участки этих кривых в области максимума в увеличенном масштабе.
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затухание в линейном случае действительно про-
исходит быстрее, чем в нелинейном. К моменту
времени τ = 1000 в линейном случае происходит
уменьшение максимального значения W до значе-
ния 0.36 (уменьшение пиковой мощности на 28%),
а в нелинейном случае до значения 0.4 (уменьше-
ние пиковой мощности на 20%).

Проведем аналогичные расчеты для V0 = 24.3 МВ.
При таком значении V0 расчеты дают α = –2.01,
β = –6.44 × 10–4, τ*  388. Графики для этого слу-
чая при τ = 100 приведены на рис. 4. К моменту

!

времени τ = 100 в нелинейном случае максималь-
ное значение W увеличивается до 0.517 (пиковая
мощность увеличивается на 3.4%), в линейном
случае максимальное значение W уменьшается до
0.484 (пиковая мощность уменьшается на 3.2%).

В качестве заключительно примера проведем
расчеты для α = 2.01, β = 6.44 × 10–4 (случай положи-
тельного температурного коэффициента диэлек-
трической проницаемости). На рис. 5 построены
соответствующие графики также для момента вре-
мени τ = 100. Видно, что теперь затухание происхо-

Рис. 4. Формы профиля импульса при τ = 100 для α = – 2.01, β = – 6.44 × 10–4: W(ζ, 0) (кривая 1), W(ζ, τ) (кривая 2) и
W '(ζ, τ) (кривая 3), на вставке – участки этих кривых в области максимума в увеличенном масштабе.
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Рис. 5. Формы профиля импульса при τ = 100 для α = 2.01, β = 6.44 × 10–4: W(ζ, 0) (кривая 1), W(ζ, τ) (кривая 2) и
W '(ζ, τ) (кривая 3), на вставке – участки этих кривых в области максимума в увеличенном масштабе.
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дит быстрее в нелинейном случае, чем в линейном: в
нелинейном случае к моменту времени τ = 100 мак-
симальное значение W уменьшается до значения
0.456 (пиковая мощность уменьшается на 8.8%).

Мы намеренно провели расчеты для ПТФЭ,
поскольку данный диэлектрический материал
широко используется в СВЧ-технике в качестве
изолятора. Однако для экспериментального изу-
чения нелинейных эффектов, изложенных в статье,
лучше подходят материалы с более значительной,
чем у ПТФЭ, зависимостью диэлектрической про-
ницаемости от температуры. Теоретически ис-
пользование таких материалов позволит наблю-
дать описанные выше нелинейные эффекты при
более низких пиковых мощностях. Действитель-
но, например, эффект увеличения пиковой мощ-
ности импульса возникает только при условии
α < –1. Поскольку α ~ (V0)2, этот эффект возника-
ет, когда амплитуда начального видеоимпульса V0

превышает некоторое пороговое значение  =
= (ς/(ε0|∂Tε(T)|ψ))1/2, соответствующее тому, что
α = –1. Таким образом, чем больше значение
|∂Tε(T)| = ε(T0)|τε|, тем меньше значение . Для

ПТФЭ τεε(T0) = ∂Tε(T) = –9.7 × 10–4 К–1,  =
= 16.7 МВ, что соответствует пиковой мощности
6 ТВт. Например, для SrTiO3 при частоте 2.4 ГГц
[49, 50] τε = –2.6 × 10–3 К–1, ε = 264, τεε = ∂Tε(T) =
= –0.69 К–1, с = 560 Дж/(кг К), ρ = 5100 кг/м3, ς =
= сρπ(R2– r2) = 17.9 Дж/(м К). При таких параметрах

 = 716 КВ. Это соответствует пиковой мощно-
сти 11 ГВт.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, разработана модель, ценность

которой состоит в том, что она консервативна, для
нее справедливы начала термодинамики и, главное,
эта модель способна предсказывать динамику из-
менения формы профиля видеоимпульса.

С помощью метода Хохлова мы упростили ис-
ходную систему уравнений Максвелла и свели ее
к нелинейному уравнению переноса. Из данного
уравнения следует, что динамика изменения фор-
мы импульса определяется тремя безразмерными
параметрами α, β и θ0, а фазовая скорость распро-
странения импульса зависит от амплитуды импульса
и температуры среды. Мы рассмотрели приближе-
ние, в котором фазовую скорость можно считать
постоянной величиной. В этом приближении была
выведена аналитическая формула, описывающая
искажение формы профиля видеоимпульса при до-
статочно малых временах его распространения τ*.
Для α < –1, что соответствует отрицательному
температурному коэффициенту диэлектрической
проницаемости, эта формула предсказывает не-
линейное увеличение пиковой мощности им-

0
*V

0
*V

0
*V

0
*V

пульса. Данный эффект потенциально применим
для технологий генерации высоковольтных нано-
секундных импульсов, в частности для проекти-
рования нелинейных линий, используемых для
увеличения пиковой мощности.

В дальнейшем мы планируем провести реали-
зацию численных медотов решения уравнений
модели. Это позволит учесть зависимость фазо-
вой скорости импульса от его амплитуды и про-
следить за изменением формы профиля импульса
при любых временах его распространения.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта
интересов.
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