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ОПТИМАЛЬНОГО ПОСИМВОЛЬНОГО ПРИЕМА

ЧАСТОТНО-ЭФФЕКТИВНЫХ СИГНАЛОВ С КОРРЕКТИРУЮЩИМ 
КОДИРОВАНИЕМ В НЕДВОИЧНЫХ ПОЛЯХ ГАЛУА
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Дано описание алгоритма оптимального посимвольного приема сигнальных конструкций на осно-
ве блоковых помехоустойчивых кодов в недвоичных полях Галуа. Показано, что основу данного ал-
горитма составляет алгоритм быстрого спектрального преобразования в базисе Уолша–Адамара с
размерностью поля Галуа. Показано, что результирующая сложность анализируемого алгоритма
посимвольного приема определяется размерностью дуального кода, что обусловливает перспектив-
ность его применения для блоковых помехоустойчивых кодов с высокой кодовой скоростью (с низ-
кой избыточностью). Приведены результаты моделирования алгоритма посимвольного приема с
целью исследования помехоустойчивости для ряда частотно-эффективных цифровых сигналов с
квадратурно-амплитудной и амплитудно-фазовой манипуляциями (с коэффициентом частотной
эффективности 3, 4 и 6 бит/с/Гц) в сочетании с корректирующим кодом с проверкой на четность.
Показано, что применение алгоритма посимвольного приема обеспечивает энергетический выиг-
рыш до 1.5…3.0 дБ по отношению к передаче и приему рассматриваемого ряда сигналов без кодиро-
вания.
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ВВЕДЕНИЕ

Достижение требуемой информационной ско-
рости передачи при разработке систем связи при
ограниченной частотной полосе радиоканала обес-
печивают с помощью цифровых сигналов при уве-
личении их частотной эффективности  (бит/с/Гц)
[1–4]. В этот класс входят цифровые сигналы с
двумерными “созвездиями” и с различными ви-
дами манипуляции (фазовой, амплитудной и др.),
интенсивно используемые в приложениях [1, 5, 6].

Вместе с тем увеличение значений  цифро-
вых сигналов при постоянной мощности переда-
ющих устройств приводит к деградации помехо-
устойчивости (например, вероятности ошибки на
бит ) [1]. В этом случае повышение надежности
передачи по каналам с помехами возможно обес-
печить путем применения сигнальных конструк-
ций на основе цифровых частотно-эффективных
сигналов в сочетании с корректирующим кодиро-
ванием [7, 8].

Известны два метода оптимального приема
этих сигнальных конструкций: посимвольный

прием, минимизирующий вероятность ошибки
, и метод максимального правдоподобия, ми-

нимизирующий вероятность ошибки на дискрет-
ное сообщение [1, 9, 10].

Теория посимвольного приема сигнальных
конструкций представляет самостоятельное на-
учное направление [1]. Алгоритмы посимвольно-
го приема для сигнальных конструкций на основе
ряда корректирующих кодов (турбо-кодов, низ-
коплотностных кодов и др.) обеспечивают дости-
жение вероятностных характеристик, близких к
предельным характеристикам и определяемых
пропускной способностью каналов с аддитивным
белым гауссовским шумом (АБГШ) [4, 5, 11–13].

Актуальной является проблема разработки,
обобщения и исследования алгоритмов посим-
вольного приема частотно-эффективных цифро-
вых сигналов в сочетании с корректирующими
кодами в недвоичных полях Галуа , объем
которых равен объему сигнальных “созвездий”

 [8, 11]. Этот подход позволяет расширить
класс сигнальных конструкций, перспективных
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для использования в информационных системах,
что согласуется с современным направлением
развития теории посимвольного приема и теории
помехоустойчивых кодов в недвоичных полях.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть  – последователь-
ность  информационных символов как элемен-
тов поля Галуа , формируемого по модулю
неприводимого примитивного многочлена 
степени  [7]. Элементы поля  (информацион-
ные символы) представляются многочленами:

где  [7].

Кодовое слово  корректирующего кода в по-
ле , соответствующее , задается как

 [7, 11]. Здесь  – порождающая матри-
ца корректирующего кода в систематическом ви-
де с элементами поля , ее размерность рав-
на  (  - длина кодовых слов).

Кодовые символы  ( ,  для
) кодового слова  сопоставляются

цифровым сигналам с “созвездием” объемом ,
которые передаются по радиоканалам.

На вход решающего устройства с выхода сиг-
нального демодулятора поступает дискретная ре-
ализация ,  – “мягкие”
(многоуровневые) комплексные отсчеты. Опти-
мальное посимвольное правило приема заключа-
ется в вычислении апостериорных вероятностей

, , на основе которых при-
нимаются решения относительно переданных
символов  и коэффициентов  с использо-
ванием правила [9, 8]:

(1)

В работах [10, 15] приведено описание разра-
ботанной процедуры вычисления апостериорных
вероятностей  Основу этой процеду-
ры составляет алгоритм быстрого спектрального
преобразования в базисе Уолша–Адамара с раз-
мерностью  и функциональное преобразование
вычисленных спектральных составляющих в про-
странстве над  с размерностью дуального
кода  для оценивания значений . Приведе-
ны также результаты исследований помехоустой-
чивости этого алгоритма для класса цифровых
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сигналов с многоуровневой фазовой манипуля-
цией [12].

Цель работы – исследование помехоустойчи-
вости рассматриваемого алгоритма оптимального
посимвольного приема для цифровых сигналов с
квадратурно-амплитудной (КАМ-М) и ампли-
тудно-фазовой (АФМ-М) манипуляциями с по-
вышением их частотной эффективности, интен-
сивно используемых в информационных систе-
мах различного назначения.

2. АЛГОРИТМ ОПТИМАЛЬНОГО 
ПОСИМВОЛЬНОГО ПРИЕМА 

ЧАСТОТНО-ЭФФЕКТИВНЫХ СИГНАЛОВ
Одной из важных характеристик рассматривае-

мых КАМ-М и АФМ-М сигналов  является ко-
эффициент частотной эффективности 
(бит/с/Гц), задающий максимальную информа-
ционную скорость  (бит/с) для канала с
частотной полосой  (Гц) [1, 2].

Рассматриваемые цифровые сигналы  зада-
ются соотношением [1]

(2)

Здесь  – центральная частота;  при
 и  в противном случае; ,

 – амплитуда и фаза радиоимпульсов в составе
, дискретные значения которых задают тип

“созвездия”;  – тактовые временные интервалы.
Данные сигналы формируются путем отобра-

жения  двоичных информационных символов в
символы “созвездия”, как правило, с использова-
нием кода Грея для повышения надежности пере-
дачи информации – соседние символы “созвездия”
отличаются лишь в одном из информационных
битов задающих последовательностей [2].

Пример “созвездия” для АФМ-16 сигналов
(  бит/с/Гц) представлен на рис. 1 – приведены
законы отображения четырех информационных
битов  ( ) в символы “созвездия”
(в комплексные огибающие ) [5].

Класс сигналов КАМ-М ( ), опре-
деляемых протоколом 3GPP, задаются аналити-
ческими соотношениями [6]. Примером являются
сигналы АФМ-16 (  бит/с/Гц), комплексные
огибающие которых задаются последовательно-
стью четырех двоичных битов  ( ):

В табл. 1 приведен класс анализируемых в ста-
тье КАМ-М и АФМ-М сигналов в составе прото-
колов спутниковых информационных систем
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DVB-S2, 3GPP [1, 5, 6] и используемых в системах
спутниковой связи (ССС) [1, 2].

Апостериорные вероятности  кодо-
вых информационных символов рассматривае-
мых сигнальных конструкций вычисляются с ис-
пользованием выражения [10]

(3)

Здесь  – условная вероятность передачи
кодового слова  для реализации ;  –
функция правдоподобия, определяемая для мо-
дели канала без памяти соотношением

Априорные вероятности полагаются равными
.

Сложность вычисления  с использо-
ванием соотношения (3), определяется требуемым
объемом вычислительных операций и оценивается
как , что даже для малых значений 
представляет трудоемкую задачу. В работах [9, 10]
приведено описание разработанного алгоритма
вычисления  с существенно более низ-
кой сложностью. Приведем общее описание это-
го алгоритма, чтобы пояснить особенности его
применения для рассматриваемого класса частот-
но-эффективных сигналов.

Алгоритм состоит из трех этапов вычислений
[10].

На первом этапе вычисляется множество спек-
тральных составляющих  с размерностью 
для последовательностей , :

(4)

где  – номер позиции кодовых сим-
волов;  – базисные функции Уолша–Адамара с
перемежением номеров  (закон перемежения мо-
жет задаваться аналитически для определенного
вида примитивного неприводимого многочлена
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 либо в виде таблицы, получаемой путем пред-
варительной предобработки с целью установле-
ния правила перемежения [10]).

Нормированные отсчеты  для квадратурных
составляющих ,  и канала АБГШ со
спектральной плотностью  представляют слу-
чайные величины с средними

и с единичной дисперсией. Здесь  (i = 0, 1, ...,
M – 1) – энергии сигнальных символов “созвез-
дия” с огибающей , удовлетворяющие условию

 – энергия на 1 бит. С учетом этого условные
плотности вероятности  в (4) определяют-
ся выражением [8]

(5)
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Рис. 1. Сигнальное “созвездие” АФМ-16 сигналов.
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Таблица 1. Значения , требуемые для достижения 

Примечание:  – без кода;  – с кодированием,  – энергетический выигрыш.

Параметр АФМ-8 
DVB-S2

АФМ-16
DVB-S2

АФМ-16
3GGP

КАМ-16
ССС

АФМ-64
DVB-S2

АФМ-64
3GGP

КАМ-64
ССС

 дБ 17.5 15.0 15.0 16.0 19.5 17.5 18.5

 дБ 16.0 13.5 12.0 14.0 17.0 15.5 15.75
 дБ 1.5 1.5 3.0 2.0 2.5 2.0 2.75

б 0/E N б
510P −=

б
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0 ,E N
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(2)

0E N EΔ



876

РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 68  № 9  2023

НАЗАРОВ

 – Евклидова метрика;  – постоянная норми-
ровки.

На втором этапе вычисляется спектральное
множество: ( )

(6)

Производительная процедура вычисления 
(6) основана на использовании величин  и
множества кодовых слов  кода  с параметра-
ми ( ) дуального к используемому коррек-
тирующему коду [10]:

(7)

Обозначение  в (7) определяет арифме-
тические операции для последовательности ко-
довых символов  в составе кодового слова  ко-
да .

На третьем этапе вычисляются апостериор-
ные вероятности  путем обратного
спектрального преобразования в базисе Уолша–
Адамара размерностью  над множеством :

(8)

Решение относительно переданного символа  и
информационных символов , 
принимается в соответствии с правилом (1).
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Сложность вычисления соотношения (3) оце-
нивается приведенным выше значением , слож-
ность вычисления (4), (7), (8) оценивается как

, для значений  справедливо
условие .

Наиболее простым является рассматриваемый
алгоритм посимвольного приема для сигнальных
конструкций на основе кодов с проверкой на чет-
ность. В этом случае множество кодовых слов 
дуального кода  с параметрами ( ) содер-
жит  последовательностей кодовых символов
одинаковых элементов  длительно-
стью  [7, 8, 14–18].

3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
При моделировании алгоритма оптимального

посимвольного приема задавалась передаваемая
по каналу АБГШ случайная информационная по-
следовательность объемом ≈100 битов [19], значе-
ния  равны соответственно 33, 25 и 16 для рас-
сматриваемых сигнальных “созвездий” объемом

 и .
В табл. 1 приведены результаты моделирова-

ния, полученные для рассматриваемого ряда ча-
стотно-эффективных сигналов АФМ-8, АФМ-16,
КАМ-16, АФМ-64 и КАМ-64 [1, 5, 6]. Приведены
параметры: средние значения сигнал/помеха

, требуемые для достижения вероятности

ошибки  без корректирующего кодиро-
вания и с кодированием с проверкой на четность
в полях Галуа  ( ) и соответствую-
щие значения энергетических выигрышей .

На рис. 2 и 3 представлены усредненные веро-
ятностные кривые для сигнальных конструкций на
основе “созвездия” АФМ-8 (DVB-S2, см. рис. 1),
“созвездий” АФМ-16 и КАМ-16. Кривые 1 соот-
ветствуют использованию рассматриваемого
корректирующего кода, кривые 2 – без кодирова-
ния. Подобные вероятностные кривые получены
также и для сигнальных конструкций на основе
“созвездий” АФМ-64 и КАМ-64.

Из табл. 1 и рис. 2, 3 следует, что энергетиче-
ские выигрыши  зависят от типа и объемов 
сигнальных “созвездий” – для  значения

 при использовании рассматриваемой простой
схемы кодирования достигают значимых величин
1.5…3.0 дБ.

Моделирование алгоритма оптимального по-
символьного приема рассматриваемых сигнальных
конструкций показало зависимость вероятностей
ошибки  от положения (номера) информацион-
ных битов в составе сигнального “созвездия”. Дан-

1P

( )
2 2m n kP −≅ n k k− !

2 1P P!

R
HC 1,1k +

2m

( )2mGFα ∈
1k +

k

3 42 ,2 62

б 0E N

б
510P −=

(2 )mGF 3,4,6m =
EΔ

EΔ 2m

б
510P −=

EΔ

бP

Рис. 2. Вероятности ошибки при приеме сигналов
АФМ-8 (DVB-S2): 1 – с использованием корректиру-
ющего кода; 2 – без кодирования; 3 – для  и  эле-
ментов “созвездия”; 4 – для  элементов “созвездия”.
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ное свойство является полезным для усиления
помехоустойчивости старших значимых переда-
ваемых битов, например, при передаче телемет-
рической информации [20].

На рис. 2 кривая 3 соответствует зависимости
вероятности ошибки  от  для значений бP б 0/E N 1α

и  в представлении элементов “созвездия”
АФМ-8 сигналов, кривая 4 – для . Видно, что
для  отличия вероятностных характери-
стик достигают значения 6.75 дБ.

На рис. 3а кривая 3 соответствует вычисленной
вероятностной характеристике для  в представ-
лении элементов “созвездия” АФМ-16 сигналов
DVB-S2, кривая 4 – для  и , кривая 5 – для .
В этом случае отличия вероятностных характери-
стик по отношению к кривой 3 достигают 1.75 и
2.25 дБ соответственно.

На рис. 3б кривая 3 соответствует вероятност-
ной характеристике для  и  в представлении
элементов “созвездия” АФМ-16 сигналов 3GPP,
кривая 4 – для  и : отличия вероятностных
характеристик по отношению к кривой 3 достига-
ют 0.25 дБ.

На рис. 3в кривая 3 соответствует вероятност-
ной характеристике для  и  в представлении
элементов “созвездия” КАМ-16 сигналов, кривая
4 – для  и : отличия характеристик по отно-
шению к кривой 3 достигают 4.0 дБ.

Подобные вероятностные кривые вычислены
также и для сигнальных “созвездий” АФМ-64
(DVB-S2), АФМ-64 (3GPP) и КАМ-64 (ССС). В
табл. 2 приведены вычисленные значения ,
требуемые для достижения вероятности ошибки

 для информационных двоичных симво-
лов  ( ) в зависимости от их располо-
жения в составе “созвездий”.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Дано описание алгоритма оптимального по-

символьного приема сигнальных конструкций на
основе сигнальных “созвездий” частотно-эффек-
тивных цифровых сигналов с квадратурно-ампли-
тудной и амплитудно-фазовой манипуляциями и
блоковых помехоустойчивых кодов в недвоичных
полях Галуа . Правило посимвольного
приема минимизирует вероятность ошибки на
информационный бит в отличие от известного
правила максимального правдоподобия, мини-
мизирующего вероятность ошибки на дискрет-
ное сообщение.

Основу анализируемого алгоритма оптималь-
ного посимвольного приема составляет алгоритм
быстрого спектрального преобразования в базисе
Уолша–Адамара с размерностью поля Галуа .
Результирующая сложность алгоритма посим-
вольного приема определяется размерностью ду-
ального кода, что обусловливает перспективность
его применения для блоковых помехоустойчивых
кодов с высокой кодовой скоростью.
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Рис. 3. Вероятности ошибки при приеме сигналов
АФМ-16: 1 – с использованием корректирующего
кода; 2 – без кодирования; а) DVB-S2: 3 – для , 4 –
для  и , 5 – для  элементов “созвездия”;
б) 3GPP: 3 – для  и , 4 – для  и  элементов
“созвездия”; в) КАМ-16: 3 – для  и , 4 – для  и

 элементов “созвездия”.
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НАЗАРОВ

Исследование вероятностных характеристик
рассматриваемого алгоритма посимвольного прие-
ма произведено путем его моделирования для
сигнальных конструкций на основе интенсивно
используемых в приложениях частотно-эффек-
тивных цифровых сигналов с коэффициентом ча-
стотной эффективности 3…6 бит/с/Гц в полях Га-
луа , ,  и для кодов с проверкой
на четность с добавлением лишь одного прове-
рочного символа. Показано, что применение ал-
горитма посимвольного приема обеспечивает
энергетический выигрыш до 1.5…3.0 дБ по отно-
шению к передаче и приему рассматриваемого
ряда сигналов без кодирования.

Показана также зависимость вероятностей
ошибки  от положения информационных битов
в составе сигнального “созвездия”, что является
полезным свойством для усиления помехоустой-
чивости старших значимых битов при передаче
телеметрической информации.
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Таблица 2. Значения , требуемые для достижения  для информационных битов 0…5 сигнальных
“созвездий”

Сигналы 0 1 2 3 4 5
АФМ-8
DVB-S2 16.0 9.25 9.25 – – –

АФМ-16
DVB-S2 11.5 13.25 13.25 13.75 – –

АФМ-16
3GGP 11.75 11.75 12.0 12.0 – –

КАМ-16 10.0 14.0 10.0 14.0 – –
АФМ-64
DVB-S2 17.0 16.5 17.0 17.0 16.75 16.5

АФМ-64
3GGP 16.0 14.75 15.5 15.25 15.5 15.5

КАМ-64 15.75 15.5 15.75 15.25 15.25 15.0

б 0/E N б
510P −=
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