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Исследовано влияние нелинейности на смещение особой точки в системе двух связанных осцилля-
торов Дуффинга при изменении коэффициентов связи и вносимых потерь. Показано, что смеще-
ние особой точки при изменении коэффициента нелинейности сопровождается уменьшением ам-
плитуды возбуждаемых колебаний и сдвигом резонансной частоты. Численно найдены пороговые
значения коэффициентов нелинейности, связи и вносимых потерь, при которых возникает особая
точка. Показано, что увеличение коэффициента нелинейности приводит к уменьшению порогово-
го значения вносимых потерь, необходимых для образования особой точки.
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ВВЕДЕНИЕ

Особыми точками (ОТ) называют такие точки
пространства параметров, в которых собственные
векторы и собственные значения совпадают [1].
Такое вырождение характерно для неэрмитовых
квантовых систем с симметрией “четность–время”
(PT-симметрией). Вещественные спектры таких
систем при переходе через особую точку стано-
вятся комплексными, что сопровождается спон-
танным нарушением симметрии. В РТ-симмет-
ричных системах добиться появления ОТ можно
за счет изменения величины вносимых потерь и
силы связи между частями системы [2]. В ОТ мо-
гут возникать различные интересные с практиче-
ской точки зрения эффекты, такие как резкое
увеличение чувствительности, увеличенный диа-
пазон генерации частот, лучшее шумоподавление
[2, 3]. Таким образом, важной задачей является
поиск условий возникновения ОТ и способов
управления их положением в пространстве пара-
метров системы.

Особые точки были обнаружены в различных
физических средах и системах, включая оптику
[2, 4, 5], акустику [6, 7], электронику [3], магно-
нику и спинтронику [8–11]. В большинстве при-
веденных выше примеров для наблюдения ОТ ис-
пользуются не квантовые, а классические системы,
а именно колебательные и волновые. С точки зре-
ния теории колебаний и волн две нормальные
моды двух взаимосвязанных систем за счет вно-
симых положительных и отрицательных потерь
вырождаются в одну собственную в ОТ. Для этого
системы должны быть идентичными, вносимые
потери в одной из них положительными (затуха-
ние усиливается), а в другой отрицательными (за-
тухание компенсируется). При таком внесении
потерь резонансные свойства колебательных систем
в ОТ не ухудшаются и определяются собствен-
ным затуханием. Величина же вносимых потерь,
необходимая для появления ОТ, прямо пропор-
ционально зависит от величины связи между си-
стемами. В большинстве работ, посвященных ОТ
в колебательных системах, анализ проводится в
линейном случае, тогда как нелинейность пред-
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полагается малой (см., например, [3, 8]). Вместе с
тем существенная нелинейность может быть до-
полнительной степенью свободы для возможно-
сти управления положением особой точки.

Цель данной работы – исследовать влияние
консервативной кубической нелинейности на ОТ
в системе связанных осцилляторов Дуффинга.
Выбор данного типа осцилляторов обусловлен их
широким применением для описания различных
нелинейных колебательных систем – от электри-
ческих генераторов до спинтронных наноосцил-
ляторов [12–14].

1. АНАЛИЗ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ
Рассмотрим систему неавтономных диффе-

ренциальных уравнений относительно координат
x(t), y(t) двух взаимосвязанных нелинейных ос-
цилляторов с коэффициентом связи μ и коэффи-
циентом нелинейности β следующего вида:

(1)

где  – коэффициенты собственного и вноси-
мого затухания осцилляторов, соответственно,  –
коэффициент нелинейности,  – коэффициент
связи между осцилляторами, – собственная ча-
стота каждого осциллятора,  – амплитуда и
частота внешнего воздействия. Как видно по зна-
кам коэффициентов вносимых потерь  в (1), в
первом осцилляторе собственные потери ком-
пенсируются вносимыми потерями, а во втором
потери усиливаются. Внешнее гармоническое
воздействие действует на первый осциллятор, во
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втором же колебания возникают как вынужден-
ные колебания за счет связи с первым.

Проведем численное интегрирование системы
уравнений (1) стандартными методами анализа
дифференциальных уравнений (метод Рунге–Кут-
ты четвертого порядка) при следующих параметрах:

     При
 в системе двух связанных осцилляторов на-

блюдаются две нормальные частоты  на ам-
плитудно-частотной характеристике (рис. 1а),
которые при увеличении коэффициента нели-
нейности  > 0 также увеличиваются (при ),
причем помимо смещения нормальных частот
при некотором значении  возникает гистерезис-
ный эффект с образованием неустойчивых ветвей
[12, 13]. При этом для фиксированной частоты
внешнего воздействия амплитуда нижней моды
системы уменьшается при увеличении частоты
вынужденных колебаний.

Расстояние между резонансными пиками
(рис. 1а) напрямую зависит от константы связи
между осцилляторами. Как было сказано выше, ОТ
возникает из-за вырождения нормальных частот

 в собственную  за счет увеличения коэффи-
циента вносимых потерь . В линейной системе
для любой величины константы связи μ существует
единственное значение вносимых потерь , при
котором возникает ОТ (рис. 1б). При этом имеет-
ся такое пороговое значение  (для приведенных
выше параметров ), при котором смеще-
ние особой точки резко меняется, а при  ча-
стота появления ОТ практически не меняется при
увеличении . Критическое значение  также
остается неизменным, однако при  частота
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β = 0
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Рис. 1. Семейство амплитудно-частотных характеристик двух связанных осцилляторов Дуффинга (а) и зависимости
действительных частей нормальных частот от величины вносимых потерь (б) для трех значений коэффициента нели-
нейности: β = 0 (1), 1 (2) и 3 (3); штрихпунктирной линией обозначены неустойчивые области резонансной кривой.
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ОТ  увеличивается, а  уменьшается (см.
рис. 1б). Таким образом, наличие кубической нели-
нейности приводит к появлению ОТ при меньших
значениях вносимых потерь. Увеличение параметра
нелинейности  приводит к резкому уменьшению

 при котором появляется ОТ (рис. 2а). При
увеличении порогового значения параметра не-
линейности резонансные частоты смещаются,
вследствие чего требуется меньшее вносимое за-
тухание (рис. 2б).

В заключение проведем численное моделиро-
вание влияния зависимости вносимых потерь 

ОТω ОТΔ

β
ОТ,Δ

Δ

от константы связи  и параметра нелинейности
 при которых появляется особая точка. В линей-

ном случае при  зависимость ОТ от  линейна,
а именно  Как указывалось ранее, увеличение
коэффициента нелинейности β приводит к появле-
нию ОТ при меньших значениях Δ, что также про-
является при изменении параметра связи μ. При
этом зависимость μ(Δ)  имеет следующий вид:

где  – крутизна этой зависимости (рис. 3).
Следовательно, при большей связи между осцил-
ляторами наличие нелинейности приводит к
уменьшению вносимых потерь, при котором по-
является ОТ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, исследовано влияние нелиней-
ности на положение особой точки на плоскости па-
раметров в системе двух консервативно связанных
осцилляторов Дуффинга при изменении коэффи-
циентов связи и вносимых потерь. Показано, что
смещение положения особой точки при измене-
нии коэффициента нелинейности сопровождает-
ся уменьшением амплитуды возбуждаемых коле-
баний и сдвигом резонансной частоты. Численно
найдены пороговые значения коэффициентов
нелинейности, связи и вносимых потерь, при кото-
рых возникает особая точка (см. рис. 3). Показано,
что увеличение коэффициента нелинейности при-
водит к уменьшению порогового значения вноси-
мых потерь, необходимых для образования особой
точки. Предлагаемый анализ может быть проведен

μ
β,

β = 0 μ
μ = Δ.

( ) ( )Aμ Δ = β Δ,

1A >

Рис. 2. Зависимости вносимых потерь  (а) и частоты  (б), при которых образуется особая точка, от величины
коэффициента нелинейности β; штрихпунктиром обозначена линия критического параметра нелинейности

 при котором происходит смещение вносимых потерь и резонансной частоты.
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для осцилляторов различной физической природы,
разных типов связи между ними, а также больше-
го числа осцилляторов с появлением особых то-
чек высших порядков. Соответствующие задачи
являются предметом отдельного детального иссле-
дования и в данной работе не рассматриваются.
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