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В работе развита модель процесса направленного затвердевания бинарных распла-
вов с двухфазной зоной, когда доля жидкой фазы описывается пространственно-
временнóй скейлинговой зависимостью. Введены автомодельные переменные с за-
конами роста межфазных границ обратно пропорциональными квадратному корню
из времени. Математическая модель процесса переформулирована с использовани-
ем автомодельных переменных. Определены точные автомодельные решения урав-
нений тепломассопереноса при наличии двух подвижных границ фазового перехода:
твердая фаза–двухфазная зона и двухфазная зона–жидкая фаза. В виде интеграль-
ных выражений найдены распределения температуры и концентрации примеси в
твердой фазе, двухфазной области и расплаве. Уменьшение безразмерной темпера-
туры охлаждаемой границы приводит к увеличению скорости кристаллизации и по-
вышению доли жидкой фазы. Определены скорость кристаллизации, константы па-
раболического роста и доля жидкой фазы на границе твердая фаза–двухфазная зона
в зависимости от скейлингового параметра, а также теплофизических констант за-
твердевающего расплава. Найдены положения границ фазового перехода между
твердой фазой и двухфазной областью, а также двухфазной областью и бинарным
расплавом. Проанализированы зависимости для скорости затвердевания (обратно
пропорциональные квадратному корню из времени). При этом показано, что скей-
линговый параметр существенно влияет на скорость процесса затвердевания и на
долю жидкой фазы в области фазового превращения. Развитая модель и метод ее ре-
шения могут быть обобщены на случай направленного затвердевания многокомпо-
нентных расплавов при наличии нескольких областей фазового превращения (на-
пример, основной и котектической двухфазных зон при кристаллизации трехкомпо-
нентных расплавов).
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ВВЕДЕНИЕ

Большое число процессов кристаллизации описывается с помощью классической
термодиффузионной модели Стефана с плоской границей раздела фаз между чисто
твердым материалом и жидким расплавом [1–5]. Математическая модель процесса
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включает в себя уравнения теплопроводности и диффузии растворенной примеси, за-
писываемые в твердой и жидкой фазах, начальные условия, а также граничные усло-
вия баланса тепла и массы, непрерывности температуры и скачка концентрации на
фронте затвердевания. Однако, при росте твердой фазы происходит вытеснение рас-
творенной примеси в окружающий расплав. При этом интенсивность процесса вытес-
нения примеси зависит от химического состава растворенных примесей (от расплава,
претерпевающего фазовое превращение), а также от скорости кристаллизации в слу-
чае высокоскоростного затвердевания [6–9]. С течением времени градиент концен-
трации примеси (умноженный на коэффициент наклона линии ликвидус) на фронте
кристаллизации может превысить температурный градиент, что приведет к возникно-
вению концентрационного переохлаждения [3, 10–13]. Появление переохлажденного
слоя расплава перед фронтом затвердевания создает благоприятные условия для раз-
вития морфологической неустойчивости, роста выступов твердой фазы вглубь распла-
ва, зарождения и роста элементов твердой фазы [15–23]. Другими словами, перед
фронтом кристаллизации образуется область двухфазного состояния вещества – двух-
фазная зона [24–29]. Процессы роста твердой фазы в такой зоне определяют динами-
ческие характеристики процесса кристаллизации и свойства затвердевающего мате-
риала. В литературе известно большое количество различных реализаций процесса
роста твердого вещества в переохлажденной двухфазной области, которые описыва-
ются различными математическими моделями (см., например, [30–39]). В настоящей
работе рассматривается теория направленной кристаллизации, когда плотность жид-
кой фазы в двухфазной области описывается с помощью пространственно-временнóй
скейлинговой зависимости [40].

УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОМАССОПЕРЕНОСА

Рассмотрим процесс направленного затвердевания бинарного расплава вдоль про-
странственной оси x (рис. 1). Область протекания процесса разделена на три региона:
твердую фазу, двухфазную зону и расплав. Обозначим через  и  координаты
границ областей твердая фаза–двухфазная зона и двухфазная зона–расплав, соответ-
ственно. Эти границы двигаются вдоль оси  вследствие заданного температурного
режима, обеспечивающего процесс затвердевания. Диффузия примеси в двухфазной
зоне ( ) описывается уравнением
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где  и  – общее поперечное сечение образца и поперечное сечение, занятое жидкой
фазой;  – концентрация примеси, определенная по жидкой фазе;  – объемная доля
жидкой фазы в двухфазной области;  – время. Диффузионный поток  определяется
классическим законом Фика: , где  – коэффициент диффузии примеси.
Связь между  и  будем описывать с помощью простейшего закона: . Под-
ставляя эту зависимость в уравнение (1), применяя теорему о среднем для преобразо-

вания интегрального слагаемого, умножая уравнение на  и переходя к пределу
, получим:

(2)

( )Σ τ ( )L τ

x

( ) ( )Σ x Lτ < < τ

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
Δ

, , Δ , Δ , , , , 
x x

m l l
x

S c d S x x j x x S x j x
+

∂ ξ τ ρ ξ τ ξ = − + τ + τ − τ τ
∂τ 

S lS

mc ρ
τ j

�

l mj D c= − ∇
�

lD
S lS lS S= ρ

1Δx−

Δ 0x →

( ) ( ) ( ),   .m
m l

cc D x L
x x

∂∂ ∂  ρ = ρ Σ τ < < τ ∂τ ∂ ∂ 



471К ТЕОРИИ НАПРАВЛЕННОГО ЗАТВЕРДЕВАНИЯ

Рис. 1. Схема процесса направленного затвердевания с двухфазной зоной.
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Уравнение диффузии в расплаве запишем в традиционном виде

(3)

где  – концентрация примеси в жидкой фазе. Диффузией примеси в твердой фазе бу-
дем пренебрегать.

Уравнение теплопроводности в двухфазной зоне выводится аналогично уравнению (2)
и имеет вид

(4)

где  – температура в двухфазной области, ,  и  – теплоем-
кости в жидкой и твердой фазах,  и  – плотности жидкой и твердой фаз,  и  ко-
эффициенты теплопроводности в этих фазах.

Уравнения теплопроводности в затвердевшем материале ( ) и расплаве
( ) запишем в виде
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пературопроводности в этих фазах.
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На поверхности между твердой фазой и двухфазной зоной, имеем граничные усло-
вия непрерывности температуры, баланса тепла и массы

(8)

(9)

где  – коэффициент распределения примеси,  – скрытая теплота затвердевания,
 – температура фазового перехода чистого (без примеси) расплава,  – наклон ли-

нии ликвидус.
На границе между двухфазной областью и расплавом выполняются условия непре-

рывности температуры и концентрации примеси, а также их потоков:

(10)

Температура ( ) и концентрация примеси ( ) вдали от границы  в жидкой
фазе считаются заданными, т.е.
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Представим объемную долю жидкой фазы в двухфазной области с помощью следу-
ющей масштабно-временнóй скейлинговой зависимости [40, 41]
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где  – скейлинговый параметр,  – параметр, аппроксимирующий функцию 
Отметим, что функция  может быть определена с помощью модели неравновес-
ной двухфазной зоны [42–44]. Однако такой подход потребует решения очень слож-
ной интегро-дифференциальной модели с движущимися границами.

АВТОМОДЕЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ

Решение модели (2)–(12) будем искать с использованием следующих автомодель-
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Рис. 2. Зависимости константы параболического роста  и доли жидкой фазы  на границе твердая фаза–

двухфазная зона (при  или ) от скейлингового параметра  для сплава Al–Cu (4 мас. % Cu):
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Здесь введены следующие обозначения:  ,

Произвольные постоянные  ( ) и параметр  определяются следующими
граничными условиями:

(19)
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Таким образом, распределения концентрации примеси и температуры в двухфаз-

ной системе определяются решениями (14)–(18), а девять произвольных постоянных
и параметр  (который характеризует скорость движения границы между твердой фа-
зой и двухфазной зоной), определяются десятью граничными условиями (19)–(22).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученное аналитическое решение показано на рис. 2–4 для сплавов Al–Cu и Fe–Ni.
Рисунки 2a–4a демонстрируют, что скорость движения межфазной границы (скорость
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Рис. 3. Зависимости константы параболического роста  и доли жидкой фазы  на границе твердая фаза–

двухфазная зона (при  или ) от скейлингового параметра  для сплава Fe–Ni (0.38 мас. % Ni):
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Рис. 4. Зависимости константы параболического роста  и доли жидкой фазы  на границе твердая фаза–

двухфазная зона (при  или ) от скейлингового параметра  для сплава Al–Cu (0.4 мас. % Cu):
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затвердевания ) увеличивается с ростом скейлингового параметра .
Рисунки 2б–4б иллюстрируют, что с ростом скейлингового коэффициента уменьша-
ется объемная доля жидкой фазы на границе  фазового перехода. Это означает,
что с ростом  уменьшается свободное пространство между растущими структурами
твердого материала. Уменьшение безразмерной температуры  охлаждаемой грани-
цы приводит к увеличению скорости кристаллизации (рис. 2a, 3a) и повышает долю
жидкой фазы  (рис. 2б, 3б). На рис. 4 показано влияние изменения параметра 
(определяющего плотность затвердевшего вещества в области фазового превращения)
на скорость затвердевания и граничную долю жидкости. С увеличением этого пара-
метра скорость  увеличивается, а доля жидкой фазы  уменьшается при фикси-
рованном значении скейлингового параметра .

Σ (2 )ld d Dτ = β τ D
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Развиваемая в настоящей работе скейлинговая теория двухфазной зоны, описыва-
ющая кристаллизацию двухкомпонентных расплавов, может быть обобщена на за-
твердевание трехкомпонентных систем с основной и котектической двухфазными ре-
гионами на основе экспериментальных данных и теории предшествующих исследова-
ний [45–50].
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ON THE THEORY OF DIRECTIONAL SOLIDIFICATION
WITH A PHASE TRANSFORMATION DOMAIN
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In this paper, a model of the directional solidification process of binary melts with a two-
phase zone is developed in which the fraction of the liquid phase is described by the spatio-
temporal scaling dependence. Self-similar variables with the growth laws of interphase
boundaries, which are inversely proportional to the square root of time, are used. The math-
ematical model of the process is reformulated using the self-similar variables. Exact self-
similar solutions to the heat and mass transfer equations are determined in the presence of
two moving boundaries of the phase transition: solid phase–two-phase zone and two-phase
zone–liquid phase. The distributions of temperature and impurity concentration in the solid
phase, two-phase region, and melt are found in the form of integral expressions. A decrease
in the dimensionless temperature of the cooled boundary leads to an increase in the crystal-
lization rate and an increase in the liquid phase fraction. The crystallization rate, parabolic
growth constants, and the liquid phase fraction at the solid-phase–two-phase zone are de-
termined depending on the scaling parameter and the thermophysical constants of the solid-
ified melt. The positions of the phase transition boundaries between the solid phase and the
two-phase region, as well as the two-phase region and the binary melt, are found. The de-
pendences for the solidification rate (inversely proportional to the square root of time) are
analyzed. It was shown that the scaling parameter significantly affects the rate of the solidifi-
cation process and the liquid phase fraction in the phase transformation region. The devel-
oped model and the method of its solution can be generalized to the case of directional so-
lidification of multicomponent melts in the presence of several regions of phase transforma-
tion (for example, the main and cotectic two-phase zones during crystallization of three-
component melts).

Keywords: phase transitions, crystallization, two-phase zone
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