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Замена проективного преобразования существенно более простым аффинным преобразованием
встречается во многих областях технического зрения. В то же время понятие точности аффинной
аппроксимации проективного преобразования в литературе не формализуется. Это в свою очередь
приводит к отсутствию постановок задач и теоретически обоснованных методов аффинной аппрок-
симации проективного преобразования. Настоящая работа направлена на заполнение этого пробе-
ла. Авторами предложено в качестве критериев точности аффинной аппроксимации проективного
преобразования изображения использовать среднеквадратичную и максимальную поточечную не-
вязку в координатах преобразованного изображения. На основе этих критериев сформулированы
задачи поиска оптимальных аффинных аппроксимаций. Доказана выпуклость полученных задач
оптимизации. Предложен метод использования оптимальных аффинных аппроксимаций для эко-
номии вычислительных ресурсов при преобразовании изображений.
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ВВЕДЕНИЕ
Проективное исправление

Рассмотрим произвольную оптическую систе-
му. Оптическая система обладает дисторсией, ес-
ли коэффициент линейного увеличения изменя-
ется по полю зрения ее объектива. Оптическая
система, свободная от дисторсии, называется ор-
тоскопической оптической системой (ООС). Лю-
бую оптическую систему можно с произвольной
точностью свести к ООС посредством процедуры
калибровки, поэтому далее будем рассматривать
только ООС. Они обладают тем важнейшим
свойством, что образы прямых линий сцены, ко-
торые они порождают, тоже являются прямыми
линиями или точками.

Под коррекцией перспективы порожденного
ООС изображения будем понимать такое геомет-
рическое преобразование этого изображения, ко-
торое устраняет на нем перспективное схождение
прямых линий, параллельных в сцене. Будем рас-
сматривать частный случай, когда сцену можно
считать плоской. Тогда коррекция перспективы
существует и является проективным преобразо-
ванием. Поэтому коррекцию перспективы для
случая плоской сцены будем называть проектив-
ным исправлением.

Большое количество прикладных и теоретиче-
ских исследований на тему проективного исправ-
ления подтверждает ее актуальность. Например, в
работах (Orrite, Herrero, 2004; Zhukovsky et al.,
2015) предлагаются алгоритмы для проективного
сопоставления контуров и отрезков соответ-
ственно. В работе (Povoltskiy et al., 2017) описыва-
ется сегментация проективно исправленных но-
мерных знаков автомобилей, а в (Чернов и др.,
2016) – паспортов. В статьях (Шемякина и др.,
2017; Шемякина, 2017) анализируются подходы к
решению задачи проективного наведения на при-
мере страховых свидетельств. В работах (Болото-
ва и др., 2017; Skoryukina et al., 2018) рассматрива-
ются алгоритмы проективного наведения на
документы. В статье (Skoryukina et al., 2017) опи-
сывается система “Snapscreen”, которая детекти-
рует и проективно исправляет фотографию экра-
на телевизора с дальнейшим распознаванием те-
левизионной передачи. В статьях (Karpenko et al.,
2015; Холопов, 2017) задача проективного исправ-
ления возникает при картировании местности по
снимкам с бортовой камеры БПЛА. Теоретиче-
ские исследования проективных инвариантов
представлены, например, в работах (Николаев, 2016;
Савчик, Николаев, 2016; Балицкий и др., 2017).

УДК 004.021

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ФОРМИРОВАНИЯ ОБРАЗОВ



8

СЕНСОРНЫЕ СИСТЕМЫ  том 33  № 1  2019

КОНОВАЛЕНКО и др.

Аффинная аппроксимация проективного 
преобразования

Мы будем исследовать замену проективного
преобразования существенно более простым аф-
финным преобразованием. Соображение, что на
практике аффинное преобразование с хорошей
точностью локально приближает проективное
преобразование, было высказано в статье (Gruen,
1985). Это свойство было использовано в работе
(Tu-ichi et al., 1981) для упрощения дальнейших
математических построений. Аффинное прибли-
жение повсеместно используется в рендеринге
изображений (Heckbert, 1989; Lorenz, Dollner,
2009) и в завершении изображений (Darko, 2006).
В работе (Huang et al., 2015) проективное преобра-
зование заменяется на более простое аффинное с
целью борьбы с переобучением. Близкая идея ис-
пользуется в “слабой перспективной модели”
(Alter, 1992, Kutulakos,Vallino, 1996; Aradhye, My-
ers, 2010), где аппроксимация носит частичный
характер. Строить аффинно инвариантные мето-
ды (вместо существенно более сложных проек-
тивно инвариантных) принято в популярной тех-
нологии особых точек (Mikolajczyk, Schmid, 2002;
Mikolajczyk, Schmid, 2004; Morel, Yu, 2009), как и
в родственной задаче поиска значимых регионов
(Kadir et al., 2004), хотя оба подхода практически
обеспечивают инвариантность к ракурсу съемки.
Деление на аффинные и проективные методы
имеется и в области стереореконструкции
(Faugeras, 1992).

Существует критика аффинной аппроксима-
ции, как ведущей к практической потере точно-
сти (Zwicker, 2004). Однако само понятие точно-
сти аффинной аппроксимации проективного
преобразования в литературе не формализуется.
Это в свою очередь делает невозможным поиск
оптимальной аффинной аппроксимации проек-
тивного преобразования. Основное содержание
данной работы состоит в введении понятия точ-
ности аффинной аппроксимации проективного
преобразования и обоснования вычислительной
возможности нахождения оптимальной по точ-
ности аффинной аппроксимации.

Критерии точности проективного исправления

Пусть дано два проективных преобразования
H и . Первое – имеет смысл идеального исправ-
ления входного изображения, которым обычно
является фотография. На практике H неизвестно,
но при тестировании может задаваться эксперт-
но. Второе – некоторое практическое приближе-
ние или оценка первого, как правило, получаемое
автоматически. В результате применения H к
входному изображению получается некоторое
изображение, называемое идеально исправлен-

Ĥ

ным, а в результате применения  – практически
исправленным.

Кроме того, пусть дана область интереса R –
множество тех и только тех точек идеально ис-
правленного изображения, в которых нам важно,
чтобы  хорошо приближало H. Обычно R соот-
ветствует документу, автомобильному номеру,
зданию и прочим интересующим нас объектам
сцены, либо же задает идеально исправленное
изображение целиком. Множество R известно,
постоянно для конкретной задачи и не зависит от
H и . Например, при проективном исправлении
фотографии водительских прав мы заранее зада-
ем, какая область изображения при идеальном
его исправлении должна оказаться занятой обра-
зом прав.

Также введем зависимое множество

, содержащее образы тех же точек
сцены, что и R, но на практически исправленном
изображении. Тогда встает задача формализации
точности приближения преобразованием  пре-
образования H. Наиболее часто в литературе
встречаются следующие способы такой формали-
зации:

• Коэффициент Жаккара (Jaccard, 1901), рав-
няющийся площади пересечения множеств Q и R,
отнесенной к площади их объединения:

(1)

Этот коэффициент является целевым, например,
на конкурсе по анализу и распознаванию доку-
ментов “ICDAR” (Zhukovsky et al., 2015).

• Метрика Хаусдорфа (Huttenlocher, 1993) и ее
многочисленные модификации (Ефимов, Нови-
ков, 2016; Dubuisson, Jain, 1994; Коноваленко,
Шемякина, 2018; Fresche, 1906). Она равняется
наибольшему расстоянию от точек одного мно-
жества до соответствующих им ближайших точек
второго множества:

(2)

Например, в работе (Dong-Gyu, 1999) метрика
Хаусдорфа используется для проективного сопо-
ставления объектов, в (Orrite, Herrero, 2004) – для
проективного выравнивания частично заслонен-
ных контуров, а в статье (Jesorsky, Kirchberg, 2001) –
для робастной детекции лиц.

Рассмотрим две важные модификации метри-
ки Хаусдорфа:

– Критерий максимальной невязки (Конова-
ленко, Шемякина, 2018), который отличается от

Ĥ

Ĥ

Ĥ
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метрики Хаусдорфа тем, что в нем вместо бли-
жайшей точки для данной точки выбирается фак-
тически соответствующая ей точка:

Заметим, что аргументы под первым максимумом
равны, поэтому

(3)

Этот критерий использовался в качестве точно-
сти нормализации фотографии документа перед
распознаванием его текстового содержания (Ко-
новаленко, Шемякина, 2018).

– Расстояние Фреше (Frechet, 1906) и его разно-
видности. Оно определяется следующим образом:

(4)

где  и  – непрерывные биекции множества
 в границы множеств Q и R соответственно, а

 – непрерывные монотонные сюръекции
множества [0, 1) в себя (репараметризация). Рас-
стояние Фреше применялось, например, для из-
мерения степени близости двух контуров после
проективного выравнивания в задаче проектив-
но-инвариантного распознавания плоских за-
мкнутых контуров (Притула и др., 2014), для
оценки качества сегментации изображений (Бе-
резский, Березская, 2015), для оценки качества
сопоставления карт (Wei et al., 2013).

• Наиболее часто точность проективной нор-
мализации рассчитывается как среднеквадратич-
ная невязка координат:

(5)

Это можно видеть в работе (Hsu, Sawhney, 1998) в
задаче автоматического исправления дисторсии,
вызванной кривизной линзы и движением каме-
ры, в статье (Chen, 2002), где решалась задача
проективного выравнивания изображения, со-
зданного при помощи матрицы проекторов, и во
многих других работах, например (Baltzopoulos,
1995; Stein, 1997; Mallon, 2005).

Разделим эти критерии на две группы:
 и . Первая группа срав-

нивает множества Q и R, не учитывая попарные
соответствия их элементов. Это приводит к тому,
что существуют такие , для которых крите-
рии возвращают значения, соответствующие мак-
симальной точности: , .
Критерии второй группы учитывают попарные
соответствия элементов Q и R и в случае  не

{ }
∞

− −

∈ ∈
= − −

def

1 1

2 2
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L R

q q r r

−
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∈
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t

F Q R Q t R t

δQ δR
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−−∫
2def 1

2 2
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S R

Jaccard Hausdorff{ , , }K d F ∞2{ , }L L

≠Ĥ H

Hausdorff = = 0d F Jaccard = 1K

≠Ĥ H

могут вернуть значения, соответствующие макси-
мальной точности: . В данной работе
мы будем рассматривать только критерии второй
группы.

КРИТЕРИИ ТОЧНОСТИ АФФИННОЙ 
АППРОКСИМАЦИИ ПРОЕКТИВНОГО 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
Теперь будем считать, что преобразование H

известно на практике, и вместо проективной
оценки  проективного преобразования H будем
рассматривать его аппроксимацию – аффинное
преобразование A. Таким образом, мы адаптиру-
ем критерии точности проективного исправле-
ния для описания точности аффинной аппрокси-
мации проективного преобразования:

(6)

(7)

Зададим преобразование A матрицей

 следующим образом:

(8)

Тогда:

(9)

(10)

ОПТИМАЛЬНЫЕ АФФИННЫЕ 
АППРОКСИМАЦИИ ПРОЕКТИВНОГО 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Задача поиска оптимальной в смысле  аф-
финной аппроксимации проективного преобра-
зования  относительно области интереса R фор-
мулируется следующим образом:

∞2 = = 0L L

Ĥ

−−∫
21

2 2

1(A,H; ) = AH ( ) ,
( ) R

L R r r dr
S R

−
∞

∈
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(11)

а в смысле  – следующим:

(12)

Докажем выпуклость задач (11) и (12).
Теорема 1. Задача (11) – выпуклая.
Доказательство. Задача называется выпуклой,

если выпуклы допустимое множество и целевая

−⎡ ⎤
− ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

21

2
2

H ( )* = arg min ,
1L A

R

r
A r A dr

∞L

∞∞

def
* = arg min ( ,H; ),L A

A L A R

−

∞ ∈

⎡ ⎤
− ⎢ ⎥

⎣ ⎦

1

2

H ( )* = arg min max .
1L A r R

r
A r A

функция. Допустимое множество в нашем случае
есть , а значит, выпукло. Таким образом,
осталось доказать выпуклость целевой функции
по A. Выпишем ее

При каждом значении r подынтегральная функ-

ция  выпукла по A, а значит, вы-

пуклый по A и интеграл (бесконечная сумма) та-
ких функций, что и требовалось доказать.

×
R

2 3

−⎡ ⎤
− ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

21

2

H ( ) .
1R

r
r A dr

−⎡ ⎤
− ⎢ ⎥

⎣ ⎦

21

2

H ( )
1

r
r A

Рис. 1. а – исходное изображение; б – исходное изображение, исправленное проективным преобразованием H; в – ис-
ходное изображение, исправленное оптимальной аффинной аппроксимацией  преобразования H; г – Область ин-

тереса R, векторное поле смещений   и его  норма – невязка (показана цветом), положение

максимальной невязки выделено красной точкой.
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Теорема 2. Задача (12) – выпуклая.
Доказательство. Отличие от предыдущего до-

казательства состоит в том, что тут требуется до-
казать выпуклость другой целевой функции:

При каждом значении r функция 

выпукла по A, а значит, выпуклый по A и поточеч-
ный максимум таких функций, что и требовалось
доказать.

Таким образом, обе задачи могут быть решены
эффективно. Пример оптимальной аффинной
аппроксимации проективного преобразования
представлен на рис. 1.

ПРИМЕНЕНИЕ АФФИННОЙ 
АППРОКСИМАЦИИ ПРОЕКТИВНОГО 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ДЛЯ УЛУЧШЕНИЯ 

БЫСТРОДЕЙСТВИЯ
С одной стороны, известно, что применение к

растровому изображению аффинного преобразо-
вания занимает значительно меньше времени,
чем применение проективного, и часто выполня-
ется качественнее. С другой стороны, заменяя
проективное преобразование на его быструю аф-
финную аппроксимацию, мы можем сильно по-
терять в геометрической точности. Поэтому мы
предлагаем следующий подход, параметром кото-
рого является пороговая допустимая потеря точ-
ности T в смысле :

• По известным H и R вычисляем .

• Если , то применяем к изоб-
ражению преобразование , иначе – .

Таким образом, мы экономим вычислитель-
ные ресурсы только в тех случаях, когда проек-
тивное преобразование приближается аффин-
ным преобразованием с высокой точностью.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Показано, что для критериев точности, пред-

ложенных авторами в настоящей работе, задача
оптимальной в смысле этих критериев аффинной
аппроксимации является выпуклой, что делает
возможным эффективный поиск глобального оп-
тимума. Это позволяет исследовать точность воз-
можной аппроксимации проективного преобра-
зования аффинным и, если она достаточна, ис-
пользовать вычислительно более эффективное
аффинное преобразование изображения.
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Optimal affine approximation of image projective transformation
I. A. Konovalenkoa,b,#, V. V. Коkhаna, and D. P. Nikolaeva,b

a Institute for Information Transmission Problems of Russian Academy of Sciences (Kharkevich Institute) – IITP RAS 
127051 Moscow, Bolshoy Karetny lane 19, build.1, Russia

b Smart Engines Ltd., 117312 Moscow, 60-letiya Oktyabrya avenue, 9, Russia
# E-mail: konovalenko@iitp.ru

Replacing the projective transformation with a substantially simpler affine transformation occurs in many ar-
eas of technical vision. At the same time, the concept of accuracy of an affine approximation of a projective
transformation is not formalized in the literature. This, in turn, leads to the absence of problem statements
and theoretically sound methods for affine approximation of the projective transformation. This work aims
to eliminate this gap. The authors proposed to use the root mean square (RMS) and the maximum pointwise
discrepancy in the transformed image coordinates system as criteria for the accuracy of the affine approxima-
tion of projective transformation. Based on these criteria, the problem of finding the optimal affine approxi-
mations is formulated. The convexity of the obtained optimization problems is proved. A method for image
transformation, using optimal affine approximations to save computational resources, is proposed.

Key words: homography, homography estimation accuracy, transformation affine approximation, lineariza-
tion, convex analysis
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