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В работе предложен алгоритм определения угла осевого вращения объекта по паре его томографи-
ческих проекций, основанный на методе RANSAC. Получено аналитическое выражение для вычис-
ления угла поворота по одному корректному сопоставлению особых точек. Алгоритм состоит из
следующей последовательности этапов: выделение и сопоставление особых точек, вычисление угла
поворота для каждого сопоставления, фильтрация ложных сопоставлений алгоритмом RANSAC,
наконец, вычисление искомого угла методом минимизации невязки Сэмпсона по оставшимся со-
поставлениям. Приведены экспериментальные результаты сравнения с методами, основанными на
анализе распределения ответов. Было показано, что предложенный алгоритм обладает большей
точностью. Дополнительные эксперименты продемонстрировали, что задача определения угла осе-
вого вращения плохо обусловлена для точек объекта, лежащих вблизи оси вращения и оптического
центра камеры.
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ВВЕДЕНИЕ
Компьютерная томография – метод послой-

ного представления внутренней структуры объ-
екта, основанный на анализе ослабления рентге-
новского излучения при прохождении через ве-
щество. Данная технология применяется в
различных областях: медицине (Kesminiene,
Cardis, 2018), при неразрушающем контроле на
производстве, для прецизионного измерения раз-
меров объектов (Buratti et al., 2018), сельском хо-
зяйстве (Mairhofer et al., 2017). При томографии
взаимные траектории образца, детектора и источ-
ника зондирующего излучения обычно считают-
ся известными, поскольку задаются целенаправ-
ленным перемещением компонентов прибора.
Многие наиболее вычислительно эффективные
алгоритмы томографической реконструкции, та-
кие как алгоритм FDK (Feldkamp et al., 1984) и ал-
горитм, предложенный А. Катсевич (Katsevich,
2004), полагаются на геометрическую точность
прибора и достоверно известную траекторию
движения всех его составных частей. Однако по
различным причинам (механические люфты, не-

точность датчиков угла поворота, термические
деформации) реализованная траектория отлича-
ется от заданной, что негативно влияет на каче-
ство восстановленного томографического изоб-
ражения. Таким образом, геометрические неточ-
ности, такие как ошибка измерения угла
вращения объекта, детектора или источника, на-
клон образца относительно оси вращения, дви-
жение образца во время сканирования являются
источником ошибок реконструкции (Ferrucci et
al., 2015). В связи с этим существенное количе-
ство усилий регулярно затрачивается на калиб-
ровку систем компьютерной томографии. Гео-
метрическая калибровка, как правило, является
трудозатратным и дорогим процессом, требую-
щим вовлечения специалистов, имеющих соот-
ветствующую квалификацию. Более того, юсти-
ровка прибора не позволяет полностью устранить
влияние ошибок на результат реконструкции, а
качество калибровки падает со временем. В то же
время геометрические ошибки, присущие даже
откалиброванной системе, все еще могут оказы-
вать негативное влияние на качество реконструк-
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ции. Таким образом, разработка методов коррек-
ции возникающих ошибок имеет высокую прак-
тическую значимость для повышения точности
томографических измерений.

Задача определения параметров относитель-
ного перемещения подвижной камеры является
актуальной и хорошо проработанной в робото-
технике и компьютерном зрении. Данная работа –
попытка применить существующие методы визу-
альной одометрии для уточнения параметров
томографирования объекта с более сложной мо-
делью формирования изображения. В работе
предложен метод оценки величины осевого вра-
щения объекта при условии неподвижности ка-
меры (здесь и далее под терминами камера и де-
тектор подразумевается цифровая рентгенов-
ская камера). Оптическая ось камеры при этом
перпендикулярна оси вращения объекта. Такое
вращение объекта эквивалентно случаю движе-
ния камеры вокруг неподвижного объекта и хоро-
шо описывается аппаратом эпиполярной геомет-
рии. Далее для простоты будем рассматривать
именно этот случай. Предположение, выдвигае-
мое в данной работе, заключается в том, что опре-
деление величины осевого вращения позволит
скорректировать геометрические ошибки, обу-
словленные неточностью датчиков угла поворота
детектора или объекта. Для определения относи-
тельного перемещения камеры осуществляется
детектирование и сопоставление особых точек на
паре томографических проекций (рентгеногра-
фических изображений). Далее на основе каждо-
го сопоставления производится оценка угла по-
ворота, путем вычисления параметров эпиполяр-
ного соответствия. Для фильтрации ложных
сопоставлений применяется реализация метода
Random Sample Consensus (RANSAC). Итоговая
оценка угла вычисляется методом минимизации
ошибки перепроекции по оставшимся после
фильтрации сопоставлениям.

В целом задача геометрической коррекции в
томографии широко исследована. В литературе
предложено множество моделей влияния геомет-
рических ошибок различного рода на качество
реконструкции (Ferrucci et al., 2016; Kumar et al.,
2011; Wenig, Kasperl, 2006). Существуют два ос-
новных способа устранения влияния этих оши-
бок (геометрической калибровки): калибровка,
основанная на референсном объекте – объекте с
известной геометрией, позволяющем оценить и
скорректировать влияние геометрических оши-
бок методами проективной геометрии (Dewulf
et al., 2013; Hermanek et al., 2017; Weiß et al., 2012);
калибровка, основанная на референсных измери-
тельных приборах, позволяющих напрямую из-
мерить координатные неточности в томографи-
ческой схеме (Welkenhuyzen et al., 2014; Bircher
et al., 2018). Предложенные методы геометриче-
ской калибровки позволяют частично нивелиро-

вать координатные ошибки. Методы геометриче-
ской калибровки, как правило, разрабатываются
для устранения определенного вида ошибок –
ошибки масштабирования (Weiß et al., 2012) и
ошибки измерения вращательного движения (De-
frise et al., 2008). Процедуры калибровки, исполь-
зующие данные методы, не позволяют учесть
факторы, возникающие из-за отличия условий
калибровочных экспериментов от эксперимен-
тов с реальными объектами. К таким факторам
относятся термические деформации, возникаю-
щие вследствие значительно большей длительно-
сти реального томографического эксперимента
по сравнению с калибровочным, а также ошибки,
вызванные изменением геометрии исследуемого
образца или его перемещением под собственным
весом во время измерений.

Альтернативным подходом к уточнению ре-
зультата томографической реконструкции явля-
ется так называемая онлайн-калибровка. В лите-
ратуре предложены методы такой калибровки,
позволяющие оценить и скорректировать геомет-
рические ошибки после или непосредственно в
процессе томографического эксперимента (Xu
et al., 2017; Zhang et al., 2014; Muders, Hesser, 2014;
Chung et al., 2018). По опубликованным работам
можно видеть, что постепенно идет переход от
методов с априорно известным положением и
формой калибровочного объекта (Zhang et al.,
2014) к методам с одновременной реконструкци-
ей и оценкой параметров движения (Yang et al.,
2017).

Важным этапом методов томографической ре-
конструкции с одновременным уточнением пара-
метров движения является оценка относительно-
го движения камеры по томографическим проек-
циям. В общем случае движение камеры в
пространстве описывается шестью параметрами
(три параметра – координаты и три – углы пово-
рота). Однако движение детектора в томографи-
ческой установке может быть приближено дви-
жением по окружности. Такое приближение при
условии фиксированного радиуса сокращает ко-
личество параметров до единственного – угла по-
ворота. Движение по окружности – широко осве-
щенный в литературе частный случай движения
камеры. Его особенности находят применение в
таких областях, как калибровка параметров каме-
ры (Hernández et al., 2007), а также восстановле-
ние 3D структуры объектов по набору их изобра-
жений (structure from motion) ( Mendonça et al.,
2000; Wong, Cipolla, 2001; Vianello et al., 2018).

Для поиска соответствий между парами изоб-
ражений будем применять аппарат особых точек –
вычислительные алгоритмы, позволяющие де-
тектировать, описывать и сопоставлять области
изображений, инвариантные к различным преоб-
разованиям. При поиске соответствий между
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особыми точками двух изображений неизбежно
возникают ложные сопоставления. В контексте
рассматриваемой задачи это приводит к неверной
оценке угла поворота объекта. Дополнительным
осложнением в контексте рентгенографических
изображений является прозрачность объекта: по
одному изображению трудно определить, где
именно локализована точка объекта (на передней
стороне, на задней или внутри), а при анализе
изображений, полученных с нескольких ракур-
сов, диаметрально противоположные относи-
тельно оси вращения точки движутся в противо-
положные стороны. Таким образом, для стабиль-
ной оценки угла осевого вращения объекта
необходимы методы фильтрации ложных сопо-
ставлений.

Метод консенсус случайных выборок (Random
Sample Consensus, RANSAC) является распро-
страненным подходом к робастной оценке пара-
метров модели по данным, содержащим выбросы
(Овчинкин, Ершов, 2018; Kunina et al., 2019; Tro-
pin et al., 2019). Известен ряд работ, в которых для
оценки перемещения камеры применяется алго-
ритм RANSAC, строящий гипотезу по единично-
му сопоставлению точек пары изображений.
В серии работ (Scaramuzza, 2009; 2011a; 2011b),
Д. Скарамуцца и соавторы решают задачу визу-
альной одометрии на последовательности изоб-
ражений, сделанных камерой, установленной на
автомобиле. Авторами было показано, что одно-
точечная параметризация ведет к наибыстрейше-
му RANSAC-алгоритму, а также продемонстри-
ровано, что в задаче оценки относительного пере-
мещения автомобиля одноточечная реализация
способна обеспечить точность, сопоставимую, а
иногда и превосходящую стандартный пятито-
чечный алгоритм (Nistér, 2004). Схожая задача об
оценке относительного перемещения автомоби-
ля решалась и другим коллективом авторов. В ра-
боте (Van Cuong et al., 2013) Н.В. Куонг и соавто-
ры подтвердили выводы Д. Скарамуццы, а также
представили систему, использующую алгоритм
минимизации ошибки перепроекции (bundle ad-

justment) для уточнения оценки относительного
перемещения. В работах (Civera et al., 2009; 2010)
авторами предложен алгоритм, комбинирующий
RANSAC с расширенным фильтром Калмана
(Grewal, 2011). Применение фильтра Калмана
позволяет сократить параметризацию алгоритма
RANSAC до одного сопоставления за счет ис-
пользования априорной вероятностной инфор-
мации о направлении движения камеры.

МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ КАМЕРЫ

Рассмотрим камеру, движущуюся по окружно-
сти. При этом оптическая ось камеры лежит в го-
ризонтальной плоскости, а сам объект неподви-
жен (рис. 1). Ставится задача оценки угла поворо-
та камеры между двумя положениями по
изображениям, полученным в них. Утверждается,
что для решения данной задачи достаточно знать
координаты проекции на плоскость каждого
изображения одной точки пространства. Пусть

,  – однородные коорди-
наты некоторой точки для первого и второго по-
ложения камеры соответственно. Эти координа-
ты связывает так называемая существенная мат-
рица:

(1)

где R – матрица поворота вокруг оси y,

 – матричное

представление векторного произведения с векто-
ром переноса t, r – радиус окружности, по кото-
рой перемещается камера. Рассматриваемая си-
стема имеет одну степень свободы. Следователь-
но, можно параметризовать существенную
матрицу единственным параметром, в нашем
случае – углом поворота камеры:

(2)

Согласно работе (Hu et al., 2008) точки q,  связа-
ны соотношением . Раскрыв это выраже-
ние, получаем выражение для угла поворота камеры:
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По этому углу однозначно восстанавливается
матрица поворота и, если задан радиус окружно-
сти, вектор перемещения камеры.

ФИЛЬТРАЦИЯ ВЫБРОСОВ
Для поиска сопоставлений на паре изображе-

ний применяется алгоритм детекции и сопостав-
ления особых точек. При работе этого алгоритма
неизбежно возникают ложные сопоставления –
выбросы. В данной работе в качестве алгоритма
оценки угла осевого вращения, устойчивого к на-
личию в имеющихся данных выбросов, предлага-
ется использовать алгоритм RANSAC. Рассмот-
рим его подробнее.

На каждой итерации алгоритма выбирается
произвольная пара сопоставленных точек. По
ней вычисляется параметр модели – угол поворо-
та по формуле (3). Далее для оставшихся пар то-
чек рассчитывается величина невязки Сэмпсона
(Sampson distance) (Hu et al., 2008):

(4)

где E – существенная матрица. Пара точек счита-
ется удовлетворяющей модели, если величина
ошибки не превосходит заданного порога. Если
доля таких точек превосходит заданное значение,
модель считается консистентной. Для такой мо-
дели при помощи метода наименьших квадратов
(МНК) (Golub et al., 1968) определяется угол, ми-
нимизирующий сумму квадратов невязок Сэмп-

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

=
+ + +

2

2 22 2

'
, ' ,

' '

T

T T
x y x y

q Eq
d q q

Eq Eq E q E q

сона для удовлетворяющих модели точек. Резуль-
татом работы алгоритма является угол, на кото-
ром была достигнута наименьшая суммарная
ошибка.

Необходимое число итераций алгоритма
RANSAC может быть рассчитано как

(5)

где p – вероятность за N итераций выбрать хотя
бы один набор данных без выбросов,  – доля вы-
бросов в данных, n – число сопоставлений, необ-
ходимых для построения тестируемой модели (в
нашем случае ).

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Для тестирования предложенного алгоритма

был проведен ряд экспериментов. В первую оче-
редь алгоритм оценки угла поворота тестировали
на синтетических данных. Такой эксперимент
позволил изучить влияние доли ложных сопо-
ставлений и пространственной точности детекто-
ра особых точек на качество оценки угла поворо-
та. При помощи экспериментов на реальной по-
следовательности томографических проекций
удалось дополнительно оценить влияние свойств
рентгеновских изображений на точность получа-
емых оценок. Последующие разделы подробно
описывают методологию проводимых экспери-
ментов и полученные результаты.

Для относительной оценки качества получае-
мых оценок угла осевого вращения предложен-
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Рис. 1. Круговое движение камеры.
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ный алгоритм сравнивали с двумя альтернатив-
ными. Первый алгоритм в качестве оценки рас-
считывал медиану вычисленных значений углов
на всех полученных парах точек. Второй алгоритм
основан на анализе гистограммы углов, вычис-
ленных для всех сопоставлений (далее будем на-
зывать данный алгоритм гистограммным). В этом
алгоритме диапазон допустимых углов разбивали
на заданное число интервалов. Для каждой пары
сопоставлений рассчитывали угол осевого вра-
щения по формуле (3). Для каждого интервала ги-
стограммы сохраняли число пар точек, задающих
угол из соответствующего интервала (рис. 2). Да-
лее выбирали интервал, в который попало наи-
большее число оценок угла осевого вращения. На
основе сопоставлений, попавших в этот интер-
вал, рассчитывали угол, минимизирующий сумму
квадратов отклонений оценок углов, который и
принимали в качестве ответа.

ЭКСПЕРИМЕНТЫ НА СИНТЕТИЧЕСКИХ 
ДАННЫХ

В эксперименте применяли следующую про-
цедуру генерации данных. Точки генерировали
случайным образом с равномерной плотностью
распределения в объеме цилиндра, размеры и
расстояние до которого задавали параметрически
(рис. 3). Полученное облако точек поворачивали
на заданный угол. Для обоих наборов точек (ис-
ходного и повернутого) производили переход от

трехмерных координат точек к однородным ко-
ординатам. К полученным однородным коорди-
натам, как исходных, так и повернутых точек, до-
бавляли нормальный шум с нулевым средним.
Таким образом, генерировался набор пар точек в
однородных координатах. К полученному набору
пар добавляли множество смоделированных лож-
ных сопоставлений, получаемое сопоставлением
случайно выбранных точек до и после поворота
облака точек.

Для углов поворота в диапазоне (–90°, 90°) ге-
нерировали пары сопоставленных точек, на кото-
рых затем тестировали алгоритмы оценки угла
поворота. Данный эксперимент был повторен

 раз для каждого значения угла поворота. По-
сле чего для каждого алгоритма усредняли модули
отклонения оценки от истинного угла поворота.
Параметры генерации точек и алгоритма
RANSAC приведены в табл. 1. Результаты экспе-
римента представлены на рис. 4, а.

Полученные результаты демонстрируют, что
предложенный алгоритм превосходит по каче-
ству гистограммный и медианный алгоритмы на
всем диапозоне исследуемых углов. Это обуслов-
лено устойчивостью RANSAC к ложным сопо-
ставлениям, неизбежно возникающим при поис-
ке соответствий особых точек.

Дополнительно было оценено влияние гео-
метрического шума детекции особых точек на
ошибку оценки угла вращения. В данном экспе-

300

Рис. 2. Гистограмма оценок углов, полученная по всем парам сопоставлений точек двух изображений при истинном
угле поворота объекта, составляющем –42°.
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рименте использовали те же параметры генера-
ции точек, что и указанные в табл. 1, за исключе-
нием числа корректных сопоставлений и выбросов,
которые были изменены на 100 и 0 соответственно.
Шум детекции особых точек моделировали нор-

мальным распределением с нулевым средним.
Среднеквадратическое отклонение изменялось в
диапазоне (10–6; 10–3). Для каждой модели шума
измерение проводили 1000 раз и затем получен-
ные значения отклонений усредняли. Зависи-
мость ошибки от среднеквадратического откло-
нения изображена на рис. 4, б.

Из полученной зависимости видно, что при
достаточно большом шуме ошибка оценок
RANSAC начинает превышать ошибки других ал-
горитмов. В первую очередь это связано с тем, что
во время проведения эксперимента величина по-
рога невязки Сэмпсона не изменялась, вслед-
ствие чего корректно сопоставленные точки вос-
принимались алгоритмом как выбросы.

ЭКСПЕРИМЕНТЫ 
НА ТОМОГРАФИЧЕСКИХ ПРОЕКЦИЯХ
Для тестирования алгоритмов оценки угла по-

ворота был также собран набор томографических
проекций, полученных на лабораторном рентге-
новском микротомографе, разработанном и
функционирующем во ФНИЦ “Кристаллогра-
фия и фотоника” РАН (Бузмаков, 2018; 2019).
Проекции вращающегося объекта формирова-
лись с шагом 0.5° в диапазоне 0–200° (рис. 5). Все
изображения получены при одинаковых услови-
ях:

• Экспозиция 5 с;
• Энергия излучения 17 кэВ, монохроматор –

пирографит, линия MoKa;
• Детектор Ximea xiRay11.
Для получения точечных сопоставлений на па-

ре изображений применяли алгоритм детекции и
дескрипции особых точек SURF (speeded up ro-
bust features) с заданным порогом гессиана – 100.
Для детального описания алгоритма и его пара-
метров можно обратиться к работе (Bay et al., 2006).

Наибольшая точность была достигнута при
следующих параметрах алгоритма RANSAC: же-
лаемая вероятность за N итераций из всех имею-
щихся пар точек выбрать пару, не являющуюся
выбросом – 0.999; доля корректных сопоставле-
ний – 0.05 (доля была искусственно занижена для
увеличения числа итераций алгоритма); порог не-
взяки Сэмпсона, при которой сопоставленные
точки еще считаются корректной парой – 1.73 × 10–4;
минимальная доля пар, удовлетворяющих по-
строенной модели, при которой построенная мо-
дель считается правдоподобной – 0.1. Всего было
протестировано 398 пар томографических проек-
ций. Истинное значение осевого вращения для
каждой пары составляло 1°. В табл. 2 представлены
результаты эксперимента, статистика считалась
только по парам томографических проекций, для
которых все три алгоритма смогли оценить угол
вращения.

Рис. 3. Схема генерации точек в эксперименте с син-
тетическими данными.
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Таблица 1. Параметры генерации данных и RANSAC в
эксперименте с синтетическими данными

Параметры Значение

Расстояние до оси цилиндра, D 200

Высота цилиндра, H 230

Радиус цилиндра, R 115

Координатный шум детекции
особых точек

нормальный

σ распределения 0.0001

Число выбросов 70

Число корректных сопоставлений 30

Вероятность выбрать модель без 
выбросов за N итераций

0.999

Необходимая доля сопоставлений, 
определенных алгоритмом как
корректные, для конститсентной 
гипотезы

0.25

Порог невязки Сэмпсона 0.01
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Рис. 4. a − Зависимость средней ошибки от угла поворота; б – Зависимость средней ошибки от величины шума.
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На 27 изображениях RANSAC не смог опреде-
лить угол. В четырех случаях гистограмма углов
не имела пика выше одной пары в интервале и ал-
горитм гистограмм не смог вычислить угол. Сред-
няя ошибка предложенного алгоритма меньше,
чем у двух других. Максимальная величина ошиб-
ки гистограммного алгоритма составляет 91°, у
RANSAC эта величина меньше 6°. Медианный
алгоритм показывает худшие значения по всем
характеристикам. Все три алгоритма показали
среднюю величину ошибки, сравнимую с истин-
ным углом поворота. Такая большая ошибка объ-

ясняется малым изменением координат точек
объекта при повороте в 1°. При повороте на такой
угол изменение координаты y (формула 3) соот-
ветствующих точек составляет приблизительно
1–3 пикселя, что сопоставимо с шумом детекто-
ра. Увеличение угла между сопоставляемыми
проекциями невозможно ввиду неспособности
алгоритма SURF сопоставить точки томографи-
ческих проекций на углах, превышающих 3°, для
исследуемого набора данных. Таким образом, на-
дежное сопоставление томографических проек-
ций при больших значениях угла поворота пред-
ставляется дальнейшим направлением работ.
Кроме того, на величину изменения координат
точки влияет ее удаленность от оптической оси и
оси вращения объекта. Для исследования обу-
словленности задачи был проведен ряд дополни-
тельных экспериментов.

АНАЛИЗ ГРАНИЦЫ ПРИМЕНИМОСТИ 
ОДНОТОЧЕЧНОГО АЛГОРИТМА RANSAC

Для проверки устойчивости предложенного
алгоритма к координатным ошибкам детекции
особых точек был проведен следующий экспери-
мент: на паре томографических проекций нахо-
дили сопоставления особых точек; cреди всех
пар, выбранных в качестве гипотезы в процессе
работы алгоритма RANSAC, выбирали наилуч-
шую пару, т.е. ту, на которой была получена мо-
дель с наименьшим значением суммы квадратов
ошибок; далее в наилучшей паре фиксировали
положение первой точки и меняли положение
второй; при этом заново вычисляли оценку угла
поворота. Истинное значение угла осевого вра-
щения составляло 1°. Отклонения вычисленных
значений углов поворота от истинного представ-
лены на рис. 6. Из результатов эксперимента сле-
дует, что ошибки определения положения точки

Таблица 2. Статистика отклонения оцененного угла от истинного значения. Истинный угол вращения составлял
1° для каждой пары изображений

Измеряемая характеристика, град. RANSAC Алгоритм гистограмм Медиана

Число пар изображений, для которых был 
определен угол поворота объекта

371 371 371

Средний модуль ошибки 1.02 1.35 2.77

Среднеквадратическое отклонение 0.99 4.85 9.76

Минимальная величина ошибки 0.0020 0.0021 0.0082

Q1 (25%) 0.38 0.19 0.46

Q2 (50%) 0.74 0.52 0.88

Q3 (75%) 1.25 2.03 2.09

Максимальная величина ошибки 5.66 91.31 106.87

Рис. 6. Вычисленное значение отклонения вычислен-
ного угла поворота от истинного при смещении од-
ной точки сопоставленной пары. По осям диаграммы
отложены смещения вдоль координатных осей поло-
жения особой точки в пикселях.
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вдоль оси x слабо влияют на результат работы ал-
горитма, в то время, как ошибка в 1 пиксель по y
приводит к изменению результата более чем на
градус. При этом среднее смещение точки по оси y
на рассматриваемом наборе томографических
проекций составило 1.75 пикселя при повороте
объекта на 1°.

Как уже упоминалось, существуют области, в
которых формула вычисления угла поворота пло-
хо обусловлена. Так, на рис. 7, а проиллюстриро-
ваны траектории некоторых точек объекта – эл-
липсы. На плоскостях, близких к горизонтальной
плоскости, проходящей через центр камеры, эл-
липсы имеют меньшую малую ось, чем на отда-
ленных плоскостях. Это приводит к большей
ошибке вычисления угла из-за погрешности
определения вертикальной составляющей пере-
мещения точки. Чтобы изучить обусловленность
формулы от положения точки объекта в про-
странстве, был проведен следующий экспери-
мент. Сгенерированную кубическую решетку
размером  усл.ед., центр которой располагал-
ся на расстоянии 200 усл.ед. от центра камеры,
вращали на произвольный фиксированный угол
21° (рис. 7, б). Затем, как и в эксперименте на син-
тетических данных, координаты точек приводи-
лись к однородным с добавлением нормального
шума ( ). Для каждого сопоставления
вычисляли угол поворота и его отклонение от ис-
тинного значения. Результат усредняли по 100 из-
мерениям. Для визуализации результатов отбра-
сывались точки, среднее отклонение которых
было меньше 60°. Отбрасывание точек было не-
обходимо для более наглядной визуализации об-
ластей с наибольшим значением ошибки. Резуль-
тат эксперимента продемонстрирован на рис. 8.
Структура оставшихся точек представляет собой
две плоскости. Одна из них горизонтальная, ко-
торая при проецировании на плоскость изобра-
жения переходит в горизонтальную линию, про-
ходящую через принципиальную точку. Другая
плоскость – плоскость, проходящая через ось
вращения под углом, равным половине угла вра-
щения (10.5° в нашем случае). Если подставить
точки этих плоскостей в формулу вычисления уг-

ла, в ней появится неопределенность вида . Та-

ким образом, для точек вблизи этих плоскостей
формула имеет плохую обусловленность.

Чтобы объяснить большую величину ошибки в
эксперименте с томографическими снимками,
последний эксперимент был повторен. На этот
раз угол поворота был равен углу в эксперименте
с реальными данными – 1°. Среди всех узлов ре-
шетки выбирали тот, который находился ближе
всего к центру траектории детектора и при этом
средний модуль отклонения которого составлял
меньше 0.5°. В результате было установленно, что

200

σ = 0.004

0
0

искомый узел находится на расстоянии 0.9 (в од-
нородной системе координат) от центра. В имею-
щихся же данных размер детали составлял 0.3.
Следовательно, детекция точки, для которой
формула была бы хорошо обусловлена, не пред-
ставляется возможной. Для решения проблемы
можно предложить два пути: либо увеличить раз-
мер детали на снимках, что требует изменения
геометрических параметров томографа; либо со-
поставлять точки на снимках с большим углом

Рис. 7. а – Примеры траекторий точек объекта на
изображении при осевом вращении. O – принципи-
альная точка. б – Схема эксперимента по проверке
обусловленности формулы угла поворота.
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поворота между положениями съемки, что увели-
чит перемещение точек объекта. Проблема по-
следнего подхода, а именно невозможность сопо-
ставить точки при слишком больших углах пово-
рота, была описана в предыдущем разделе.

АНАЛИЗ СКОРОСТИ РАБОТЫ АЛГОРИТМА 
RANSAC

Для демонстрации эффективности одноточеч-
ного RANSAC на рис. 9, а показаны зависимости
числа итераций методов RANSAC от доли выбро-
сов. Рассматриваются методы, в которых модель
строится по 1, 2 и 5 точкам. Как видно из графика,
уже при количестве выбросов, равном 30% от
числа корректно сопоставленных точек, число
итераций одноточечного RANSAC в разы меньше
5-точечного алгоритма, который используется
для восстановления движения камеры в общем
случае (Nistér, 2004).

Чтобы показать, что время работы RANSAC
пренебрежимо мало при вычислении угла пово-
рота в сравнении с другими этапами обработки
изображений, при проведении эксперимента на
томографических данных сохранялось время, за-
траченное на детекцию и дескрипцию особых то-
чек, их сопоставление и вычисление угла поворо-
та методом RANSAC (рис. 9,б).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе предложен алгоритм для оценки ве-

личины осевого вращения объекта по его томо-
графическим проекциям на основе RANSAC,
требующий лишь одного корректного сопостав-
ления точек двух изображений. Проведено экспе-

Рис. 8. Результаты эксперимента по обусловленности формулы угла поворота.
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риментальное сравнение предложенного алго-
ритма с аналогами на синтетических и реальных
данных. Показано, что предложенный алгоритм
превосходит аналоги. Дополнительно проведен
ряд экспериментов, направленных на изучение
обусловленности задачи оценки угла вращения
по паре точек изображений. Так, с одной сторо-
ны, показано, что при малых углах вращения ко-
ординатный шум детекции особых точек может
быть сравним с изменением координат точки,
вызванным вращением, а значит, необходимы
алгоритмы детекции и дескрипции особых точек,
позволяющие надежно сопоставлять точки томо-
графических проекций при больших углах пово-
рота объекта. С другой стороны, полученные ре-
зультаты демонстрируют, что близость точки
объекта к оси вращения и горизонтальной плос-
кости, проходящей через оптическую ось камеры,
делает задачу менее обусловленной и в предель-
ном случае приводит к неопределенности оценки
угла вращения. Таким образом, при выборе пар
точек необходимо фильтровать точки, лежащие в
описанных областях. Важно отметить, что в томо-
графии периферийные области объекта содержат
меньше наложенных сигналов, приходящих с
разной глубины объекта. В связи с этим потенци-
ально такие области лучше описываются алгорит-
мами особых точек, разработанными для изобра-
жений формирующихся в непрозрачной модели
мира. Таким образом, области объекта, далекие
от оптической оси камеры и оси вращения самого
объекта, представляют наибольший интерес для
оценки величины осевого вращения.

Было показано, что для применения предло-
женного алгоритма в решении практических за-
дач необходимо проводить предварительный ана-
лиз обусловленности задачи для исследуемого
объекта и детектируемых на нем особых точек.
Предложенный алгоритм может быть в дальней-
шем улучшен путем разработки механизмов де-
текции и дескрипции особых точек, показываю-
щих лучшее качество на цифровых рентгеногра-
фических изображениях. Другое направление
развития – минимизация ошибки опеределения
угла осевого вращения при сопоставлении раз-
личных пар последовательности изображений, а
не только соседних.

ПРИЛОЖЕНИЕ

ВЫЧИСЛЕНИЕ УГЛА ПОВОРОТА ПО 
ИЗВЕСТНЫМ КООРДИНАТАМ ПРОЕКЦИЙ 

ОДНОЙ ТОЧКИ
Получим выражение для угла поворота камеры

при перемещении из точки C в  (рис. 1). Суще-
ственная матрица задается выражением:

(6)

'C

×= [ ] .E t R

Вектор перемещения  в системе координат
исходного положения камеры задается следую-
щим образом:

(7)

где r – радиус траектории камеры. Тогда матрица
 (такая матрица, что   ) име-

ет следующий вид:

(8)

Как следует из рис. 1, система совершает пово-
рот по часовой стрелке. Следовательно, матрица
поворота вокруг оси y имеет вид:

(9)

Таким образом, существенная матрица прини-
мает вид:

(10)

Для проекций одной точки , q справедливо
выражение:

(11)

Подставляя , , получаем:

(12)

Считая , получаем выражения для угла
поворота:

(13)

Исследование выполнено при частичной фи-
нансовой поддержке РФФИ в рамках научного
проекта № 18-29-26037.
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1-point RANSAC for axial rotation angle estimation by tomographic projections
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This paper presents a RANSAC-based algorithm for determining the axial rotation angle of an object from a
pair of its tomographic projections. An equation is obtained for calculating the rotation angle using one cor-
rect keypoints match of two tomographic projections. The proposed algorithm includes following steps: key-
points detection and matching, rotation angle estimation for all matches, inliers selection with the RANSAC
algorithm, finally, refining resulting angle by minimizing the Sampson’s distance for the remaining matches.
To validate the proposed method an experimental comparison against methods based on analysis of the dis-
tribution of the angles computed from all matches is conducted.

Key words: circular motion estimation, camera circular motion, visual odometry, relative motion estimation,
RANSAC, computed tomography, digital X-ray imaging
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