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Общепринято применение проективной нормализации (частный случай ортокоррекции) к фото-
графиям документов для их дальнейшего оптического распознавания. На сегодняшний день изве-
стен ряд критериев точности проективной нормализации. Почти все они характеризуют только не-
вязку координат. Однако текстовые поля документов обычно имеют вытянутую форму, так что даже
при небольших невязках координат возможны большие невязки направлений, которые значитель-
но влияют на качество сегментации поля и распознавания отдельных символов в нем. Проблема
точной коррекции невязок направлений стоит и в задачах томографии, если для измерения исполь-
зуется спиральная схема сканирования или проекции регистрируются в схемах томосинтеза. Для
описания точности проективной нормализации изображения в точке предлагается поточечная мак-
симальная невязка направлений. В качестве критерия точности проективной нормализации всего
изображения предлагается максимальная невязка направлений, равная максимальной по области
интереса поточечной максимальной невязке направлений. Получено аналитическое решение зада-
чи вычисления поточечной максимальной невязки направлений. Выдвинута и численно подтвер-
ждена гипотеза о том, что поточечная максимальная невязка направлений – квазивыпуклая функ-
ция. Доказана теорема о том, что супремум квазивыпуклой функции на ограниченном замкнутом
множестве равен супремуму на крайних точках его выпуклой оболочки. На основании гипотезы и
теоремы предложено аналитическое решение задачи вычисления максимальной невязки направле-
ний на полиэдральной области интереса.
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ний, критерии точности, невязка направлений, оптическое распознавание символов, математиче-
ское программирование
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ВВЕДЕНИЕ

Проективная нормализация изображений

Путем устранения радиальной дисторсии
(Kunina et al., 2017) практически любая изобража-
ющая оптическая система может быть сведена к
ортоскопической оптической системе, т.е. к та-
кой изображающей оптической системе, которая
описывается проективной моделью камеры (Ша-

пиро и др., 2013). В рамках проективной модели
камеры произвольная плоскость сцены оказыва-
ется связана с плоскостью изображения проек-
тивным преобразованием.

Ракурс съемки относительно плоской сцены
называется нормальным, если изображающая оп-
тическая система (далее – камера) ориентирова-
на по нормали к сцене. Имитация сделанного с
виртуального нормального ракурса съемки изоб-
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ражения на основе изображения, сделанного с
произвольного ракурса, обеспечивается проек-
тивным преобразованием последнего. На основе
работы (Путятин и др., 1998) будем называть та-
кую имитацию проективной нормализацией
изображения (ПНИ). Полученное в результате
ПНИ изображение называется нормализован-
ным. Нормализованное изображение является
ортоскопическим, т.е. образ плоской сцены на
нем подобен самой сцене, что принципиально
упрощает ее дальнейший анализ. Как правило,
при ПНИ от виртуального ракурса съемки требу-
ют не только нормальности, но и фиксации тех
или иных оставшихся степеней свободы камеры
(твердого тела), которые проявляются как изо-
тропное масштабирование, сдвиг и ориентация
нормализованного изображения.

Проективная нормализация активно исполь-
зуется в качестве этапа предобработки изображе-
ний при решении различных задач технического
зрения, таких как распознавание текстового со-
держания документов (Зейналов и др., 2009; Бо-
лотова и др., 2017; Шемякина и др., 2017; Skoryuk-
ina et al., 2018); распознавание автомобильных но-
меров (Povolotskiy et al., 2017); автоматическое
узнавание телевизионной передачи по фотогра-
фии экрана телевизора (Skoryukina et al., 2017); де-
тектирование шахматной доски с целью калиб-
ровки камеры (Xie Y et al., 2018); детектирование
искусственной неровности на дорогах (Arvind et al.,
2018); сопоставление контура представленного на
изображении объекта с объектом в базе данных
(Dubuisson, Jain, 1994; Sim et al., 1999; Orrite, Her-
rero, 2004; Николаев, 2016; Балицкий и др., 2017;
Савчик, Николаев, 2018); томографическая ре-
конструкция: при предобработке томографиче-
ских проекций перед применением алгоритма ре-
конструкции при использовании спиральной,
конусной схемы сканирования (Бузмаков, 2019),
спутниковый мониторинг (оценка временной из-
менчивости температуры поверхности океана,
определение скорости передвижения облачных
масс и многое другое) (Катаманов, 2007), состав-
ление планов и карт местности по результатам
аэрофотосъемки (Karpenko et al., 2015; Холопов,
2017) и многих других. Кроме того, проективная
нормализация фотографии документа примени-
ма для облегчения восприятия ее человеком (Leg-
ge et al., 1985).

Обзор геометрических критериев точности 
проективной нормализации изображений

Как было показано выше, ПНИ используется
в качестве этапа предобработки изображений при
решении многих задач технического зрения. Дан-
ный раздел посвящен обзору существующих в ли-
тературе геометрических критериев точности ПНИ.

Начнем с введения используемых далее опре-
делений и обозначений:

 – входное изображение (рис. 1). Обычно
им является фотография.

H – проективное преобразование, задающее
идеальную нормализацию изображения . Да-
лее будем рассматривать только случаи, когда H –
единственное. На практике  не известно, но счи-
тается известным при тестировании методов ПНИ.

 – проективное преобразование, получаемое
методом ПНИ и оценивающее H.

 – идеально нормализованное изображе-
ние. Формируется в результате применения  к

.
 – практически нормализованное изобра-

жение. Формируется в результате применения 
к .

– декартовы координаты пиксе-
лей на плоскости изображения .

– декартовы координаты пиксе-
лей на плоскости изображения .

– остаточное проективное преобра-
зование, для каждой точки сцены переводящее ко-
ординаты ее образа на изображении  в коорди-
наты ее образа на изображении : 

– невязка координат
(Kunina et al., 2016), поточечно характеризующая
ошибку ПНИ.

 – занятое образом целевого объекта
сцены (документа, автомобильного номера, зда-
ния и другое) множество точек изображения ,
называемое областью интереса.

– образ области ин-
тереса R на изображении .

Перейдем непосредственно к обзору геомет-
рических критериев точности ПНИ:

1. На конкурсе “Smartphone document capture”
конференции ICDAR (Zhukovsky et al., 2017) в ка-
честве критерия выбран коэффициент Жаккарда
(Jaccard, 1901), который равен площади пересече-
ния множеств Q и R, отнесенной к площади их

объединения: 

2. В работе (Sim et al., 1999) для проективного со-
поставления объектов используется метрика Хаус-
дорфа, равная наибольшему расстоянию от точек
одного множества до соответствующих им ближай-

inputI

inputI

H

Ĥ

idealI
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inputI

practI
Ĥ

inputI

[ ]=
def
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ших точек второго множества: 

В статье (Orrite, Herrero, 2004) она использует-
ся для проективного выравнивания частично за-
слоненных контуров, в статье (Jesorsky et al., 2001) –
для робастной детекции лиц, в работе (Hutten-
locher et al., 1993) – для вычисления близости двух
изображений. В ряде работ опубликованы ее мо-
дификации (Dubuisson, Jain, 1994; Ефимов, Но-
виков, 2016).

3. В статье (Притула и др., 2014) для измерения
близости двух контуров после проективного вы-
равнивания в задаче проективно-инвариантного
распознавания плоских замкнутых контуров при-
меняется расстояние Фреше (Fréchet, 1906),
которое определяется следующим образом:

 где  и

 – непрерывные отображения отрезка [0, 1] в
границы множеств Q и R соответственно,  –
непрерывные неубывающие сюръекции отрезка 
в себя (репараметризация). От метрики Хаусдор-
фа расстояние Фреше отличается тем, что накла-
дывает ограничения на повторное использование
точек из Q и R. Этот критерий используется также
для вычисления точности сегментации изображе-

=
def

( , )Hausdorffd Q R

{ }∈ ∈∈ ∈
= − −

def

2 2max , .max maxmin min
R QQ Rx yy x

y x x y

∈
= δ δ

def

2, [0,1)
( , ) ( ( )), ( ( )) ,maxinf

a b t
F Q R Q a t R b t δQ

δR
,a b
[0,1]

ний (Березский, Березская, 2015) и точности со-
поставления карт (Wei et al., 2013).

4. В задаче автоматической коррекции дистор-
сии, вызванной кривизной линзы и движением ка-
меры (Hsu, Sawhney, 1998), используется среднеквад-

ратичный критерий: 

где  – площадь области интереса R. Он же ис-
пользуется для вычисления точности формирова-
ния единого изображения при помощи матрицы
проекторов (Chen et al., 2002).

5. В работе (Катаманов, 2007) для вычисления
точности автоматической привязки, полученной
с геостационарного спутника изображений, ис-
пользовался минимаксный критерий, равный
максимальному значению невязки координат на

области интереса R: 

6. Некоторые критерии предназначены только
для случая, когда область интереса R является
прямоугольником. Тогда ее искаженный образ Q
является четырехугольником. Например, в рабо-
тах (Rodríguez-Piñeiro et al., 2011; Zhang, He, 2007;
Takezawa et al., 2016; Awal et al., 2017) для оценки
точности ПНИ используется ошибка в соотноше-
нии сторон четырехугольника Q. В работе (Calore
et al., 2012) для оценки точности устранения про-

= |
def 2

2
1(V; ) d ( V) ,
( ) R

L R d
S R

x x

( )S R

∞
∈

= |
def

(V; )  d( V).max
R

L R
x

x

Рис. 1. Общая схема преобразований. 
Iinput – сделанная с произвольного ракурса фотография документа, Iideal – идеально нормализованное изображение,
Ipract – практически нормализованное изображение.

H

H

V
Iideal

Ipract
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ективных искажений используется угол между

противоположными сторонами четырехугольни-

ка Q, а в работе (Холопов, 2017) – критерий, рав-

ный отношению минимального и максимального

углов четырехугольника Q.

Заметим, что все найденные в литературе гео-

метрические критерии точности зависят от  и H

только через . Поэтому точность оценки 

преобразования H можно понимать как близость

остаточного преобразования V к тождественному

преобразованию I.

Ĥ

-1ˆV=HH Ĥ

ЗАДАЧА РАСПОЗНАВАНИЯ ДОКУМЕНТА 
ПО СДЕЛАННОЙ С ПРОИЗВОЛЬНОГО 

РАКУРСА ФОТОГРАФИИ

Рассмотрим следующую задачу компьютерно-
го зрения. Пусть дана сделанная с произвольного
ракурса фотография физически плоского доку-
мента. Требуется распознать текстовое содержа-
ние документа (Arlazarov et al.,2018). Для кратко-
сти в рамках данной работы назовем эту задачу
“задачей распознавания”. Решающую задачу рас-
познавания системы назовем “системой распо-
знавания”. Пример работы системы распознава-
ния приведен на рис. 2.

Будем считать, что система распознавания де-
композирована на следующие два модуля (рис. 3)
(Zhukovsky et al., 2017; Шемякина и др., 2017; Sko-
ryukina et al., 2018).

 Модуль ПНИ изображения, который на ос-

нове входного изображения  вычисляет оцен-

ку  идеальной нормализации H, и, применяя ее

к изображению , формирует практически

нормализованное изображение .

 Модуль распознавания, который принимает
на вход практически нормализованное изображе-

ние  и возвращает текстовое содержание до-

кумента.

Пользуясь вышеприведенными данными, про-
анализируем известные критерии точности ПНИ
на предмет их соответствия качеству последую-
щего решения задачи распознавания. Большин-
ство из них характеризуют только невязку коор-
динат. Однако текстовые поля документов обыч-
но имеют вытянутую форму, так что даже при
небольших невязках координат возможны боль-
шие невязки направлений (рис. 4), которые зна-
чительно влияют на качество сегментации поля и

•
inputI

Ĥ

inputI
practI

•

practI

Рис. 2. Пример работы системы распознавания. Сле-
ва направо: фотография документа, распознанное
текстовое содержание документа.

Рис. 3. Декомпозиция задачи распознавания.

Ipract

Iinput
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распознавания отдельных символов в нем
(Bezmaternykh et al., 2018). Критерии точности,
характеризующие невязку направлений, также
встречаются в литературе (пункт 6), однако, их
связь с качеством распознавания представляется
недостаточной или, по крайней мере, недоста-
точно ясной. В следующем разделе мы предлага-
ем новый критерий на основе невязок направле-
ний, специально построенный для описания точ-
ности ПНИ в задаче распознавания.

МАКСИМАЛЬНАЯ НЕВЯЗКА 
НАПРАВЛЕНИЙ ПРОЕКТИВНОЙ 

НОРМАЛИЗАЦИИ ИЗОБРАЖЕНИЯ

Угловой модуль

Для описания абсолютной разницы между уг-
лами α и β введем угловой модуль, равный углу

между векторами  и :

(1)

Угловой модуль отличается от обычного моду-
ля тем, что учитывает периодичность углов (рис. 5).

Невязка направлений

Напомним, что остаточное проективное пре-
образование V для каждой точки сцены переводит

координаты ее образа на изображении  в ко-

ординаты ее образа на изображении :

 Сперва рассмотрим случай общего по-
ложения, который заключается в том, что матри-

ца Якоби  преобразования V существует и не-
вырождена в каждой точке выпуклой оболочки

α 
 α 

cos( )

sin( )

β 
 β 

cos( )

sin( )

β − α = β − α
= β − α + π π − π

def

arccos(cos( )) =

(( )mod 2 ) .

idealI
practI

= V( ).y x

( )J x

области интереса . Тогда бесконечно

малый вектор, исходящий из точки 
по направлению α, после преобразования V пе-
рейдет в бесконечно малый вектор, исходящий из

точки  по направлению β, которое можно
рассчитать по формуле

(2)

где  – измеренная в радианах ориента-

ция вектора b. Отметим, что различные направле-

ния α поворачиваются на разные углы .
Осуществляя предельный переход, линеаризуем
аргумент арктангенса в точке , тогда

(3)

Проективное преобразование по определению
сохраняет прямые, поэтому вместо бесконечно
малых векторов c тем же результатом можно рас-
сматривать произвольные. Таким образом, ради-
ус R в формуле (2) можно не устремлять к нулю, а
выбирать его произвольно положительным
(рис. 6, г):

Невязкой направлений назовем функцию, ко-

торая в каждой точке  равняется ис-
кажению каждого направления α остаточным
преобразованием V:

Примеры графиков Δ для различных x и V
можно видеть на рис. 6, 7 и 8. Так как проектив-
ное преобразование сохраняет прямые, невязка
направлений, как функция от x, не меняется по
направлению α. В силу дифференцируемости
проективного преобразования невязка направле-
ний имеет период, равный π.

∈ Conv( )Rx
∈ Conv( )Rx

V( )x

→+

β α|
α    = + −    α    0

( , V) =

cos( )
 arctg2 V V( ) ,lim

sin( )R
R

x

x x

[ ]arctg2 b

β − α

x

α  β α|   α  

cos( )
( , V) = arctg2 ( ) .

sin( )
Jx x

α    β α| + −    α    

cos( )
( , V) = arctg2 V V( ) ,

sin( )

> 0.

R

R

x x x

∈ Conv( )Rx

Δ α| = β α| − α
def

( , V) ( , V) .x x

Рис. 4. Практически нормализованные изображения
Ipract: 
а – без искажения (Iideal), б – с аффинным искажени-
ем, в – с проективным искажением.

aaa

бб

вв

Рис. 5. Угловой модуль.
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Поточечная максимальная невязка направлений

Известно, что невязки направлений различ-
ных типов (скос, поворот) создают сложности
при сегментации и распознавании текста (Bezma-
ternykh et al., 2018). При этом неизвестно случая,
чтобы большая невязка по какому-то из направ-
лений не создавала таковых сложностей. Более

того, невязки направлений  – функции

не произвольные, а всего лишь трехпараметриче-
ские – по числу элементов матрицы Якоби (3) без
учета масштаба, и большое значение невязки по
одному направлению влечет за собой сопостави-
мые значения по большой части оставшихся на-
правлений. Таким образом, для возникновения
сложностей при сегментации и распознавании
текста достаточно большой невязки хотя бы по
одному из направлений. Поэтому в качестве кри-
терия точности ПНИ в точке мы предлагаем по-
точечную максимальную невязку направлений:

(4)

Δ α|( , V)x

∞
α

Δ | = Δ α|
def

( V)  ( , V).maxx x

Примеры графиков  для различных V можно
видеть на рис. 9 и 10.

Максимальная невязка направлений
В качестве скалярного интегрального крите-

рия точности проективной нормализации изоб-

ражения  предлагается максимальная невяз-

ка направлений, равная максимальной по обла-
сти интереса R поточечной максимальной
невязке направлений:

(5)

Остаточное преобразование V – проективное,
а значит, преобразует прямые в прямые. Следова-

тельно, критерий  равняется наибольшему сре-
ди углов, на которые преобразование V поворачи-

вает всевозможные прямые , пересекающие об-
ласть интереса R:

Таким образом, мы построили критерий точ-
ности ПНИ, “максимально” чувствительный к
невязкам направлений. Напомним, что мотива-
цией для построения такого критерия послужила
недостаточная чувствительность к невязкам на-
правлений критериев, основанных на невязках

координат. Однако критерий  сам по себе тем
более не может претендовать на связь с качеством
последующего распознавания нормализованного
изображения, так как равняется строго нулю при
сколь угодно большом сдвиге и изотропном мас-
штабировании (рис. 6). Решение этой проблемы
авторы видят в комбинированном использовании

критерия максимальной невязки направлений 
и критерия максимальной невязки координат

ранее исследованного в работе (Konovalenko,
Shemiakina, 2018).

Вырожденные случаи
Выше мы рассматривали только случай обще-

го положения, когда матрица Якоби  преоб-
разования V существует и невырождена в каждой
точке x выпуклой оболочки области интереса

. В этом разделе рассмотрим остальные
случаи, которые будем называть вырожденными.

 Пусть существуют точки , в которых
не существует матрицы Якоби. Выясним, что это
за точки. Параметризуем преобразование V одно-

родной матрицей  следующим об-

разом:

∞Δ

practI

∞
∞ ∞

∈ ∈ α
Δ = Δ | Δ α|

def

(V; )  ( V) =  ( , V).max max max
R R

R
x x

x x

∞
∞Δ

l

∞
∞

∩ ≠∅
Δ Δ |(V; ) =  ( V).max

R
R

l
l

∞
∞Δ

∞
∞Δ

∞
∈

= |
def

(V; )  d( V),max
R

L R
x

x

( )J x

Conv( )R

• Conv( )R

×= ∈v R
def

3 3
( )ijV

Рис. 6. Геометрические искажения изображений, не
дающие невязок направлений во всех точках: 
а – тождественное преобразование; б – сдвиг; в –
изотропное масштабирование; г – проективное пре-
образование (не дает невязок направлений в одной
точке); рамками показано идеальное положение
изображения символа; д – соответствующий выше-
указанным случаям график невязки направлений.
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(6)

Прямую с уравнением , на

которой знаменатель преобразования  обраща-
ется в ноль, будем называть горизонтом и обозна-

чать . Легко видеть, что матрица Якоби
преобразования V существует во всех точках ев-
клидовой плоскости за исключением горизонта:

. Соответственно поточечная максимальная

+ + 
 + + =

+ +

v v v

v v v

v v v

11 1 12 2 13

def
21 1 22 2 23

31 1 32 2 33

V( ) .

x x
x x
x x

x

+ +v v v31 1 32 2 33 = 0x x
V

∞ ⊂ R
2l

∞R
2
\l

невязка направлений  для  формулой (4)

не определяется. Однако оказывается, что  рав-

няется π всюду по одну из сторон от горизонта.

Это объясняется тем, что по “ту” сторону гори-

зонта происходит отражение изображения, а зна-

чит, всегда найдется направление, противопо-

ложное исходному. Поэтому поточечная макси-

мальная невязка направлений естественно

доопределяется:

(7)

∞Δ ∞∈x l
∞Δ

∞ ∞∈  Δ | = π
def

( V) .x l x

Рис. 7. Геометрические искажения изображений (слева) и соответствующие графики невязки направлений (справа):
а – поворот; б – анизотропное масштабирование; в – скос; г – отражение; д – проективное преобразование.
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 Пусть существуют точки , в которых
матрица Якоби вырождена. Для проективного
преобразования, как и для линейного, вырожден-
ность матрицы Якоби в одной точке влечет ее вы-
рожденность во всех точках. При этом плоскость

изображения  схлопывается в прямую или
точку. Поточечная максимальная невязка на-

правлений  в таком случае формулой (4) не
определяется и смысла не имеет.

ВЫЧИСЛЕНИЕ МАКСИМАЛЬНОЙ 
НЕВЯЗКИ НАПРАВЛЕНИЙ ПРОЕКТИВНОЙ 

НОРМАЛИЗАЦИИ ИЗОБРАЖЕНИЯ

В данном разделе мы построим аналитическое
решение задачи вычисления максимальной не-
вязки направлений (5) на полиэдре.

Вычисление поточечной максимальной невязки 
направлений

Начнем с подзадачи вычисления поточечной
максимальной невязки направлений (4):

• Conv( )R

idealI

∞Δ

Если , то  по формуле (7).

Далее рассмотрим случай . Запишем задачу
с использованием формулы (3):

(8)

∞
α

Δ | Δ α|( V) =  ( , V).maxx x

∞∈x l ∞Δ | π( V) =x

∞∉x l

∞
α

α   Δ | − α   α   

cos( )
( V) = arctg2 ( ) .max

sin( )
Jx x

Рис. 8. Разнообразие невязок направлений .
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Рис. 9. Невязки остаточного преобразования V: 

a – практически нормализованное изображение Ipract;

зеленая рамка ограничивает идеальное положение

образа документа; б – невязка координат

, измеренная в пикселях; в – по-

точечная максимальная невязка направлений

, измеренная в градусах; цвет соответствует

значениям невязок; cтрелочками показано векторное

поле преобразования .
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Матрица Якоби – константа, обозначим ее

. Переменный единичный вектор обозначим

. Кроме того, обозначим  и

, тогда 

Функция  может достигать мак-
симума только в двух случаях: если недифферен-

цируемая функция  (1) равна своему локально-
му и глобальному максимуму π и если равняется
нулю производная ее аргумента. Найдем α, соот-
ветствующие каждому из этих случаев.

 Пусть  Тогда в соответ-

ствии с определением  или рис. 5:

, . Значит, вектор

 противонаправлен вектору a: ,

. В нашем случае a – это собственные векто-
ры матрицы J, соответствующие ее веществен-
ным отрицательным собственным числам λ. То-

гда искомые  – ориентации таких

векторов.

 Пусть

(9)

Возьмем производные:

где

поэтому (9) опишем так:

Обозначим , тогда

Решая это квадратное уравнение в веществен-

ных числах, находим значения , из которых
получаем искомые α.

=
def

( )J J x
α α =  α 

def cos( )
( )

sin( )
a =

def

( ) Jb a a

[ ]β =
def

( ) arctg2b b ∞
α

Δ | β α − α( V)= ( ( ( ))) .maxx b a

β α − α( ( ( )))b a

•

• β α − α π( ( ( ))) = .b a
•
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Тогда искомый максимум (8) достигается на
одном из значений α, вычисленных выше. Таким
образом, получено аналитическое решение зада-
чи вычисления поточечной максимальной невяз-

ки направлений . Сформулируем алгоритм вы-
числения поточечной максимальной невязки на-
правлений.

Вход: Точка  изображения  и

однородная матрица , определяющая (6)

остаточное проективное преобразование V.

∞Δ

[ ]1 2=
Tx xx idealI

×∈v R
3 3

( )ij

Рис. 10. Разнообразие поточечных максимальных не-
вязок направлений .
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Выход: поточечная максимальная невязка на-

правлений .

– Если , то .

Иначе далее.

– Рассчитаем матрицу Якоби J проективного
преобразования V в точке x.

– Найдем все собственные векторы  мат-

рицы J, соответствующие ее вещественным отри-
цательным собственным числам.

– Рассчитаем углы .

– Рассчитаем матрицу ,

где .

– Найдем все вещественные корни  квад-
ратного уравнения

– Рассчитаем углы .

– Сформируем набор углов .

– Рассчитаем поточечную максимальную не-
вязку направлений:

Вычисление максимальной невязки направлений
Теперь перейдем непосредственно к задаче

вычисления максимальной невязки направле-

ний (5): 

∞Δ |( V)x

+ +v v v31 1 32 2 33 = 0x x ∞Δ | π( V) =x

=1{ }
m

j ja

α = arctg2[ ]j ja

−( ) =
T T T

ijk J M JM J J
− 

 
 

0 1
=

1 0
M

=1{ }
n

i it

+ + +2

22 12 21 11( ) = 0.k t k k t k

α' = arctg[ ]i it

′α α=1 =1= {{ } ,{ } }
m n

j j i iA

∞
α∈

Δ | Δ α|( V) =  ( , V).max
A

x x

∞
∞ ∞

∈
Δ Δ |(V; ) =  ( V).max

R
R

x
x

Проведенные авторами численные экспери-
менты позволяют выдвинуть гипотезу о том, что
поточечная максимальная невязка направлений

 проективного преобразования – квази-

выпуклая функция (рис. 9 и 10). Примем эту ги-
потезу и допустим, что область интереса R – огра-
ниченное и замкнутое множество. Тогда, в соот-
ветствии с теоремой 2 (Приложение), супремум

 на R равен супремуму на крайних точках

выпуклой оболочки R:

Легко видеть, что функция  непре-

рывна, поэтому по теореме Вейерштрасса име-

ем  тогда

 что во многих слу-

чаях существенно упрощает вычисление . Рас-
смотрим основной для нашего практического
приложения частный случай, когда область инте-
реса R состоит из многоугольников, т.е. является
полиэдром. Выпуклая оболочка полиэдра – вы-
пуклый многогранник, а в нашем плоском слу-
чае – выпуклый многоугольник. Крайние точки
выпуклого многоугольника – его вершины. Зна-
чит, максимальную невязку направлений доста-

точно искать среди вершин  многоугольни-
ка, являющегося выпуклой оболочкой R (рис. 11):

(10)

Таким образом, имеем следующий алгоритм
вычисления максимальной невязки направлений
на полиэдре.

Вход: остаточное проективное преобразова-
ние V, полиэдральная область интереса R.

Выход: максимальная невязка направлений

.

– Найдем вершины многоугольника, являюще-

гося выпуклой оболочкой R: 

– Используя алгоритм вычисления ,

вычислим максимальную невязку направлений:

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе приведен ряд известных в литературе
геометрических критериев точности проектив-
ной нормализации изображений (ПНИ) и про-
анализирована целесообразность их использо-
вания для оценки качества последующего
распознавания текста на нормализованном
изображении. Показано, что известные критерии
имеют недостаточную чувствительность к невяз-
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∞
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∞Δ |( V)x

∞
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Рис. 11. Вычисление максимальной невязки направ-

лений: белыми контурами ограничена полиэдральная
область интереса R; черный контур – многоугольник

; черные точки – его вершины , на
которых достигается максимальная невязка направ-

лений .
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кам направлений, возникающих вследствие не-
точности ПНИ, тогда как таковые невязки оказы-
вают сильное негативное воздействие на качество
сегментации поля и распознавания отдельных
символов в нем. Для устранения этого недостатка
построен вспомогательный критерий точности
ПНИ, “максимально” чувствительный именно к
невязкам направлений: для описания точности
ПНИ в точке выбрана поточечная максимальная
невязка направлений, в качестве критерия точно-
сти проективной нормализации всего изображе-
ния предложена максимальная невязка направле-
ний, равная максимальной по области интереса
поточечной максимальной невязке направлений.
Получено аналитическое решение задачи вычис-
ления поточечной максимальной невязки на-
правлений. Выдвинута и численно подтверждена
гипотеза о том, что поточечная максимальная не-
вязка направлений – квазивыпуклая функция.
Доказана теорема о том, что супремум квазивы-
пуклой функции на ограниченном замкнутом
множестве равен супремуму на крайних точках
его выпуклой оболочки. На основании гипотезы
и теоремы предложено аналитическое решение
задачи вычисления максимальной невязки на-
правлений на полиэдральной области интереса.

Полученные результаты могут быть использо-
ваны как для построения методов ПНИ, так и для
дальнейшего развития критериев точности ПНИ.

Работа выполнена при частичной финансовой
поддержке РФФИ (проекты № 18-29-26022, 18-
29-26035).

ПРИЛОЖЕНИЕ

О МАКСИМУМЕ КВАЗИВЫПУКЛОЙ 
ФУНКЦИИ НА ОГРАНИЧЕННОМ 

ЗАМКНУТОМ МНОЖЕСТВЕ

Теорема 1. Пусть  – произвольное не-
пустое множество, f – квазивыпуклая функция,

определенная в том числе на :

(11)

Тогда

(12)

Доказательство. Введем обозначение супре-
мума f на X:

(13)

тогда

(14)

⊆ R
nX

Conv( )X

⊇dom Conv( ).f X

Conv( )

 = .sup sup
X X

f f

=
def

 ,sup
X

s f

∈ ≤( ) .f X sx

Пользуясь утверждением (11), рассмотрим все

точки , значение f в которых не превыша-
ет супремума f на X:

(15)

тогда

(16)

и

(17)

Из  и формулы (14) следует, что X
удовлетворяет всем ограничениям определения

 (15), значит,

(18)

Однако из квазивыпуклости f следует, что  –

выпуклое. Таким образом,  – выпуклое множе-

ство, содержащее X. Тогда , как
наименьшее выпуклое множество, содержащее X.
Отсюда, с учетом формулы (16), имеем

(19)

Из формул (13) и (18) следует , откуда,

с учетом формулы (17), следует

(20)

Из формул (13), (19) и (20) получаем утвержде-
ние (12), что требовалось доказать:

(21)

Теорема 1 может применяться в обе стороны:
для замены X на часто более простое множество

; для замены  на часто суще-
ственно меньшее множество X.

Перед формулировкой следующей теоремы
приведем определение: крайней точкой выпукло-
го множества C в вещественном векторном про-
странстве называется точка, не являющаяся сере-
диной отрезка в C.

Теорема 2. Пусть  – непустое ограни-
ченное замкнутое множество, f – квазивыпуклая

функция, определенная в том числе на :

Тогда

(22)

где  – множество крайних точек выпуклого
множества C.

Доказательство. Обозначим

(23)
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Из того, что множество X – ограниченное и за-
мкнутое, следует, что множество C – ограничен-
ное, замкнутое и выпуклое (теорема Каратеодо-
ри) (Юдин, 2010). Тогда следствие 18.5.1 из моно-
графии (Рокафеллар, 1973) утверждает, что
множество C есть выпуклая оболочка своих край-
них точек:

(24)

Подставляя формулу (23) в формулу (24), по-
лучаем

(25)

Применяя теорему 1 к обоим частям равен-
ства (25), получаем утверждение (22), что требо-
валось доказать.

Замечания: теорема 2 близка к утверждениям
параграфа “Максимумы выпуклых функций” мо-
нографии (Рокафеллар, 1973), но, в отличие от
них, не требует выпуклости функции f и множе-
ства X; в условиях теоремы 2 от множества X не
требуется не только выпуклости, но и связности.
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The application of projective normalization (a special case of orthocorrection) to photographs of documents
for their further optical recognition is generally accepted. To date, a number of criteria are known for the ac-
curacy of projective normalization. Almost all of them characterize only the coordinates discrepancy. How-
ever, the text fields of documents usually have an elongated shape, so that even with small coordinates dis-
crepancy, large directions discrepancy are possible, which significantly affect the quality of segmentation of
the field and the recognition of individual characters in it. The problem of accurate correction of directions
discrepancy also arises in tomography problems if a spiral scanning scheme is used for measurement or pro-
jections are recorded in tomosynthesis schemes. To describe images projective normalization accuracy at a
point, a pointwise maximum directions discrepancy is proposed. As a criterion for projective normalization
accuracy of the entire image, a maximum directions discrepancy equal to the maximum pointwise maximum
directions discrepancy in the region of interest is proposed. An analytical solution to the problem of calculat-
ing the pointwise maximum directions discrepancy is obtained. A hypothesis was put forward and numeri-
cally confirmed that the pointwise maximum directions discrepancy is a quasiconvex function. The theorem
is proved that the supremum of a quasiconvex function on a bounded closed set is equal to the supremum on
the extreme points of its convex hull. Based on the hypothesis and theorem, an analytical solution to the prob-
lem of calculating the maximum directions discrepancy on the polyhedral region of interest is proposed.

Key words: orthocorrection, perspective correction, images projective normalization, accuracy criteria, direc-
tions discrepancy, optical character recognition, mathematical programming
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