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Рассмотрен прямой метод формирования оптимального программного управления летатель-
ным аппаратом самолетного типа, заключающийся в предварительной параметризации
управляющих сигналов с последующим определением значений входящих в них коэффици-
ентов посредством многопараметрической минимизации заданного функционала. Обсужда-
ются условия применимости и возможные ограничения. Работоспособность метода подтвер-
ждается примерами, использующими данные математического моделирования и натурного
эксперимента. Проводится сравнение результатов с решениями, полученными в рамках
классического подхода к формированию оптимального управления, предусматривающего
решение двухточечной краевой задачи.
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Введение. В настоящее время разработан широкий спектр различных подходов к решению за-
дачи оптимального управления динамическими системами [1–3]: классическая теория, осно-
ванная на вариационном исчислении и принципе максимума Понтрягина, динамическое про-
граммирование, метод обратных задач динамики [4], алгебраическая теория вложения систем
и т.д. Общепризнанной основой при формировании оптимального программного управления
являются вариационные методы и принцип максимума [5]. Однако в случае многомерных нели-
нейных динамических систем нередко возникают трудности, связанные с решением двухточеч-
ной краевой задачи. В этой связи в последнее время усилился интерес к прямым методам нахож-
дения программного управления [6–9].

Прямой метод основывается на предположении, что в рассматриваемой задаче множество
управлений может быть представлено в виде конечномерного пространства, каждая точка кото-
рого взаимно однозначно соответствует возможному управляющему сигналу [10, 11]. Координа-
ты точки являются, например, коэффициентами разложения управления по какому-либо базису
линейно независимых функций. В результате задача сводится к поиску экстремума рассматри-
ваемого функционала в этом пространстве, т.е. к задаче многомерной параметрической оптими-
зации. Традиционно для решения используют градиентные методы оптимизации, а в последние
годы [12] – генетические и популяционные алгоритмы [13–17]. Теоретической основой такого
подхода является известная теорема о единственности решения конечномерной системы нели-
нейных дифференциальных уравнений [18]. Такой прямой подход существенно проще, чем
классические методы, требующие решения двухточечной краевой задачи [19–21]. Однако актуа-
лен вопрос об условиях его применимости и о соотношении полученных результатов с классиче-
скими решениями [22]. Эта проблема рассмотрена в данной работе применительно к управле-
нию летательным аппаратом (ЛА) самолетного типа.

1. Постановка задачи. Начнем с краткого описания предлагаемого метода. Общая постановка
задачи достаточно традиционна [19]. Пусть нелинейная нестационарная модель объекта управ-
ления задана в виде

(1.1)
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=� ( , , t),x f x u

УДК 517.977.58

СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ
ТЕХНОЛОГИЧЕСКИМИ ПРОЦЕССАМИ



76

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 2  2019

КОРСУН, СТУЛОВСКИЙ

где  и  – векторы фазовых координат (выходных сигналов) и их производных по времени;  –
искомый вектор управления (входной сигнал);  – известная векторозначная функция вектор-
ных аргументов. Начальные условия  принимаются заданными.

Минимизируемый скалярный функционал имеет вид

(1.2)

где ,  – время начала и конца участка соответственно.
Пусть требуется найти управление, обеспечивающее на рассматриваемом интервале времени

минимальные отклонения выходных сигналов от желаемых. Тогда функционал можно конкре-
тизировать следующим образом:

(1.3)

где  – вектор желаемых значений фазовых координат,  – матрица весовых коэффициентов.
Несложно заметить, что постановка (1.1)–(1.3) соответствует известной задаче Лагранжа со

свободным концом, поскольку границы ,  рассматриваемого участка фиксированы, а началь-
ные условия заданы. Для нахождения оптимального управления , доставляющего минимум
функционалу (1.3), традиционно рекомендуется переход к двухточечной краевой задаче. При
этом формируется функция Гамильтона

(1.4)
где  – скалярное произведение векторов  и , а сама сопряженная вектор-функция  удо-
влетворяет уравнению

(1.5)

с начальными условиями .
Оптимальное управление  предлагается искать из необходимого условия минимума функ-

ции Гамильтона

(1.6)

Рассмотренный вариант соответствует случаю, когда на управление не наложены ограниче-
ния. При наличии ограничений вместо уравнений (1.4)–(1.6) рассматриваются их модифика-
ции, полученные на основе принципа максимума. В обоих вариантах возникает двухточечная
краевая задача, поскольку начальные условия для модели объекта (1.1) заданы в начале интерва-
ла, а для сопряженной функции (1.3) – в конце. В общем случае при решении задачи могут воз-
никать значительные трудности, например высокая вычислительная сложность. Дополнитель-
ным осложняющим фактором является отсутствие очевидной физической интерпретации для
сопряженной вектор-функции [19, 23].

В предлагаемом прямом методе нахождение оптимального управления  осуществляется
только на основе уравнений (1.1) и (1.3), уравнения (1.4)–(1.6) не используются. Каждый из ска-
лярных управляющих сигналов, входящих в вектор , предлагается искать в виде разложения по
базису линейно независимых функций. В данной работе используются Эрмитовы сплайны тре-
тьего порядка [24]. Приведем их краткое описание. Пусть на некотором интервале времени

 заданы М значений , , которые называются узлами сплайна. Тогда для точ-
ки  из отрезка  значение сплайна рассчитывается по формуле

где ,  – значение функции и ее производной в -м узле,
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Они являются непрерывными скалярными функциями, имеют непрерывные первые произ-
водные [24]. Этим выбором определяются свойства гладкости формируемых управлений. Значе-
ния аппроксимируемой функции и ее производной в узлах сплайна формируют вектор априорно
неизвестных параметров, однозначно описывающих сплайн. Для учета интенсивного измене-
ния управляющих сигналов или большой длительности участка необходимо увеличивать число
узлов, т.е. число параметров.

Таким образом, управляющие сигналы оказываются представлены набором коэффициентов,
и задача представляет собой поиск минимума функционала в пространстве коэффициентов

(1.7)

где  – вектор параметров, A – область поиска в пространстве параметров.
Для численного решения оптимизационной задачи целесообразно применять генетические

или популяционные алгоритмы, особенно если размерность полученного пространства превы-
шает 20–30. В данной работе выбран метод роя частиц. Описание этого класса алгоритмов при-
ведено в [25, 26], применение конкретных вариантов демонстрируется в [27, 28].

Итак, предлагаемый метод заключается в прямой минимизации функционала (1.3) с учетом
модели объекта (1.1), для чего выполняется параметризация управлений в виде Эрмитова сплай-
на 3-го порядка. Полученная в результате многомерной параметрической оптимизации задача
решается одним из популяционных алгоритмов оптимизации – методом роя частиц.

Подтверждение работоспособности предложенного алгоритма, а также сравнение его с тра-
диционной задачей Лагранжа выполняется далее на примере ЛА самолетного типа.

2. Формирование модели объекта управления. Прежде чем перейти к решению конкретной за-
дачи, необходимо сформулировать модель объекта управления. В качестве основы рассмотрим
достаточно полную нелинейную модель пространственного движения самолета, выведенную
при условии, что оси связанной системы координат совпадают с главными осями инерции [29]:

(2.1)
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где ,  – углы атаки и скольжения, рад; , ,  – угловые скорости относительно связанных
осей, рад/с; , ,  – углы тангажа, крена, рыскания, рад;  – истинная воздушная скорость,
м/с;  – высота полета, м; , ,  – координаты полета в земной нормальной системе коор-
динат, м; , ,  – коэффициенты аэродинамических моментов в связанной системе коорди-
нат; , ,  – коэффициенты аэродинамических сил в связанной системе координат; , , ,

 – моменты инерции относительно связанных осей, кг · м2;  – масса самолета, кг; ,  – раз-
мах крыла и длина средней аэродинамической хорды, м;  – эквивалентная площадь крыла, м2;

 – скоростной напор, Па;  – плотность воздуха на высоте полета, кг/м3;  – уско-
рение силы тяжести, м/с2;  – коэффициент тяги двигателей; ,  – сила тя-
ги правого и левого двигателей, Н;  – кинетический момент роторов двигателей, кг · м2;

,  – координаты двигателя относительно связанных осей, м;  – угол установки двигате-
лей, рад.

Очевидно, что универсальная система уравнений (2.1) является достаточно громоздкой.
В частности, она предполагает использование полного банка аэродинамических коэффициен-
тов исследуемого самолета. Поэтому для дальнейшей работы систему (2.1) предлагается упро-
стить.

Конкретизируем решаемую задачу. Пусть требуется оптимизировать процесс разворота ма-
невренного самолета по курсу, не допуская при этом значительной потери высоты и скорости.
Предположим, что маневр осуществляется за счет изменения угла атаки, т.е. создания дополни-
тельной подъемной силы, а собственно разворот происходит за счет изменения угла крена. Тогда
угол скольжения  можно положить равным нулю.

Получим следующую систему уравнений:

(2.2)

где  – проекция тяги двигателей на ось связанной системы координат, Н;  – коэффи-
циент силы сопротивления в полусвязанной системе координат;  – коэффициент подъем-
ной силы в полусвязанной системе координат.

Система дифференциальных уравнений (2.2) дополняется алгебраическим уравнением для
угловой скорости тангажа :

(2.3)
где  – заданное значение угла рыскания.

Система (2.2) также описывает пространственное движение, но включает всего четыре диф-
ференциальных уравнения и требует только значения тяги двигателей , аэродинамических ко-
эффициентов подъемной силы  и силы сопротивления  в полусвязанной системе ко-
ординат [30]. В системе (2.2) в качестве управляющих сигналов выбраны углы тангажа и крена,
чем исключается необходимость использования специальных уравнений для их расчета. Кроме
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того, эти углы являются относительно медленно изменяющимися функциями, что уменьшает
размерность пространства параметров при решении задачи оптимизации.

Для системы (2.2) функционал включает желаемые значения угла атаки, скорости, высоты и
угла рыскания. Поскольку вычисления выполняются в дискретном времени, интеграл (1.3) сле-
дует заменить суммой:

(2.4)

где , , ,  – весовые коэффициенты, , , ,  – желаемые значения угла атаки, скоро-
сти, высоты и угла рыскания, ,  – время начала и конца участка соответственно.

Полученная система уравнений является удобной в силу своей простоты, однако остается
возможность, что система (2.2) окажется чрезмерно упрощенной. Поэтому сформируем более
сложную модель, в которой учтено изменение угла скольжения, а в качестве управлений выбра-
ны угловые скорости , , .

Такая система имеет вид

(2.5)

Для системы (2.5) в функционал дополнительно вводится желаемые значения угла скольже-
ния  с коэффициентом усиления :

(2.6)

3. Формулировка задачи Лагранжа для выбранных объектов управления. После определения мо-
дели объекта управления и сигналов управления можно сформулировать необходимые условия
оптимальности (1.4)–(1.6) в явном виде. Вначале рассмотрим модель (2.2)–(2.3) с функцио-
налом (2.4).

Напомним, что необходимое условие (1.6) в общем случае имеет вид

где  и  – частные производные по управлению.
Это уравнение можно упростить, учитывая, что функционал (2.4) не зависит явно от управле-
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лам тангажа и крена, т.е. по вектору управляющих сигналов, получим следующие два уравнения,
в каждое из которых входят по четыре частных производных:

(2.8)

где частные производные по управлению

Сопряженная вектор-функция в общем случае находится из уравнения (1.5):

Применительно к модели (2.2)–(2.3) с функционалом (2.4) это уравнение можно представить
следующим образом:
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Если же выбрать в качестве модели объекта управления систему (2.5) размерности 7, функци-
онал (2.6), а в качестве управляющих сигналов – вектор угловых скоростей размерности 3, то
уравнение (2.7) является системой размерности 3:

Общее дифференциальное уравнение (1.5) для сопряженной вектор-функции  принимает
форму системы из семи уравнений:

где частные производные по фазовым координатам имеют следующий вид:
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4. Проверка работоспособности метода. Проверка работоспособности предлагаемого метода
выполнялась путем решения специально сформированной тестовой задачи. Для генерации дан-
ных выполнялось моделирование движения объекта согласно уравнениям (2.2)–(2.3), при этом
в качестве входных сигналов задавались известные функции времени. Моделировалось движе-
ние маневренного самолета, выполняющего быстрый разворот по углу рыскания на 180° с выхо-
дом на закритические углы атаки. Параметры модели объекта принимались согласно работе [31],
где представлена методика их идентификации по полетным данным. Таким образом, тестирова-
ние проводилось на примере сложного существенно нелинейного динамического объекта.
С другой стороны, сгенерированные выходные сигналы являлись весьма точным решением из-
вестных уравнений (2.2)–(2.3) при заданных входных сигналах, т.е. в тестовой задаче все компо-
ненты известны с высокой точностью. Для проверки работоспособности алгоритма ставилась
задача по известной модели и выходным сигналам восстановить входные сигналы. Эти оценки
алгоритм находит, минимизируя функционал (2.4), в который сгенерированные на модели вы-
ходные сигналы входят как желаемые. Можно ожидать, что при такой постановке точность оце-
нок входных сигналов должна быть очень высокой, поскольку погрешности минимальны, а од-
нозначность обеспечивается теоремой о единственности решения системы нелинейных диффе-
ренциальных уравнений [18]. Область поиска в методе роя частиц задавалась ±90° для угла
тангажа, ±180° для угла крена, в качестве начального приближения выбирались нулевые значе-
ния. На временном интервале задавалась равномерная сетка с шестью узлами. Таким образом,
для нахождения двух управляющих сигналов требовалось найти 24 параметра (значения управ-
лений и их производных в узлах сплайнов). С этой целью брался выходной сигнал, сгенериро-
ванный моделью, и для него подбиралось управление, которое затем сравнивалось с исходным.
При такой постановке задачи обеспечивалось полное соответствие модели объекту управления,
а кроме того искомые входные сигналы заведомо находились в пределах области поиска. Как
можно видеть на рис. 1, степень совпадения по выходным сигналам оказалась очень высокой,
вплоть до визуальной неразличимости. Точность соответствия оценок входных сигналов значе-
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ниям, заданным при моделировании, также весьма высокая (рис. 2), хотя заметны небольшие
отличия. Этот результат соответствует ожидаемому и подтверждает способность алгоритма нахо-
дить единственную оценку входных сигналов при произвольном начальном приближении.

Как можно видеть на рис. 2, входные сигналы тоже с высокой точностью воспроизводят свои
заданные значения.

На следующем этапе ставилась задача убедиться в том, что модель может верно описывать
движение реального объекта. Для этого было решено обработать с помощью описанного алго-
ритма данные, полученные в результате летных испытаний.

Как можно видеть на рис. 3 даже при использовании достаточно простой модели (2.2)–(2.3)
выходные сигналы с высокой точностью соответствуют экспериментальным данным.

Остается проверить сходство наблюдаемых в натурном эксперименте управляющих сигналов
и сигналов, полученных в результате работы оптимизационного алгоритма. Как видно на рис. 4,
для угла тангажа наблюдается достаточно высокая степень совпадения. Расхождения для угла
крена оказываются существенно больше, но, как было замечено выше, это не сказывается на вы-
ходных сигналах и может быть объяснено существующими расхождениями между реальным
объектом и описывающей его идеализированной моделью.

Применение более подробной модели (2.5) позволяет добиться столь же хорошего соответ-
ствия выходных сигналов (рис. 5).

Сравнение полученных при помощи алгоритма входных сигналов (угловых скоростей) с со-
ответствующими сигналами, измеренными в эксперименте, показано на рис. 6. Здесь степень
рассогласования выше, чем в предыдущем случае, когда в качестве управлений рассматривались
углы крена и тангажа. Очевидно, это вызвано тем, что в сигналах угловых скоростей доля высо-
кочастотных составляющих выше и принятый сплайн с шестью узлами не воспроизводит точно
все изменения. Отметим однако, что соответствие по выходным сигналам и в этом случае весьма
высокое.

5. Сравнение решения задачи с решением, основанным на решении двухточечной задачи. На сле-
дующем этапе работы ставился вопрос о сравнении полученных результатов с классическими
методами оптимального управления, в частности, с рассмотренной выше задачей Лагранжа. Как
известно, оптимальное управление должно удовлетворять необходимому условию (1.6). Поэтому
было выполнено сравнение предложенного прямого метода с решением на основе условия (1.6),
т.е. равенства нулю производных функции Гамильтона по управлению.

Рис. 1. Сравнение исходных выходных сигналов (сплошная линия) и выходных сигналов, полученных с помо-
щью оптимизационного алгоритма (штрихованная линия)
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Рис. 2. Сравнение заданных входных сигналов (сплошная линия) с сигналами, полученными с помощью опти-
мизационного алгоритма (штрихованная линия)
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Рис. 3. Сравнение выходных сигналов в натурном эксперименте (сплошная линия) и выходных сигналов, по-
лученных с помощью оптимизационного алгоритма с использованием системы (2.2)–(2.3) (штрихованная ли-
ния)
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Рис. 4. Сравнение входных сигналов в натурном эксперименте (сплошная линия) с сигналами, полученными
с помощью оптимизационного алгоритма (штрихованная линия)
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Рис. 5. Сравнение выходных сигналов в натурном эксперименте (сплошная линия) и выходных сигналов, по-
лученных с помощью оптимизационного алгоритма с использованием системы (2.5) (штрихованная линия)
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Проверка выполнялась для описанного выше примера нахождения управления по модель-
ным данным с моделью объекта вида (2.2)–(2.3). Сравнивались два варианта. В первом приме-
нялся прямой метод с функционалом (2.4), а производные функции Гамильтона вычислялись,
но для формирования управления не использовались. Во втором варианте квадраты производ-
ных функции Гамильтона включались в минимизируемый функционал. В обоих вариантах до-
стигалась высокая степень соответствия как между выходными, так и между входными сигнала-
ми, идентичная наблюдаемой на рис. 1 и 2. Полученные значения производных функции Га-
мильтона для обоих вариантов приведены на рис. 7. Как видим, значения производных в обоих
случаях сопоставимы.

Рис. 6. Сравнение входных сигналов в натурном эксперименте (сплошная линия) с сигналами, полученными
с помощью оптимизационного алгоритма (штрихованная линия)
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Таким образом, проведенное сравнение показало, что предложенный прямой метод, не ис-
пользующий функцию Гамильтона, позволяет получить решение, практически совпадающее с
решением, полученным с использованием классического необходимого условия (1.6).

Рис. 7. Значения производных функции Гамильтона для случая, когда производные не включены в состав
функционала (верхний ряд) и когда они включены (нижний ряд)
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Рис. 8. Значения выходных сигналов, полученные при решении задачи формирования управления (штрихо-
ванная линия) и заданные значения выходных сигналов (сплошная линия)
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6. Формирование оптимального управления. Применим представленные выше методы для фор-
мирования управления. Рассмотрим задачу быстрого разворота по углу рыскания без потери вы-
соты и скорости. Желаемые выходные сигналы показаны на рис. 8 сплошными линиями. Выход-
ные сигналы, полученные прямым методом, представлены на том же рисунке пунктиром. Мож-
но видеть, что угол рысканья объекта с высокой точностью соответствует заданному, а скорость
и высота после выполнения маневра восстанавливают исходные значения. Для метода с исполь-
зованием функции Гамильтона выходные сигналы аналогичны.

Различия наблюдаются только для значений самих производных функции Гамильтона
(рис. 9). В прямом методе они существенно больше, но это не влияет на конечный результат.

Заключение. В работе предложен прямой метод нахождения оптимального программного
управления, использующий параметризацию управляющих сигналов в форме сплайнов и на-
хождение оценок параметров при помощи популяционного алгоритма. Сформировано несколь-
ко вариантов модели движения летательного аппарата, различающихся по степени сложности.
Работоспособность метода подтверждена по данным математического моделирования и натур-
ного эксперимента.

Кроме того, в работе на примере математического моделирования выполнено сравнение
предложенного метода с решением, полученным в рамках классической задачи Лагранжа. Пока-
зано, что при этом обеспечивается высокая степень соответствия.

Особенностью представленных выше задач является допущение о том, что используемые
сплайны аппроксимируют управления с высокой точностью. Другими словами, предполагается
достаточная степень гладкости управляющих сигналов.

Таким образом, предложенный прямой метод в рамках рассмотренного класса задач нахож-
дения оптимального программного управления летательным аппаратом обеспечивает получение
решений, практически совпадающих с классическими методами. В то же время реализация
предложенного метода существенно проще.
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