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На простейших двухкритериальных примерах задачи векторной оптимизации и игры с нуле-
вой суммой исследована адекватность применения смешанных стратегий при использовании
свертки Гермейера (обратной логической свертки) вместо линейной свертки для параметри-
зации множества значений оптимума или игры и для оценки выигрышей участников. Пока-
зано, что линейная свертка приводит к иным результатам, чем дает среднее обратной логической
свертки. Обсуждаются вопросы стохастической векторной оптимизации и различные варианты
формализации понятия значения многокритериальных игр в смешанных стратегиях.
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0. Введение. Рассмотрим задачу многокритериальной (МК), или же векторной, оптимизации:
найти

 (0.1)

где F(x) = (f1(х), …, fm(х)), X – компакт в евклидовом пространстве, все частные критерии fi(·) > 0
и непрерывны. Значением максимума в МК-задаче (0.1), который в отличие от скалярного мак-
симума записывается с заглавной буквы, будем считать множество Слейтера в критериальном
пространстве [1–3]. Реализацией этого значения (решением МК-задачи) является множество

Предположим сначала, что Х – конечное множество и что при выборе х  Х ответственный за
выбор (лицо, принимающее решения, далее – ЛПР) планирует применять смешанную стратегию,
т.е. задавать для себя вероятность р(х), с которой он будет придерживаться решения х  Х. Какую
оценку вектора выигрышей ему правильно использовать? Стандартным ответом [4–6] на такой
вопрос служит замена векторного критерия F(x) на его математическое ожидание ЕF, понимае-
мое как вектор (Еf1, …, Еfm) математических ожиданий компонент (по мере р(·)). Тем не менее, в
общем случае с позиций исследования операций [1] данный ответ не очевиден.

Например, если Х – выпуклый компакт, то по теореме о среднем Еfi = fi(х(i)), где средние точ-
ки х(i)  Х, вообще говоря, различны между собой при разных индексах i из {1, …, m}. Однако
ЛПР, пусть и случайно, но выбирает только один вариант х  Х на все критерии, так что вектор,
составленный из fi(х(i)), может оказаться недостижимым в критериальном пространстве. В свою

очередь для конечного множества  обозначим кусочно-линейное продолжение fi на
выпуклую оболочку conv(X) этого множества через , i = 1, …, m. Тогда если все  вдруг будут ли-
нейными, то получим для р(x j) – вероятности выбора x j, что

и средняя точка не зависит от i. Лишь в такой ситуации стандартная замена корректна.
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Вернемся теперь к исходной задаче (0.1) МК-оптимизации. Для параметризации и построе-
ния ХS используется метод сверток [1–3], согласно которому МК-задача (0.1) на Мах F(x) заме-
няется параметрическим семейством скалярных задач на mах C({fi}, λ)(x), где С – функция сверт-

ки частных критериев  МК-задачи в единый скалярный критерий (монотонна по f), λ =
= (λ1, …, λm ) – вектор параметров свертки. Например, для линейной свертки (ЛС)

В случае вогнутости fi на X справедливо представление

и значение (0.1) с помощью ЛС параметризуется множеством

Ю.Б. Гермейер [1] ввел не требующую условия вогнутости логическую свертку, заменив опе-
рацию суммы на минимум, причем оказалось удобнее частные критерии при скаляризации не
умножать, а делить [7] на весовые коэффициенты – параметры свертки. Такую свертку обозна-
чим

и будем называть гермейеровской, или обратной логической, сверткой (ОЛС). В общих предполо-
жениях (с учетом неотрицательности fi ), согласно [1, 7], выполнено

Значение (0.1) при использовании ОЛС задается (возможно, с прибавлением некоторой части
точек Слейтера из оболочки Эджворта–Парето [7]) множеством

. (0.2)

Таким образом, ЛПР может по-разному представлять исходную МК-задачу (0.1) в зависимо-
сти от способа ее скаляризации – на получающееся решение вид применяемой свертки не вли-
яет. Ситуация будет иной при использовании им смешанных стратегий. Если до перехода к
свертке (т.е. до скаляризации) вектора критериев заменить частные критерии на их математические
ожидания, то все так же не важно, какую свертку ему потом выбрать. Но если ЛПР считает правиль-
ным осреднять уже скаляризованную целевую функцию МК-задачи (при каждом значении парамет-
ра) после выбора свертки для ее представления, то разные свертки могут привести к различным ре-
зультатам. Для пояснения заметим, что , но  и макси-
мум по x правой части последнего неравенства может превысить максимум левой. В итоге мало
шансов, что совпадут между собой и объединения по μ таких максимумов (умноженных на μ), и
объединения максимизаторов. По аналогичным соображениям имеют право различаться мно-
жества, представляющие значение или реализации МК-максимума в смешанных стратегиях, в
зависимости от используемых сверток. Цель данной статьи состоит в том, чтобы оценить отме-
ченные различия на простейшем примере, получаемом при дискретизации множества стратегий
Студента (С) в модельной МК-игре ЛПР С и Преподавателя (П), рассмотренной в [8, 9].

В [9] предложено исследовать возможность обобщения на ОЛС результата из [4] об аксиома-
тическом описании решения в смешанных стратегиях для МК-игр с нулевой суммой, согласно
[5], на базе применения ЛС. Такая возможность не подтвердилась для случая бесконечного Х =
= [0, 1], изучаемого в [9]. Рассмотрение вопроса замены ЛС на ОЛС для конечных игр на приме-
ре Х = {0, 1} начато в [10], продолжим его в разд. 4. В целом, авторы полагают, что использование
смешанных стратегий в МК-задачах не препятствует применению ОЛС со стороны ЛПР, и даже
в ряде постановок ОЛС позволяет получить более адекватные оценки, чем ЛС.

Кроме того, если говорить о задаче МК-оптимизации с неопределенностью и для ее решения
применять численные методы стохастического программирования, то вряд ли удастся обойтись
без той или иной функции свертки. Однако от вида свертки будет зависеть ответ задачи. Указан-
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ные вопросы обсудим в разд. 2. Динамические МК-задачи тоже допускают различное толкова-
ние в зависимости от того, как постановщик задает скаляризацию и как входит в свертку пере-
менная времени. Вкратце затронем эту тему в разд. 3 на примере модельной МК-задачи ЛПР С
на бесконечном Х = [0, 1].

1. Модельная МК-задача ЛПР С. В модели [8] С выбирает долю х рабочего времени, которую
он тратит на подготовку диплома. Допустим, что эффективность подготовки пропорциональна

. Оставшееся рабочее время (1 – х) ЛПР С тратит на подработку, и значения его второго кри-
терия пропорциональны . Считается, что производительность любых занятий С падает с
увеличением отводимого на них времени, обусловливая вогнутость по х частных критериев.
Начнем с крайнего случая и в отличие от [8, 9] допустим, что ЛПР С не может распределять свое
время между двумя видами деятельности, т.е. выбирает одну из двух стратегий  = {0, 1},
максимизируя векторный критерий F(x) = (f1(х), f2(х)) = ( , ). Тогда обе его стратегии об-
разуют ХS и значение F(ХS) МК-максимума состоит из двух точек (0, 1) и (1, 0) на координатных
осях в пространстве критериев. Две эти точки получаем и при использовании ЛС со стороны С.
Формула (0.2) приводит, кроме указанных, еще к оценке (0, 0), возникающей при двух ненуле-
вых компонентах вектора параметров μ.

Предположим теперь, что С решил применять смешанные стратегии, и обозначим через p ве-
роятность выбора им х = 1. Если С ориентируется на ЛС, то максимизация по p параметрическо-
го семейства  даст в качестве решения (множества PS) весь отрезок [0, 1], т.е. любые p
эффективны по Слейтеру (при каких-то λ). Причем все p из интервала (0, 1) соответствуют един-
ственной величине λ = (1/2, 1/2). Значением среднего МК-максимума при расчете С на ЛС будет
отрезок, соединяющий в критериальном пространстве точки (0, 1) и (1, 0). Если же С использует
ОЛС, то вместо (0.2) получим

(1.1)

– МК-среднее значение МК-максимума при гермейеровской скаляризации. Множество (1.1)
совпадает с (0.2) для данного примера и не содержит указанного выше отрезка, так как

. Поэтому переход к смешанным стратегиям ЛПР С не меняет
его результата с ОЛС. Таким образом, множества МК-средних значений (0.1), построенные с по-
мощью разных сверток, различаются (хотя множество решений – оптимальных смешанных
стратегий PS не зависит от вида свертки).

По содержанию если представить себе повторяющуюся МК-задачу для С, где С перед выбо-
ром х = 0 или 1 бросает монетку, то можно сказать, что половину времени он отдает на первый
критерий, а половину – на второй. Тогда правильнее ввести в множество Х дополнительную аль-
тернативу х = 1/2 и говорить о точке (1/ , 1/ ) в критериальном пространстве. Однако мате-
матическое ожидание даст более оптимистическую оценку (1/2, 1/2), которую конечно можно
проинтерпретировать как половинный максимум по каждому критерию, но трудно объяснить
для исходного вида критерия F. Использование осредненной ОЛС иллюстрирует пословицу “за
двумя зайцами погонишься – ни одного не поймаешь” и дает пессимистическую оценку (0, 0)
результата С, когда он делит свое время между обоими критериями сразу.

2. МК-задачи стохастической оптимизации. В примере разд. 1 все критерии ЛПР С были упро-
щенными и их математическое ожидание вычислялось явно. Общая скалярная задача стохасти-
ческой оптимизации для непрерывной на выпуклом компакте Х функции f, зависящей еще и от
случайной величины (с.в.) ξ, ставится как задача поиска

,

где функция распределения с.в. ξ может быть не известной ЛПР в явном виде (задаваться эмпи-
рически) при выборе им х  Х, либо вычисление ее математического ожидания может являться
отдельной непростой задачей [11, 12]. Вместе с тем если комбинировать итеративные методы ло-
кальной оптимизации с методом Монте-Карло для математического ожидания, то получаем ал-
горитмы, сходящиеся к локально оптимальному х с вероятностью 1 [11, 13].

В итеративных алгоритмах поиска МК-оптимума [7, 14] шаги метода локальной оптимизации
функции свертки совмещают с перебором по сетке параметров свертки, точнее, по специальной
ε-цепи из близких значений на сетке параметров. В отсутствие случайных факторов использова-
ние ЛС и ОЛС позволяет строить последовательность, предельные точки которой для выпуклых

x
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задач составляют множество ХS. При наличии зависимости критериев от с.в., применяя шаги ме-
тодов стохастической оптимизации к функции свертки, получим сходимость к математическому
ожиданию функции свертки (при соответствующем значении параметра). Для ОЛС ее матема-
тическое ожидание и свертка математических ожиданий оказываются различными, так что и
максимумы их различны. Отсюда ясно, что значение (1.1), объединяющее максимумы математи-
ческих ожиданий ОЛС для разных параметров свертки, в общем, не совпадает с объединением
максимумов математических ожиданий ЛС (равных ЛС от математических ожиданий) частных
критериев, поскольку для выпуклых задач (т.е. допускающих применение ЛС) неважно, с помо-
щью какой из сверток задать параметризацию максимума вектора математических ожиданий
частных критериев.

Формально, обозначая через АЛС и АОЛС множества в критериальном пространстве, представ-
ляющие МК-максимум МК-среднего вектора частных критериев, получаемый с помощью пара-
метрической максимизации математического ожидания функции свертки (для ЛС и ОЛС соот-
ветственно), можем записать, что

и

Таким образом, применение методов стохастического программирования в МК-задачах стоха-
стической оптимизации дает решения, зависящие от выбранной в методе функции свертки.
Подчеркнем, что нет однозначного ответа на вопрос, какое из этих решений является более пра-
вильным, ни с теоретической, ни с содержательной точек зрения.

Для иллюстрации различий модифицируем МК-задачу ЛПР С из разд. 1, следуя [9]. Пусть
векторный критерий у ЛПР С зависит от с.в. ξ, принимающей значения 1 и 2 с вероятностью 1/2,
F(x, ξ) = (f1(х, ξ), f2(х, ξ)) = (ξ /2, /ξ). И пусть также С может как угодно делить ресурс
между своими занятиями, т.е. выбирать отводимую на учебу долю х рабочего времени из всего
отрезка [0, 1] (использовать смешанные стратегии ему уже не нужно). Тогда слева на рис. 1 видно
отличие АОЛС от АЛС в данном примере: линия для ЛС сплошная, а для ОЛС помечена точками.
На левом графике штриховой линией еще показан МК-максимин, определяемый [1, 2] как

где EPH(W)  {w*  Rm|w* < w, w  W} – оболочка Эджворта–Парето [3] для W  Rm. Нетрудно
доказать (см. утверждение 1 в [8]), что для любых выпуклых задач АОЛС  EPH(АЛС). При этом
МК-максимин содержится в EPH(АОЛС), так что его можно считать нижней оценкой для АОЛС и
АЛС при неизвестной функции распределения с.в. ξ (в полном соответствии со скалярными зада-
чами [1]).

Для исследуемой постановки рассмотрим также стохастическое обобщение МК-минимакса,
когда ЛПР выбирает х(ξ), уже зная конкретную реализацию с.в. ξ. Задача состоит в том, чтобы
построить МК-оценку вектора его выигрышей, т.е. (формально) найти:

Таким образом, надо при каждом значении ξ определить МК-максимум и взять его матема-
тическое ожидание по ξ (при известной функции распределения). Для поиска МК-максимума
можно применить метод сверток. Если распределение с.в. ξ задано сложно вычисляемой функ-
цией или явно не задано, но доступны ее значения, то по методу Монте-Карло можно использо-
вать случайные реализации с.в. ξ и осреднять соответствующие слейтеровские множества
F(ХS(ξ), ξ). Однако операция осреднения (и суммирования) множеств не является стандартной.
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Поэтому в [8] предложено осреднять/суммировать параметрические максимумы свертки (после
скаляризации) и брать объединение по ее параметрам. Для модельного примера стохастической
МК-задачи ЛПР С получим (в зависимости от используемой свертки) множества:

изображенные на рис. 1 справа. Тонкими линиями на правом графике рис. 1 показаны множе-
ства F(ХS(1), 1) и F(ХS(2), 2), среднее между которыми есть ВОЛС (линия с точками), а ВЛС выделе-
но светлой жирной линией. Здесь результат применения ОЛС представляется более интуитив-
ным, чем дающий явно завышенную оценку результат применения ЛС.

В [8] доказано, что в общем выпуклом случае АЛС  EPH(ВЛС), АОЛС  EPH(ВОЛС), ВОЛС 
EPH(ВЛС) и МК-минимакс содержится в EPH(ВОЛС), где (согласно определению из [1, 2, 14])

МК-минимакс задается формулой

Для рассматриваемой модельной задачи ЛПР С значение МК-минимакса образуют на рис. 1
справа участки кривых F(ХS(1), 1) и F(ХS(2), 2) ниже точки их пересечения. Как и в скалярных за-
дачах, МК-максимин меньше МК-минимакса (включен в EPH), т.е. между гарантированными
оценками стохастического МК-максимума выполнено то же соотношение, что и между соответ-
ствующими значениями для известной функции распределения с.в. ξ.

3. Динамические постановки МК-задачи. Операция суммирования или осреднения МК-опти-
мумов может возникать также в динамических МК-задачах. Допустим, что F(х(1), 1) – значение
вектора критериев в первый период времени, а F(х(2), 2) – во второй и ЛПР выбирает вектор
(х(1), х(2)) из [0, 1] × [0, 1] с целью МК-максимизации среднего за два периода МК-результата,
т.е. достижения

Однако возможно, что ЛПР не специфицирует свой векторный критерий как
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Рис. 1. Соотношения между АОЛС и АЛС (слева) и ВОЛС и ВЛС (справа) [8]
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а оставит его в скаляризованной форме двух параметрических семейств:

Причем, в силу несвязанности между собой ограничений на х(1) и на x(2), максимум полусуммы
значений функции свертки равен полусумме максимумов функции C(·) и определяется как ВОЛС
или как ВЛС, т.е. зависит от вида свертки С(·) (см. на рис. 1 справа). Похоже, что при любом
усложнении постановки МК-задачи выбор функции свертки уже начинает влиять на получаемое
решение (см. также ниже в разд. 4).

Для исследуемого модельного примера можно представить себе, что в первый момент време-
ни условия принятия решений благоприятствуют второму критерию ЛПР С, а во второй – его
первому критерию. Но с позиций МК-оптимизации это не значит, что в первый момент С дол-
жен максимизировать второй критерий, а во второй момент – первый. При разных значениях λ
у него будут разные оптимальные стратегии, зависящие, в том числе, от выбранной им свертки.
В частности, для ЛС с λ = (1/2, 1/2) максимизирующие свертку хL(1, λ) = 0.2 и хL(2, λ) = 0.8, а для
ОЛС с μ = (1/2, 1/2) – наоборот, т.е. хG(1, μ) = 0.8 и хG(2, μ) = 0.2. Тем самым при одинаковой
важности для него обоих критериев ЛПР, использующий ЛС, больше ресурса отдает на улучше-
ние критерия, для которого ситуация благоприятная, а использующий ОЛС – улучшает вперед
тот частный критерий, что находится в данный момент в худших условиях. В итоге ЛС приводит
к более оптимистичной оценке оптимума, чем ОЛС, в задаче динамической векторной оптими-
зации. И при этом стратегия ЛПР С, уравнивающая итоговые значения критериев, имеет макси-
мальную оценку в случае ЛС и минимальную в случае ОЛС (если считать по расстоянию в кри-
териальном пространстве от точки (0, 0) – “ничего по обоим критериям”). Действительно
(см. на рис. 1 справа), точка пересечения ВЛС с биссектрисой первого ортанта лежит вне круга ра-
диуса 0.75 с центром в начале координат, а для ВОЛС аналогичная точка совпадает с такой же на
графике МК-минимакса (когда вместо полусуммы по двум моментам времени берется мини-
мальное из значений в каждый момент).

Отметим, что если ограничить выбор ЛПР С стратегиями, не меняющимися по времени, т.е.
равенством х(1) = х(2), допустим, взять х(·) = 1/2, то в исходной постановке не получим точки
оптимума, поскольку графики для АЛС и ВЛС пересекаются лишь на осях координат и аналогично
АОЛС и ВОЛС, а также МК-максимин и МК-минимакс (ср. левую и правую части рис. 1). Данным
рисунком еще раз подтверждается тот факт, что для МК-задач не характерно наличие седловой
точки как в обычном смысле равновесия (хотя по каждому частному критерию в изучаемом при-
мере имеется седловая точка), так и в общем смысле отсутствия выигрыша от использования ин-
формации (в данном случае о периоде времени или о реализациях с.в. ξ).

В [15] показано, что совпадение МК-максимина и МК-минимакса соответствует ситуации,
когда многокритериальность несущественна, т.е. удается достичь максимума по всем критериям
сразу. Поэтому нельзя принять условие такого равенства в качестве определения решения МК-игры.
Ниже обсудим обобщения понятия равновесия Нэша на МК-случай.

4. Игровая МК-задача. Игровая постановка МК-задачи из разд. 2 была подробно проанализи-
рована в [9], где вместо с.в. ξ фигурирует стратегия у  Y второго ЛПР – игрока П, моделирую-
щего преподавателя. Предполагается, что ЛПР П стремится путем выбора у  {1, 2} минимизиро-
вать векторный критерий F(х, у), который максимизирует первый ЛПР – игрок С, выбирая х ∈ Х =
= [0, 1]. Вектор-функция F(x, y) = (f1(х, y), f2(х, y)) = (y /2, /y). Допускается применение
П смешанных стратегий.

Для решения МК-игр двух лиц с противоположными интересами , где F(x, y) =
= (f1 (x, y), …, fm (x, y)), известен подход [16], обобщающий на МК-постановки понятие равнове-
сия по Нэшу (седловой точки – для двух игроков с противоположными интересами). Следуя [16],
решением данной МК-игры, или МК-равновесием, можно считать множество R таких точек
(х*, у*), что х*  ХS (у*) и у*  YS (х*), здесь индекс S указывает на множество оптимальных по
Слейтеру реализаций МК-максимума вектор-функций F(х, у*) и –F(х*, у) соответственно. В слу-
чае конечных Х и Y Шепли [5] свел описание указанного множества R к семейству задач поиска
решений скалярных игр с функциями выигрышей – ЛС частных критериев при произвольном
наборе весовых коэффициентов, своих у каждого игрока. В рассматриваемом примере решение
игры по Шепли оказалось неизбирательным: состояло [9] из всех пар (х, q), где q – вероятность
выбора у = 2 игроком П. При замене ЛС на ОЛС получили более узкое множество.
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Основное отличие в постановке МК-игры из [9] от условий [5] – отсутствие конечности мно-
жества Х стратегий С. При этом игроку С не требуются смешанные стратегии. Если аппроксими-
ровать Х конечным множеством и допустить смешанные стратегии, то получим все исходные
стратегии игрока С, но компоненты его вектор-функции выигрышей станут кусочно-линейны-
ми. Вопрос о существенности указанного отличия рассмотрим ниже. В общем случае конечного
числа стратегий игрока С имеем Х = {0, 1/Т, 2/Т, …, (Т – 1)/Т, 1}, где Т – целое. Разрешим С
применять смешанную стратегию p(·) > 0 с суммой компонент, равной 1, т.е. из симплекса P
в (Т + 1)-мерном пространстве. Пусть, применяя p(·), игрок С рассчитывает, согласно [10], на
средний выигрыш по обоим критериям:

для у  Y = {1, 2} (верхний индекс Т у функции соответствует параметру дискретизации). Пред-
ложенное осреднение в МК-задаче отличается от формулы (1.1), поскольку здесь речь идет не о
неконтролируемом факторе (с.в. ξ), а об изменении критерия игроком С при изменении им сво-
его множества стратегий (с Х на P).

Для наглядности остановимся на предельном случае Т = 1 из разд. 2 и так же, как и там, обо-
значим через p вероятность выбора х = 1. Тогда векторный критерий С равен

и , а . Подчеркнем, что если бы игрок С, используя сме-
шанную стратегию, применял осреднение к свертке Гермейера, то его результат в данном при-
мере не поднялся бы от 0 (см. в разд. 1). А так, в критериальном пространстве имеем для p  [0, 1]
два пересекающихся отрезка прямых из точки (0, 1/2) в (1, 0) и из точки (0, 1) в (1/2, 0), что явля-
ется линейной аппроксимацией множеств F(ХS(1), 1) и F(ХS(2), 2) из разд. 2 (показанных на рис. 1
справа). В полученной задаче для ЛПР С при каждом у все достижимые точки оптимальны по
Слейтеру, поэтому указанные отрезки определяют значения МК-максимума по p  [0, 1] средне-
го по его смешанной стратегии вектора критериев игрока С при у = 1 и 2 соответственно.

Построим для рассматриваемого примера множества: R = RЛС – решение и ZЛС – значение
МК-игры, согласно [5, 16], и их аналоги RОЛС и ZОЛС при использовании ОЛС вместо ЛС обоими
игроками. Предположим, как в [9], что относительно смешанных стратегий противника игроки
используют осреднение не каждого из своих критериев, а их свертки.

Обозначим через λ:= λ1 вес первого критерия игрока С в ЛС. При фиксированном выборе у
игроком П скаляризация ЛС с параметром λ у игрока С задается функцией

Ее среднее значение по у равно

где q – вероятность у = 2 в смешанной стратегии игрока П. Максимум по p реализуется следую-
щей стратегией игрока С:

Аналогично минимум средней ЛС  с параметром α для игрока П реализуется стратегией

Ситуация (1 – α, 2 – 3λ) является равновесной для скалярной игры, в которой С выбрал ЛС с па-
раметром λ при λ ∈ [1/3, 2/3] (поскольку q0  [0, 1]), а П выбрал ЛС с параметром α. Так что при
выборе всех возможных пар весовых коэффициентов получим все возможные пары (p, q), т.е.
весь набор смешанных стратегий в качестве решения МК-игры, согласно [5] (в ЛС). Та же кар-
тина наблюдалась и до дискретизации множества Х (см. [9, рис. 7а]).
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Вычислим теперь равновесия в ОЛС при условии, что по смешанным стратегиям противника
игрок осредняет уже не каждую компоненту вектора критериев, а их ОЛС. (Иначе по определе-
нию [16] и свойствам ОЛС пришли бы к тому же множеству (p, q), что и для ЛС.) Отметим, что
после осреднения по своей стратегии каждым из игроков их частные критерии перестают быть
противоположными. Поэтому даже при равенстве коэффициентов свертки у игроков средние
значения их ОЛС могут не привести к игре с нулевой суммой (в отличие от ЛС, где осреднение
свертки равносильно осреднению компонент).

Для игрока С, применяющего смешанные стратегии и ОЛС с параметром μ := μ1, среднее зна-
чение ОЛС при выборе q игроком П равно

(4.1)

Для игрока П, использующего у = 2 с вероятностью q и ОЛС с параметром ν, значение ОЛС и ее
среднее дают формулы

и

(в случае μ, ν равно 0 или 1 соответствующие слагаемые опускаем). При заданном значении p и
ν минимум по q последнего выражения реализуется на

(4.2)

Оптимальная стратегия игрока С при q = 1 равна

Для q = 0 оптимум достигается на

что меньше предыдущего при μ > 1/2. При этом всегда p1 ≤ p2 (равенство будет только для μ = 0
или 1).

С учетом (4.2) получаем, что при μ > 1/2 и p1 < ν (т.е. 2ν/(1 + ν) > μ и потому ν > 1/3) пары (p1, 1)
являются равновесными для игры С и П в ОЛС. Симметричные равновесия образуются парами
(p2, 0), когда μ < 1/2 и p2 > ν (т.е. μ > ν/(2 – ν) и необходимо ν < 2/3). Для соответствующих μ и ν
компонента p1 в своей паре пробегает все значения из отрезка [1/3, 1], а p2 – из [0, 2/3]. Сложнее
случаи: при μ > 1/2, если 2ν/(1 + ν) < μ (т.е. p1 > ν), а при μ < 1/2, если ν/(2 – ν) > μ (т.е. p2 < ν).
С такими μ и ν игроку С уже может оказаться выгодней вполне смешанная стратегия игрока П,
которая способна быть равновесной лишь для последнего варианта в (4.2).

На базе соотношений между минимумами в (4.1) приведем явный вид для значений функции
выигрыша игрока С:
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Эта функция непрерывна по p, найдем ее максимум:

и реализацию максимума

В итоге, на основании (4.2) для фиксированной пары параметров  равновесными будут все
следующие пары стратегий:

(4.3)

Перебрав все значения параметров , получим в пространстве стратегий квадрат [0,1] × [0,1]
из равновесий. Отсюда выводим, что множество равновесных смешанных стратегий RОЛС совпа-
дает с RЛС и тоже оказывается неизбирательным. Заметим, что при μ = 1/2, ν = 1/2 вполне сме-
шанная стратегия q = 1/2 игрока П не выгодна для С, так как выбором p ≠ ν игрок С обеспечит
q = 0 или 1 и выигрыш 2/3, в отличие от значения 1/2 для (4.1), которое дает ему выбор p = 1/2.
Однако точка (1/2, 1/2) входит в RОЛС, а значит, ни одному игроку по отдельности не выгодно от
нее отклониться.

В результате показали, что при переборе всех пар весовых коэффициентов ОЛС у первого и
второго ЛПР получаются всевозможные пары (p, q) в качестве решения МК-игры в ОЛС, в отли-
чие от того, что было до дискретизации Х (см. [9, рис. 7б]). Таким образом, для простейшего ва-
рианта конечной игры С и П свертки ЛС и ОЛС повели себя одинаково при определении реше-
ния игры. Рассмотренный пример демонстрирует существенное отличие конечных и бесконеч-
ных МК-игр.

На основе указанных равновесий найдем множества в критериальном пространстве, соответ-
ствующие ZЛС и ZОЛС для данного примера. Распространим на него определения из [1, 7, 9], ко-
торые для ЛС и ОЛС (см. F(ХS) и (0.2)) различаются:

На рис. 2 построены оба варианта значения МК-игры. Так что, несмотря на совпадение равно-
весий, получаем несовпадение оценок выигрыша в МК-игре при использовании ЛС и ОЛС и
приходим к разным значениям игры – множествам на рис. 2 слева и справа (на рис. 2 слева при-
ведена аппроксимация ZЛС – точки искомого множества заполняют фигуру целиком; на рис. 2
справа аппроксимация ZОЛС для наглядности показана более жирными точками – ромбиками,
определившими толщину линии). При этом ни ZЛС не содержит ZОЛС, ни наоборот. Вместе с тем
нетрудно заметить, что ZОЛС  EPH(ZЛС), как и для множеств А и В (стохастических вариантов
МК-максимума) из разд. 2.
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Ситуация несовпадения значений при использовании разных сверток имеется и для случая
МК-игры в чистых стратегиях да и просто для оценки МК-выигрыша игрока С при y = 1 (см. в
разд. 1). Интересно сравнить рисунки для множеств, представляющих значение (ZЛС или ZОЛС)
конечной игры на рис. 2 и значение (SЛС или SОЛС) игры с Х = [0, 1] (см. на рис. 3) по построению
из [9]. Хотя рис. 2 и 3 расходятся, причем в части ОЛС сильней, но главное различие, похоже,
определяется дискретизацией Х. Действительно, для Х = [0, 1] видна возможность приближения
к рис. 2 путем спрямления образующих множества SЛС и SОЛС кривых с рис. 3 (рис. 5 и 6 из [9]),
которое соответствует уже упоминавшимся в начале данного раздела отрезкам линейной ап-
проксимации множеств F(ХS(1), 1) и F(ХS(2), 2), показанных на правом графике рис. 1 тон-
кими линиями. Для T > 1 получается промежуточная картина, но далее на ней останавли-
ваться не будем.

Таким образом, можно заменить основанную на ЛС аксиому WEIGHT из [4] на аналогичную
при использовании ОЛС вместо ЛС и применить концепцию решения на базе ОЛС, тогда полу-
чим для данного примера то же множество равновесий, что и по [5, 16]. Однако МК-оценки вы-
игрышей игроков на базе разных сверток отличаются. Это различие связано не столько со спе-
цификой формулы (0.2) (появлением лишних точек Слейтера), сколько с иной, чем в [4, 5], трак-

Рис. 2. Аппроксимация ZЛС (слева) и ZОЛС (справа) для исследуемого примера [10]
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Рис. 3. Аппроксимация SЛС (слева) и SОЛС (справа) для рассматриваемого примера [9]
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товкой МК-осреднения при учете смешанных стратегий партнера, которая для ЛС не дает
отличий от стандартной, а при использовании ОЛС уже проявляется (см. в разд. 1). Но подчерк-
нем, что предложенная в настоящей статье трактовка соответствует подходу стохастической оп-
тимизации в приложении к МК-задачам и применение методов стохастического программиро-
вания для численного решения стохастических МК-задач будет приводить именно к таким зна-
чениям. Для стандартной трактовки, когда осредняются все частные критерии, а не их свертка,
для рассматриваемого примера результаты с ЛС и с ОЛС будут совпадать. В частности, в качестве
значения конечной МК-игры будет построено множество с рис. 2 слева, а при Х = [0, 1] – мно-
жество, изображенное слева на рис. 3. Тем не менее, ниже останемся в рамках трактовки осред-
нения, изначально принятой в работе.

На рис. 3 также видно, что SОЛС  EPH(SЛС). Исследуем выполнение включения в общей МК-иг-
ре по аналогии с доказательством утверждения из [8] на базе неравенства  из
разд. 0. Обозначим

МК-игру двух лиц с нулевой суммой. Пусть, когда X, Y конечны, первый и второй игроки при-
меняют смешанные стратегии p и q соответственно (для упрощения обозначений жирным
шрифтом здесь и далее выделены векторы p(·) и q(·) с компонентами – вероятностями чистых
стратегий). Предполагаем, что оба игрока ориентируются в таком случае на осредненные част-
ные критерии Еfi по своим смешанным стратегиям, а по смешанным стратегиям партнера каж-
дый игрок осредняет используемую им свертку своих частных критериев. При бесконечности X
и (или) Y далее будем считать их выпуклыми компактами и все частные критерии вогнутыми по
x и выпуклыми по y.

Обозначим для игры Г через RЛС и RОЛС множества из всех равновесий по Нэшу в скалярных
играх двух лиц с функциями выигрышей – свертками ЛС и ОЛС (или их средними по компонен-
там смешанной стратегии партнера) частных критериев (или их средних по своим стратегиям) с
различными весами. Обозначим через ZЛС множество значений z с zi = Efi для седловых пар (p, q)
из RЛС, а через ZОЛС – множество векторов  для пар (p(μ), q(μ)) из RОЛС, где μ – вектор
коэффициентов свертки (из симплекса в m-мерном пространстве), а (p(μ), q(μ)) – равновесия в
тех скалярных играх с ОЛС, в которых у первого игрока свертка с весовыми коэффициентами μ
(при любых параметрах свертки у второго). В сделанных предположениях (с учетом перехода на
смешанные стратегии p и q в конечной игре Г) равновесия для всех построенных указанным об-
разом из Г скалярных игр существуют в силу вогнутости по x (и p) и выпуклости по y (и q) функ-
ции-свертки (ее математического ожидания).

У т в е р ж д е н и е 1. Для введенной МК-игры Г из условия RОЛС  RЛС следует ZОЛС 
EPH(ZЛС).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть RОЛС  RЛС, выберем (p, q) из RОЛС. В случае если X и (или) Y

бесконечные, под соответствующими p и (или) q будем подразумевать чистые стратегии. Рас-
смотрим для (p, q) вектор w из ZОЛС, его компоненты

где Y = {y j}. Для таких k, что , выполнено

Поскольку по условию пара (p, q) еще и принадлежит RЛС, а математическое ожидание ЛС сов-
падает с ЛС математических ожиданий частных критериев, то вектор, состоящий из ,
включен в ZЛС. И так как все компоненты wk не превосходят , k = 1, …, m, то w ∈ EPH(ZЛС).
В силу произвольности (p, q) получили, что ZОЛС  EPH(ZЛС) в условиях утверждения 1 (в част-
ности, для примеров из [8–10]).

У т в е р ж д е н и е 2. Для введенной МК-игры Г на бесконечных X и Y имеем RОЛС = RЛС и
ZОЛС  EPH(ZЛС).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В случае когда X и Y бесконечные, в силу рассмотрения для RЛС опти-
мума по Слейтеру (см. в разд. 0) представление решения МК-игры по [16] с помощью RЛС спра-
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ведливо, согласно [5]. Это значит, что для всех пар (x, y) из RЛС выполнено  для F(x, y) при
фиксированном y и наоборот. Указанное условие можно из [1, 7] записать и с помощью ОЛС.
В обратную сторону: для (x, y) из RОЛС выполнено по свойствам ОЛС, что  для F(x, y) при
данном y, и в силу выпуклости задачи из [2] вытекает, что x максимизирует при этом y еще и ЛС,
а выбор y тоже минимизирует ЛС с данным x, т.е. (x, y) окажется из RЛС. Таким образом RОЛС = RЛС
для игр без осреднения (на бесконечных X и Y). Далее применяем утверждение 1.

Из утверждения 2, перейдя к конечной МК-игре в смешанных стратегиях, когда частные кри-
терии заменены их средними по (p, q), получим то же равенство RЛС = RОЛС и то же свойство
ZОЛС  EPH(ZЛС). Отметим, что для этой постановки аксиомы, предложенные в [4] для понятия
решения МК-игры, кроме WEIGHT, выполняются и для RОЛС. А так как, согласно [4], RЛС – мак-
симальное (по включению) множество, являющееся решением (в смысле аксиоматики [4]) ко-
нечной МК-игры в смешанных стратегиях, то для подобной МК-игры из результатов [4] получа-
ем RОЛС  RЛС. Утверждение 2 усиливает этот результат для стандартной постановки –
с осреднением частных критериев, а не их свертки.

Для исследуемой постановки (с осреднением свертки, а не каждого критерия) пока не уда-
ется доказать аналогичное включение для значений игры Г без предположения о включении
RОЛС  RЛС. Обоснуем более слабый общий результат. Рассмотрим сначала случай конечного Y и
перехода к смешанным стратегиям второго игрока, т.е. к парам (x, q).

У т в е р ж д е н и е 3. Во введенной МК-игре Г с бесконечным X для любой точки w из ZОЛС
найдется точка из ZЛС, которую w не доминирует (по Слейтеру).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем (x, q) из RОЛС. Тогда q реализует при выбранном x минимум
ОЛС из Efi с некоторым вектором весовых коэффициентов ν и (из [1, 2]) минимум ЛС из Efi
(с другими весами, пусть λ). В свою очередь x максимизирует для данного q математическое ожи-
дание ОЛС (при векторе весовых коэффициентов μ) на X. Рассмотрим для (x, q) вектор w из ZОЛС,
его компоненты

где Y = {yj}. Для таких k, что , запишем, как и выше при доказательстве утверждения 1,

При этом для  – седловой точки игры в ЛС с вектором весов λ у обоих игроков имеем, что
поскольку стратегия q реализовала минимум ЛС в точке x, то

Следовательно, вектор с компонентами  не может доминировать вектор z из ZЛС с компо-
нентами . А так как все компоненты  не превосходят , то и w не может доми-
нировать вектор z из ZЛС. В силу произвольности (x, q) получили утверждение 3 для рассматрива-
емого случая (которому соответствует пример из [9]).

Попытаемся аналогично проанализировать случай конечного X и бесконечного Y. Возьмем
произвольную пару (p, y) из RОЛС (при некоторых весовых коэффициентах μ у первого ЛПР) и со-
ответствующий вектор w из ZОЛС :

где X = {x j}, k = 1, …, m. Для таких k, что μk > 0, выполнено

С другой стороны, поскольку p реализует максимум ОЛС средних, т.е. , для данного y
(с весами μ), то для некоторого вектора весовых коэффициентов λ, согласно [7], стратегия p мак-
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симизирует и ЛС при том же y. Так что для  – седловой точки игры в ЛС с вектором весов λ у
обоих игроков справедливо

Поэтому сравнить w с полученным  не удается. Вопрос об обобще-
нии утверждения 3 на случай конечного X остался открытым.

Основным недостатком рассмотренного подхода с осреднением свертки частных критериев в
МК-играх является для ОЛС потеря симметрии результатов игроков, интересы которых исходно
были противоположными. Действительно, если вернуться к модельному примеру игры двух лиц
с рис. 2 [10], то при использовании игроками ЛС получим для ЛПР П, что значение  МК-иг-
ры для него совпадает с ZЛС (значением игры для ЛПР С). В случае ОЛС значение МК-игры для
П определяется как

Заметим, что когда  стремится к 0 или 1, среднее значение ОЛС игрока П стремится к бесконеч-
ности (в отличие от значения игры для ЛПР С). Причем если для первого варианта равновесия
в (4.3) значение  от ν не зависит и остается конечным (=3/2), то для второго варианта
оно растет с приближением ν к 0, а для третьего – к 1. В итоге, в качестве аппроксимации для

 (с использованием ε-сети на ) будем иметь вместо ZОЛС, изображенного справа на
рис. 2, множество, изображенное справа на рис. 4 (фрагмент которого показан на рис. 4 слева).
Чем мельче сеть, тем дальше уходят полосы на осях на рис. 4, их толщина для  одинакова
(= 1/2), и они будут полностью закрашены. Линия на рис. 4 слева при , напротив, не име-
ет толщины, а просто на рисунке показана жирными точками-ромбиками.

Сравнивая левые графики на рис. 2 и 4, видим, что для  и  не верны соотношения
утверждения 1, несмотря на совпадение RЛС и RОЛС. Для минимизирующего вектор-функцию вы-
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Рис. 4. Аппроксимация  (справа) и ее укрупненный фрагмент (слева) для ЛПР П
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игрышей ЛПР П аналогичное утверждение требует небольшого уточнения. Обозначим через
EPH> оболочку Эджворта–Парето в задаче на минимум:

У т в е р ж д е н и е 4. Для введенной выше МК-игры Г из условия RОЛС  RЛС следует, что для ми-

нимизирующего векторный критерий игрока все точки w с 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть RОЛС  RЛС, выберем (p, q) из RОЛС. В случае если X и (или) Y

бесконечные, под соответствующими p и (или) q будем подразумевать чистые стратегии. Рас-
смотрим для (p, q) вектор w из , его компоненты

где X = {x j}. Для таких k, что , выполнено

По условию (p, q) принадлежит и RЛС, а так как математическое ожидание ЛС совпадает с ЛС
математических ожиданий частных критериев, то вектор, состоящий из , включен в

 = ZЛС. И поскольку, как показано выше, все ненулевые компоненты wk не меньше, чем
, k = 1, …, m, получаем, что при w > 0 выполнено  EPH>(ZЛС). В силу произвольности

(p, q) доказали утверждение 4.
Теперь, с учетом поправки на участки на осях координат можно говорить о том, что утвержде-

ние 1 обобщается и для минимизирующего игрока:  ∩  при RОЛС  RЛС.
Такое включение уже справедливо для левых графиков на рис. 2 и 4.

Заключение. Использование смешанных стратегий в МК-оптимизации не дает однозначно-
сти при совмещении со скаляризацией, поскольку не всегда математическое ожидание свертки
частных критериев совпадает со сверткой их средних значений, например в случае логической
свертки или свертки Гермейера. При этом переход к средним критериям не обусловлен содержа-
тельно и не факт, что конструктивен (например, для стохастических постановок – см. разд. 2).
При рассмотрении МК-игр двух лиц с нулевой суммой (разд. 4) возникает практически интерес-
ная ситуация, когда по своей смешанной стратегии игрок осредняет значения частных критери-
ев, а по смешанным стратегиям противника применяет осреднение свертки критериев. Тогда для
ОЛС не получается доказать аксиому согласованности (CONS) из [4], продолжающую принцип
оптимальности, принимаемый для себя каждым игроком по отдельности, на большее их число в
игре, и тем самым обосновать включение RОЛС  RЛС. И как только речь идет об осреднении
свертки, надо иметь в виду, что разные свертки могут дать различные результаты в качестве ре-
шения.

В настоящее время понятие об осреднении свертки встречается в литературе лишь в работах
авторов статьи. В последних зарубежных публикациях (см., например, в [17], как и в классиче-
ских [4–6]) по смешанным стратегиям сразу берется математическое ожидание частных крите-
риев (отчего теряется специфика МК-задачи со случайным фактором), а также по большей части
вслед за [5] применяется линейная скаляризация. Исследование предлагаемой статьи призвано
привлечь внимание к односторонности подобного подхода. Для дальнейшего представляет ин-
терес рассмотрение не только умозрительного примера игры из разд. 1, 4, но и ряда экономиче-
ских моделей, в частности, из [18–20], для которых имеет смысл проанализировать, чем отлича-
ется решение и значение игры, если игроки-ЛПР ориентируются на скаляризацию функции
выигрышей с помощью свертки Гермейера.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Гермейер Ю.Б. Введение в теорию исследования операций. М.: Наука, 1971.
2. Подиновский В.В., Ногин В.Д. Парето-оптимальные решения многокритериальных задач. М.: Наука,

1982.
3. Лотов А.В., Поспелова И.И. Многокритериальные задачи принятия решений. М.: МАКС Пресс, 2008.

≥ = ∈ ≥ ∈defEPH ( ) { | }.mZ w w z ZR
⊆

≥≠ ОЛС ЛСпринадлежат EP' '0 из ( ).Hkw Z Z
⊆

ОЛС'Z

ν > ν > ν >
= ν ≥ ν = ν =

ν ν ν∑ ∑
q q p q

: 0 : 0 : 0

E ( , ) E ( , ) E ( , )( )max max ( ) max , 1, ,
i i i

j j
j ji i i

k k k ki i i
j ji i i

f x f x fw p x p x k m

ν > 0k

ν >
ν ≥ ν =

ν ν
p q p q

p q
: 0

E ( , ) E ( , )max E ( , ).
i

i k
k k ki

i k

f f f

p qE ( , )kf
ЛС'Z

p qE ( , )kf ∈w

ОЛС'Z ≥> ⊆ ЛС{ 0} EPH ( )w Z ⊆

⊆



120

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 4  2019

НОВИКОВА, ПОСПЕЛОВА

4. Voorneveld M., Vermeulen D., Borm P. Axiomatizations of Pareto Equilibria in Multicriteria Games // Games
and Economic Behavior. 1999. V. 28. P. 146–154.

5. Shapley L.S. Equilibrium Points in Games with Vector Payoffs // Naval Res. Log. Quarterly. 1959. № 6. P. 57–
61.

6. Морозов В.В. Смешанные стратегии в игре с векторными выигрышами // Вестн. МГУ. Вычисл. мате-
матика и кибернетика. 1978. № 4. С. 44–49.

7. Смирнов М.М. О логической свертке вектора критериев в задаче аппроксимации множества Парето //
ЖВМ и МФ. 1996. Т. 36. № 3. С. 62–74.

8. Зенюков А.И., Новикова Н.М., Поспелова И.И. Метод сверток в многокритериальных задачах с неопре-
деленностью // Изв. РАН. ТиСУ. 2017. № 5. С. 27–45.

9. Новикова Н.М., Поспелова И.И. Метод сверток в многокритериальных играх // ЖВМ и МФ. 2018. Т. 58.
№ 2. С. 192–201.

10. Новикова Н.М., Поспелова И.И. Смешанные стратегии в векторной игре и свертка Гермейера // Тр. IX
Моск. междунар. конф. по исследованию операций (ORM2018). Т. 2. М.: МАКС Пресс, 2018. С. 428–
432.

11. Ермольев Ю.М. Стохастическое программирование. М.: Наука, 1976.
12. Нестеров Ю.Е. Алгоритмическая выпуклая оптимизация: Дис. … докт. физ.-мат. наук. М.: МФТИ,

2013.
13. Федоров В.В. Численные методы максимина. М.: Наука, 1979.
14. Поспелова И.И. Классификация задач векторной оптимизации с неопределенными факторами //

ЖВМ и МФ. 2000. Т. 40. № 6. С. 860–876.
15. Крейнес E.M., Новикова Н.М., Поспелова И.И. Многокритериальные игры двух лиц с противоположны-

ми интересами // ЖВМ и МФ. 2002. Т. 42. № 10. С. 1487–1502.
16. Blackwell D. An Analog of the Minimax Theorem for Vector Payoffs // Pacific J. Mathematics. 1956. V. 6. № 1.

P. 1–8.
17. Hamel A.H., Löhne A. A Set Optimization Approach to Zero-Sum Matrix Games with Multi-Dimensional Pay-

offs // Mathematical Methods of Operations Research. 2018. V. 88. Iss. 3. P. 369–397.
18. Mármol A.M., Monroy L., Caraballo M.A. et al. Equilibria with Vector-Valued Utilities and Perfect Information.

The Analysis of Mixed Duopoly // Theory and Decision. 2017. V. 83. № 3. P. 365–383.
19. Caraballo M.A., Mármol A.M., Monroy L. et al. Cournot Competition under Uncertainty: Conservative and Op-

timistic Equilibria // Review of Economic Design. 2015. V. 19. № 2. P. 145–165.
20. Bade S. Nash Equilibrium in Games with Incomplete Preferences // Economic Theory. 2005. V. 26. № 2.

P. 309–332.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


