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Исследуется задача о квазиоптимальном (близком к оптимальному) по быстродействию тор-
можении вращений твердого тела, несущего элементы с распределенными и сосредоточен-
ными параметрами. Предполагается, что тело содержит сферическую полость, заполненную
жидкостью большой вязкости (при малых числах Рейнольдса), и вязкоупругий элемент, мо-
делируемый подвижной массой, соединенной сильным демпфером с корпусом. Наличие по-
движной массы моделирует присутствие нежестко закрепленных элементов на космическом
аппарате, что при длительном воздействии оказывает существенное влияние на его движение
относительно центра масс. Кроме того, на тело действует малый момент сил сопротивления
среды, а также малый управляющий момент, ограниченный эллипсоидальной областью.
Проведено асимптотическое решение на основе процедуры усреднения по фазе невозмущен-
ного прецессионного движения и численное интегрирование.

DOI: 10.1134/S0002338819050020

Введение. Анализ объектов, содержащих элементы с распределенными и сосредоточенными
параметрами, представляет интерес в теоретическом и прикладном аспектах. Получены кон-
структивные результаты для систем, содержащих квазитвердые тела. Эти модели предполагают,
что их движение близко движению абсолютно твердых тел. Влияние неидеальностей может быть
определено на основе асимптотических методов нелинейной механики. Оно сводится к нали-
чию дополнительных возмущающих моментов в уравнениях углового движения Эйлера некото-
рого фиктивного твердого тела. Исследованию динамики твердых тел с внутренними степенями
свободы посвящен ряд работ, например [1–5] и др.

Анализу пассивных движений твердого тела с полостью, заполненной жидкостью большой
вязкости, уделялось значительное внимание [2, 3, 6]. Исследование неуправляемых движений
твердого тела в сопротивляющейся среде было проведено в [3, 4, 7, 8]. Проблеме управления вра-
щательными движениями квазитвердых тел с помощью сосредоточенных (приложенных к кор-
пусу) моментов сил, важной для приложений, уделялось меньше внимания [4, 9–12].

Рассматривается задача квазиоптимального (близкого к оптимальному) по быстродействию
торможения вращений динамически симметричного твердого тела с полостью, заполненной
жидкостью большой вязкости. К точке на оси симметрии тела прикреплена вязкоупругим демп-
фером подвижная масса. Кроме того, на тело извне действует момент сил сопротивления вязкой
среды.

1. Постановка задачи. Рассматриваются управляемые вращательные движения динамически
симметричного твердого тела со сферической полостью, заполненной жидкостью большой вяз-
кости [2, 3]. Кроме того, к телу, находящемуся в среде с сопротивлением, прикреплена вязко-
упругим демпфером подвижная масса [1, 3].

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 16-11-10343).
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На основании подхода [9] приближенные уравнения Эйлера управляемых вращений в свя-
занной с телом системе координат записываются следующим образом:

(1.1)

Здесь  – вектор управляющего внешнего реактивного момента,  – вектор внутреннего воз-
мущающего момента сил, обусловленный наличием вязкой жидкости в сферической полости,

 – вектор внутреннего возмущающего момента сил, обусловленный вязкоупругим элемен-
том,  – момент сил сопротивления среды [3, 4, 7, 8]. Вектор  – кинетический момент
тела, где  – симметричный тензор инерции невозмущенного твердого тела,

 – вектор угловой скорости, определяемый проекциями на связанные оси. Модуль
кинетического момента тела равен

Величина управляющего момента сил  предполагается малой порядка . Компоненты
управляющих моментов представлены в виде произведений постоянных , имеющих размер-
ность момента сил, на малый числовой (безразмерный) параметр  и безразмерные управляю-
щие функции, подлежащие определению [9, 13]:

(1.2)

Произведения , характеризуют эффективность системы управления по соответ-
ствующей оси связанной системы координат.

В работе предполагается, что момент сил сопротивления среды пропорционален кинетиче-
скому моменту тела [3, 7, 8]

(1.3)

где  – постоянный коэффициент пропорциональности, зависящий в основном от свойств сре-
ды и формы тела.

С учетом (1.2), (1.3) уравнения управляемого движения (1.1) в проекциях на главные оси инер-
ции тела имеют вид [3, 4, 7–9]

(1.4)

В случае , где параметр  может быть функцией времени, управление (1.2)
является оптимальным для любых значений . Если величины  близки, то указанное управле-
ние можно считать квазиоптимальным [9, 13].

Введенные в (1.4) коэффициенты  выражаются через параметры системы следую-
щим образом [1, 3, 9]:

(1.5)

Здесь первая пара коэффициентов  характеризует моменты сил, вызываемые вязкоупругим
элементом,  – масса точки,  – расстояние от центра масс недеформированной системы до
точки крепления на теле. Частота колебаний и скорость их затухания имеют вид 

, здесь c – жесткость,  – коэффициент вязкости. Рассматривается случай, когда выпол-
няются сильные неравенства [1, 3]
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где  – величина начального значения вектора угловой скорости. Неравенство (1.6) позволяет
ввести малый параметр в (1.5) и считать возмущающие моменты малыми для применения метода
усреднения вне возможного начального переходного процесса.

Вторая пара коэффициентов H, L в (1.5) характеризует момент сил, обусловленный сильно
вязкой жидкостью в полости тела,  – объемная плотность,  – кинематический коэффициент
вязкости, P – коэффициент, определяемый формой полости; для сферической полости ра-
диуса  он равен ; основное допущение заключается в малости числа .

2. Решение задачи квазиоптимального торможения. Для решения задачи квазиоптимального
управления обезразмерим задачу. В качестве характерных параметров рассматриваемой задачи
возьмем момент инерции твердого тела относительно оси  –  и величину  порядка на-
чальной скорости. Вводятся безразмерные коэффициенты инерции  и  – безраз-
мерное время.

Тогда система (1.4) примет вид

(2.1)

Здесь на основе принятых допущений введены следующие новые обозначения:

(2.2)

Далее будем использовать безразмерные переменные, опуская знак ~.
Общее порождающее решение системы (2.1) при  имеет вид

(2.3)

Здесь  – фаза колебаний экваториальной составляющей вектора угловой ско-
рости.

Подставим (2.3) в третье уравнение системы (2.1). Учитываем, что  и 
для первых двух уравнений (2.1). Полученную систему уравнений для  и  усредним по фазе .
После усреднения, введя медленный аргумент  и обозначение производной по нему

, получим

(2.4)

Среднее выражений, содержащих множитель , равно нулю. При  уравнения
для  и  интегрируются полностью и данная задача оптимального управления решена аналити-
чески в [4].

3. Приближенный анализ. Рассмотрим частный случай

(3.1)

Домножим первое уравнение (2.1) на p, второе – на q, а третье – на  и сложим. После усред-
нения получим следующее уравнение:

(3.2)
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Учитывая начальное и конечные условия

(3.3)

решение уравнения (3.2) с условиями (3.3) записывается в виде

(3.4)

Отметим, что величина  при  для различных ; наоборот,  при

 ( – любое) или при .
Для системы (2.4) при условии (3.1) рассмотрим замену переменных: . Урав-

нения системы (2.4) записываются следующим образом:

(3.5)

Разделим первое уравнение на второе, получим

После ряда преобразований находим искомый первый интеграл системы (3.5)

(3.6)

Здесь  Тогда с помощью выражения (3.6) уравнение (3.5) для  примет вид

(3.7)

Это уравнение (3.7) может быть решено численно.
4. Численный расчет. Для решения системы (2.4) были проведены численные исследования

при разных начальных условиях и параметрах задачи. В начальный момент перенормированные
величины имеют значение , , а также коэффициенты управляющего момента

, b2 = 1, , причем . Рассмотрим два случая, соответствующие на-
чальным данным

(4.1)

(4.2)
Угловую скорость вращения относительно оси динамической симметрии находим по форму-

ле . Исследования, проведены при значениях перенормированного, коэффициента
сопротивления , 1.8 и коэффициентов  . Параметры выбраны
так, чтобы выполнялись следующие условия: , . Для построения графика величины

кинетического момента использовалось выражение . На рис. 1–4 изобра-
жены однотипные графики функций a, r, G для указанных случаев, полученные в результате чис-
ленного расчета.

На рис. 1, 2 представлены графики изменения функций a, r, G при значениях  и началь-
ных условиях (4.1). При различных значениях коэффициентов  и  время торможения равно

, однако при увеличении коэффициента  график функции  более выгнут (рис. 2).
При начальных значениях (4.2) результат численного интегрирования системы, когда ,

изображен на рис. 3, 4. Время торможения равно . Как видно из рисунка, увеличение ко-
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эффициента момента сил вязкой жидкости в полости приводит к изменению характера убыва-
ния .

Из графиков видно, что при увеличении коэффициента сопротивления  торможение твер-
дого тела происходит быстрее. Также время торможения зависит от начальных значений  и .
Отметим, что изменение переменных , ,  носит монотонный характер. Таким образом, зада-
ча квазиоптимального быстродействия решена.
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Заключение. Аналитически и численно исследована задача квазиоптимального по быстродей-
ствию торможения вращений динамически симметричного твердого тела с полостью, заполнен-
ной вязкой жидкостью, и с вязкоупругим элементом в среде с сопротивлением. Получена усред-
ненная система уравнений, определены время быстродействия  и , а также по-
строены графики изменения кинетического момента и величин a, r экваториальной и осевой
компонент вектора угловой скорости квазитвердого тела.

� 0.63T � 0.53T

Рис. 3. ; ; 
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