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Предлагается метод поиска оптимального закона управления источником ограниченного ре-
сурса. Примерами источников рассматриваемого класса являются: конденсаторные источ-
ники электроэнергии, баллонные источники газа, гидронапорные башни. Предполагается,
что источник разделен на несколько секций. Искомый закон управления минимизирует по-
требную емкость источника на основе рационального отключения и подключения секций
источника к его выходной магистрали в рассчитанные моменты времени в соответствии с из-
вестной программой потребления ресурса. Закон управления ищется в форме кусочно-по-
стоянной вектор-функции времени, элементы значений которой равны единице или нулю.
Рассмотрен пример реализации предлагаемого метода применительно к задаче управления
источником газа.
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Введение. В разнообразных технологических и энергетических установках применяются ис-
точники ограниченных ресурсов. Примерами таких источников являются конденсаторные и ак-
кумуляторные источники электроэнергии, баллонные источники (хранилища) газа, гидрона-
порные башни, пружинные и гироскопические (инерционные) накопители энергии. Источники
указанного типа могут пополняться, но при интенсивном потреблении ресурса роль линии под-
питки, как правило, пренебрежимо мала, доминирующая часть ресурса к потребителям поступа-
ет из запаса, сохраненного в источнике.

Будем предполагать, что источник должен обеспечить ресурсом потребителей в соответствии
с известной программой потребления, которая для каждого момента времени указывает запла-
нированный текущий секундный расход и требуемый потенциал ресурса (электрический потен-
циал, давление газа или жидкости на выходе источника и т.п.). Источник ресурса конструктивно
разбит на секции. Емкость каждой секции и их количество выбирают исходя из конструктивных
соображений и известных затрат ресурса на реализацию программы потребления. Связи секций
между собой и с выходной магистралью питания, исходящей из источника, традиционно счита-
ют стационарными.

Потребную емкость источника и запас ресурса, необходимый для реализации заданной про-
граммы потребления, можно сократить, если допустить возможность управления процессом от-
ключения и подключения его секций к выходной магистрали в заранее запланированные мо-
менты времени. Сокращение потребного запаса и емкости источника при этом обусловлено воз-
можностью более полного опорожнения его секций на интервалах времени с низким уровнем
запрашиваемого потенциала (т.е. запрашиваемого электрического напряжения, давления и т.п.)
и сбережения высокого потенциала для соответствующих участков программы потребления
только в одной или нескольких секциях источника.

Требуется определить программное управление, указывающее моменты времени отключения
и подключения секций источника к его выходной магистрали, которое минимизирует потреб-
ную емкость источника. Закон управления будем искать в форме кусочно-постоянной функции
времени, значением которой является двоичный вектор, i-й элемент которого указывает откры-
та или закрыта в данный момент времени линия, подводящая ресурс от i-й секции источника к
потребителям. Минимизация потребной емкости источника эквивалентна минимизации по-
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требного запаса ресурса, определяемого произведением емкости источника и заданного началь-
ного значения потенциала ресурса.

Разнообразные практические задачи управления ресурсами явились одним из важных стиму-
лов становления и развития теории оптимального управления и оптимизации [1–4]. Несмотря
на неутихающий и в настоящее время интерес к теме оптимального управления ресурсами [5–13],
вышеизложенная задача в научной литературе не рассматривалась. В данной работе предлагает-
ся ее математическая постановка и численный метод решения.

1. Математическая постановка задачи. Считаем, что на интервале времени t ∈ [0, T] заданы
функции p*(t), g*(t), определяющие программу потребления ресурса. Функция p*(t) указывает
минимально необходимый потенциал (электрический потенциал, давление газа или жидкости и
т.п.) в магистрали питания, исходящей из источника, а функция g*(t) – секундный расход ресур-
са из источника (электрический ток, секундный расход газа или жидкости и т.п.). Потребители
ресурса получают его из магистрали через стабилизатор, понижающий потенциал магистрали до
уровня, запрашиваемого данным потребителем или группой потребителей. Потенциал ресурса в
магистрали p(t) должен быть не меньше его значения, запрашиваемого тем или иным потребите-
лем в текущий момент времени, т.е. в каждый момент времени t ∈ [0, T] должно выполняться
условие:

(1.1)

где pi – потенциал ресурса (электрический потенциал, давление газа или жидкости и т.п.) в i-й
секции источника, n – число секций, ui(t) – “проводимость” линии от i-й секции источника к
магистрали питания. Случай ui = 0 соответствует закрытию линии, а случай ui = 1 – ее открытию.
Переменные ui(t) составляют вектор управления u(t) = (ui(t)), i = .

Считаем, что скорость убывания потенциала в секции пропорциональна расходу ресурса и
обратно пропорциональна емкости секции (такая зависимость с учетом известных допущений
соответствует, например, классическим моделям разряда конденсатора и газового баллона),

(1.2)

где Gi(t) = g*(t)ui(t) – расход ресурса из i-й секции, Ci – емкость i-й секции, Ci > 0, i = . Ем-
кость Ci в рассматриваемой задаче считается постоянной на всем отрезке времени [0, T].

В каждый момент времени к выходной магистрали источника может быть подключена не бо-
лее чем одна из его секций. Это исключает бесполезное перетекание ресурса из секций с более
высоким потенциалом в другие секции (указанное перетекание снижает потенциальные воз-
можности обслуживать запросы на ресурс с высоким потенциалом). Данное требование опишем
условием

(1.3)

Потенциал ресурса в секциях источника не может превышать заданной величины pmax:

(1.4)

Показателем качества, подлежащим минимизации, считаем суммарную емкость секций ис-
точника

(1.5)

минимально необходимую для реализации заданной программы потребления ресурса.
Неизвестными являются: закон управления u(t), емкости секций Ci и начальные потенциалы

ресурса pi(0) в каждой из них. Закон управления u(t) ищется в форме кусочно-постоянной век-
тор-функции времени, элементы значений которой равны 1 или 0.

Рассматриваемая задача состоит в выборе значений перечисленных неизвестных, обеспечи-
вающих выполнение соотношений (1.1)–(1.4) и минимизирующих суммарную емкость секций
источника (1.5).
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2. Метод решения. Сформулированная выше задача является задачей оптимального управле-
ния. В ней требуется определить закон управления u(t), параметры объекта управления Ci и на-
чальные значения фазовых переменных pi(0), доставляющие минимум показателю качества (1.5)
с учетом ограничений (1.1)–(1.4).

Формально параметры Ci можно включить в вектор фазовых переменных, дополнив си-
стему (1.2) уравнениями dCi(t)/dt = 0, i = , и, таким образом, заменить неизвестные параметры Ci
неизвестными начальными значениями Ci(0) фазовых переменных Ci(t). При этом функционал (1.5),
вычисляемый для момента времени T, соответствует функционалу классической задачи Майера
вариационного исчисления. В таком случае в терминах оптимального управления рассматрива-
емая задача является задачей минимизации функционала Майера (1.5) c фиксированным време-
нем на множестве фазовых траекторий объекта управления (1.2), стесненных ограничениями (1.1),
(1.3), (1.4), на управление и фазовые переменные.

Эффективное применение известных методов оптимального управления к рассматриваемой
задаче не представляется возможным в силу наличия у нее ряда особенностей, не позволяющих
отнести ее к каноническим задачам теории оптимального управления. В частности, методы ва-
риационного исчисления в данном случае не могут использоваться из-за дискретности значений
искомой функции u(t). Применение метода динамического программирования [1] и принципа
максимума [2] к рассматриваемой задаче неэффективно из-за сложности ограничений, накла-
дываемых не только на управляющие (1.3) и фазовые переменные (1.4), но и на их комбинацию
(1.1) в комплексе с требованием бинарности значений и с многомерностью искомой вектор-
функции u(t). Такое сочетание ограничений и минимизируемого функционала выходит за рамки
канонических задач, решаемых с использованием методов динамического программирования и
принципа максимума.

Применение известных методов математического программирования к конечномерному
аналогу рассматриваемой задачи также не представляется эффективным из-за его существенных
отличий от классических задач математического программирования [3, 4].

В силу указанных причин для решения рассматриваемой задачи представляется рациональ-
ной разработка, согласно классификации, принятой в [3], прямого численного поискового ме-
тода, существенно учитывающего специфику решаемой задачи.

2.1. О п и с а н и е  м е т о д а. Предлагаемый метод основан на задании конечного набора мо-
ментов времени, в которые может происходить смена значений функции управления u(t). Таким
образом, производится аппроксимация искомого закона управления u(t) функцией, меняющей
значения в некоторые моменты времени из заданного конечного набора. При этом на остальные
переменные указанная дискретизация времени не распространяется. В результате задача сводит-
ся к анализу конечного множества вариантов управлений. Значительная часть вариантов управ-
лений исключается из последующего анализа на основе применения логического правила, изло-
женного ниже. Для очередного анализируемого варианта управления по найденным простым
аналитическим зависимостям вычисляются оптимальные значения емкости секций и суммар-
ная потребная емкость источника. Простые в вычислительном плане зависимости позволяют
достаточно быстро анализировать большой объем возможных вариантов управлений. В итоге
среди всех возможных вариантов управлений выявляется оптимальный вариант, которому соот-
ветствует минимальная потребная емкость источника.

В более детальном изложении предлагаемый метод сводится к выполнению следующих дей-
ствий.

Ш а г  1. Интервал времени [0, T] разбиваем на N частей Δt, далее называемых дискретами вре-
мени. Момент времени, соответствующий началу k-й дискреты времени (k = 1, … N), обозначим
как tk. Для каждой дискреты времени назначаем номер секции, подключаемой к магистрали пи-
тания в момент времени tk на всем протяжении данной дискреты времени. В результате находит-
ся значение вектора s, состоящего из N компонент. В нем k-я компонента sk принимает значения
из множества { } и указывает тем самым номер секции, подключаемой к магистрали питания
на протяжении k-й дискреты времени.

Вектор s на интервале времени [0, T] задает значения компонент вектора управления согласно
формуле:

(2.1)
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Таким образом, вектор s, согласно (2.1), задает дискретную аппроксимацию искомого закона
управления u(t).

Множество значений вектора s конечно. В терминах комбинаторики множество всех возмож-
ных значений вектора s эквивалентно множеству размещений с повторениями n различных
предметов по N различным местам. Число таких размещений равно nN. Следовательно, перебор
всех возможных значений векторов s эквивалентен перебору всех целых чисел от 0 до nN – 1.
Каждому целому числу из указанного диапазона взаимно однозначно соответствует единствен-
ный вектор s. Он является n-разрядным представлением целого числа из диапазона от 0 до nN – 1, ес-
ли секциям присвоить номера от 0 до n – 1.

Перебрав и проанализировав все возможные значения вектора s, можно найти его оптималь-
ное значение, определяющее оптимальный закон управления источником.

Перебор можно сократить, если учесть, что изменение названий (обозначений) секций ис-
точника не влияет на результат его работы. Например, вектор s' = (1 2 1 2) и вектор s'' = (2 1 2 1)
предполагают одинаковый алгоритм работы источника: применение двух секций и смену ис-
пользуемой секции на каждой дискрете времени, т.е векторы s' и s'' отличаются только обозначе-
ниями компонент и указывают одинаковый алгоритм работы источника – поочередное опорож-
нение одной из двух секций на каждой дискрете времени. Очевидно, в рамках решаемой задачи
имеет значение лишь та информация, заложенная в векторе s, которая определяет количество и
последовательность задействования секций. Поэтому векторы s, указывающие одинаковое ко-
личество и последовательность (очередность) опорожнения секций, которые различаются толь-
ко названиями компонент, являются эквивалентными в рамках решаемой задачи. Следователь-
но, достаточно анализировать только один вектор s из множества векторов, эквивалентных с
точностью до обозначений компонент. Выделить единственный вектор s из множества эквива-
лентных позволяет следующее правило: первую применяемую секцию источника обозначаем
номером 1, далее каждую вновь задействованную секцию обозначаем номером на единицу боль-
ше максимального номера секции из множества ранее задействованных секций. В формальной
интерпретации это правило сводится к тому, что необходимо анализировать только такие векто-
ры s, в которых впервые встречающиеся уникальные значения компонент монотонно возраста-
ют на единицу с ростом их порядкового номера. Все прочие векторы s исключаются из анализа
как эквивалентные тем, которые, согласно указанному правилу, подлежат анализу. Например,
вектор (1 1 2 3 1 2) подлежит анализу: в нем уникальные значения компонент 1, 2, 3 монотонно
возрастают на единицу с ростом порядкового номера компонент. Вектор (2 2 1 3 2 1) исключается
из анализа. Он не удовлетворяет сформулированному правилу: в нем впервые встречающиеся
уникальные значения компонент 2, 1, 3 не образуют монотонно возрастающей последовательно-
сти. Вектор (1 1 3 4 1 3) также исключается из анализа: в нем уникальные значения компонент 1,
3, 4 монотонно возрастают, но второе значение превышает первое более чем на единицу. Оба ис-
ключаемых вектора эквивалентны вышеприведенному вектору (1 1 2 3 1 2), поскольку отличает-
ся только обозначениями компонент и определяют такое же количество используемых секций и
тот же порядок их применения. Обоснование правомерности указанного правила отсева вариан-
тов представлено в Приложении (см. утверждение 1).

Ш а г  2. Применительно к выбранному значению s формируем функции Gi(t), Pi(t), определя-
ющие соответственно запрашиваемый расход и потенциал ресурса из i-й секции:

∀k ∈ { }: если sk = i, то ∀t ∈ [tk, tk + Δt]: Gi(t) = g*(t), Pi(t) = p*(t); иначе Gi(t) = 0, Pi(t) = 0, i = .

Ш а г  3. Для анализируемого значения s вычисляем оптимальные емкости секций С  по
формулам:

(2.2)

где Qi(t) – ресурс, забираемый из i-й секции на интервале [t, T], ε – достаточно малое число.
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Справедливость формул (2.2) обоснована в Приложении (см. утверждение 2). Там же показа-
но, что оптимальные начальные потенциалы ресурса в секциях одинаковы и равны максимально
допустимому значению pmax, т.е. pi(0) = pmax.

Ш а г  4. Используя формулы (1.5) и (2.2), вычисляем и запоминаем суммарную потребную
емкость секций источника Cmin =  + … + , соответствующую анализируемому значению
вектора s.

Ш а г  5. По окончании перебора всех возможных значений векторов s, генерируемых на шаге 1,
среди них выбирается оптимальный вариант sopt, которому соответствует минимальное значение
потребной емкости среди всех значений Cmin, вычисленных на шаге 4.

В результате выполнения вышеперечисленных шагов метода находим оптимальное значение
вектора s = sopt, определяющее, согласно (2.1), оптимальный закон управления u(t)opt и, согласно
(1.5), (2.2), соответствующее оптимальное значение емкости источника Cmin, при этом оптималь-
ные начальные потенциалы ресурса в секциях источника одинаковы и равны максимально до-
пустимому значению pmax, т.е. pi(0) = pmax.

Основным фактором, от которого зависит точность решения рассматриваемой задачи, явля-
ется значение Δt. Уменьшение Δt повышает точность решения. Однако соответствующее увели-
чение числа дискрет N (Δt = T/N) вызывает значительный рост вычислительных затрат. Поэтому
для определения значения Δt, обеспечивающего приемлемый компромисс между точностью ре-
шения и трудоемкостью его поиска, разумно вначале найти решение для небольшого значения N.
Затем следует увеличивать N и сравнивать получаемые решения по значению показателя каче-
ства (1.5). Увеличение N можно прекратить, когда очередное решение незначительно отличается
от предшествующего. Разность решений по показателю (1.5), полученных с шагом дискретиза-
ции Δt и Δt/2, можно принять в качестве приближенной оценки погрешности решения, получен-
ного с шагом Δt/2.

2.2. Р а с ш и р е н и е  м е т о д а. Изложенный выше метод предполагает, что число секций ис-
точника n задано. Однако его можно распространить на более общий случай, когда число секций
подлежит определению. В таком случае представляется рациональным последовательно увели-
чивать число секций источника с единицы до значения, когда дальнейшее увеличение их числа
не приводит к достаточно значимому уменьшению потребной емкости источника. Таким обра-
зом достигается разумный компромисс между усложнением конструкции источника и снижени-
ем его емкости. Кроме того, следует изначально учитывать, что если исходные данные задачи со-
ответствуют условиям утверждения 3 (см. Приложение), то никакое увеличение значения n не
позволяет снизить потребную емкость источника.

3. Пример. Рассмотрим реализацию предлагаемого метода применительно к задаче управле-
ния секционированным газобаллонным источником азота, обеспечивающим реализацию тех-
нологического процесса, который требует подачи азота в соответствии с программой потребле-
ния (рис. 1, 2). Настоящая программа для каждого момента времени указывает потребный се-
кундный массовый расход g*(t) и потребное давление p*(t) в выходной магистрали источника
газа (единицы измерения физических величин, представленных на графиках, соответствуют си-
стеме СИ). Максимально допустимое давление газа, запасаемого в источнике pmax = 150 × 105 Па.

В случае, когда источник состоит из одной секции (n = 1), множество возможных значений
вектора s состоит из единственного вектора, все компоненты которого – единицы. Следователь-
но, производить перебор значений вектора s не требуется. Предложенный метод в данном случае
сводится к следующим действиям: на этапе 1 всем компонентам вектора s присваиваем значение 1;
на этапе 2 находим G1(t) ≡ g*(t), P1(t) ≡ p*(t), ∀t ∈ [0, T]; на этапе 3 по формулам (2.2) определяем
минимально необходимое значение емкости источника: C = 1.960 × 10–4 м3кг/Дж. Начальное
давление p1(0) = pmax = 150 × 105 Па. Емкость Ci в формуле (1.2) связана с параметрами источника
газа известной [14] зависимостью Ci = Wi/(RTg), где Wi – объем i-й секции, R – газовая постоян-
ная, Tg – температура газа. Указанная зависимость позволяет рассчитать объем баллонов, со-
ставляющих секцию источника: Wi = CiRTg. В данном примере R = 297 Дж/(кг ⋅ K), Tg = 300 K,
W = 17.46 м3.

Процесс изменения давления p(t) в выходной магистрали односекционного источника, соот-
ветствующий найденному оптимальному значению его емкости, представлен на рис. 3. Свиде-
тельством оптимальности выбранной емкости источника является наличие точки касания гра-
фиков функций p*(t) и p(t), указывающее на то, что ограничение (1.1) выполняется, но стало ак-

min
1C min

nC
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тивным (в один из моментов времени выполняется как равенство) и, следовательно, дальнейшее
уменьшение емкости источника невозможно.

Проверка условия утверждения 3 показывает, что увеличение числа секций источника может
снизить его потребную емкость.

В случаях, когда источник состоит из нескольких секций, согласно предложенному методу,
интервал времени от 0 до 1000 с, на котором задана программа потребления (рис. 1, 2), разбиваем
на N частей. Примем, что разбиение осуществляется на 10 равных частей (N = 10). Далее осу-
ществляем генерацию и анализ векторов s с учетом рекомендаций, изложенных в описании рас-
смотренного метода.

Для двухсекционного источника (n = 2), действуя в соответствии с разработанным методом,
находим оптимальное значение вектора s = (1 1 1 1 2 2 2 2 2 1), определяющее, согласно (2.1), оп-
тимальный закон управления u(t) и, согласно (1.5), (2.2), соответствующее оптимальное (мини-
мально необходимое) значение емкости источника C = 1.46 × 10–4 м3кг/Дж. Начальные давления
в секциях источника одинаковы и равны максимально допустимому значению pmax, т.е. pi(0) =
= pmax = 150 × 105 Па (это относится также к нижеследующим примерам независимо от числа сек-
ций).

Рис. 1. График потребного давления p*(t)
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Рис. 2. График потребного расхода g*(t)
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Процесс изменения давления p(t) в выходной магистрали двухсекционного источника, соот-
ветствующий найденному оптимальному управлению, представлен на рис. 4.

Анализируя полученное оптимальное значение вектора s, видим, что закон управления пред-
полагает подключение к выходной магистрали источника вначале (на первых четырех дискретах
времени) первой секции, затем (на следующих пяти дискретах времени) второй секции и вновь
подключение первой секции источника на заключительной дискрете времени.

Сравнивая найденное минимально необходимое значение емкости односекционного и двух-
секционного источника, видим, что оптимальный закон управления двухсекционным источни-
ком позволяет сократить потребную емкость источника на 25% в сравнении с односекционным
вариантом.

Соприкосновение графиков функций p*(t) и p(t), как уже отмечалось в комментарии к рис. 3,
указывает на то, что ограничение (1.1) стало активным и не допускает дальнейшего уменьшения
емкости источника.

Рис. 3. График потребного давления p*(t) (штрихпунктирная линия) и давления p(t) (сплошная линия) в выход-
ной магистрали односекционного источника
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Рис. 4. График потребного давления p*(t) (штрихпунктирная линия) и давления p(t) (сплошная линия) в выход-
ной магистрали двухсекционного источника
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Увеличение числа N (т.е. увеличение размерности вектора s и соответствующее уменьшение
дискреты времени Δt в аппроксимации функции управления) относительно ранее принятого
значения N = 10 в рассматриваемом примере не приводит к существенному изменению по-
лучаемых результатов. Так, для N = 20 получаем значение показателя качества (1.5) C = 1.45 ×
× 10–4 м3 кг/Дж, что менее чем на 1%, отличается от значения, найденного в случае N = 10.
Структура закона управления при этом также существенно не меняется. Для N = 20 получаем оп-
тимальное значение вектора s = (1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1), которое аналогично ранее
найденному для N = 10 значению s = (1 1 1 1 2 2 2 2 2 1) предполагает использование первой сек-
ции, затем второй и доиспользование первой секции на заключительной дискрете времени. Уве-
личение числа N приводит к существенному росту трудоемкости решаемой задачи. Поэтому зна-
чение N = 10 в рассматриваемом примере является рациональным выбором, реализующим ра-
зумный компромисс между трудоемкостью и точностью получаемого решения.

В соответствии с предложенным расширением метода в ходе последовательного увеличения
числа секций источника n с единицы до восьми найдены представленные в таблице  оптималь-
ные значения вектора s и емкости источника C для каждого фиксированного значения n. В ко-
лонке таблицы с заголовком Cn/Cn – 1 представлено отношение емкости источника C, указанной
в данной строке, к емкости, указанной в предыдущей строке, а в колонке с заголовком Cn/Cn = 1 – от-
ношение емкости источника C, указанной в данной строке, к оптимальной емкости односекци-
онного источника.

Из таблицы следует, что потребная емкость источника C монотонно уменьшается при возрас-
тании значения n от 1 до 6, а затем при увеличении n монотонно увеличивается.

На рис. 5 представлен график зависимости минимально достаточной емкости источника от
числа его секций C(n).

Анализ графика зависимости C(n) показывает, что потребная емкость источника интенсивно
уменьшается при увеличении числа его секций в диапазоне от 1 до 5, после чего увеличение их
числа не приводит к достаточно значимому уменьшению потребной емкости источника. Более
того, увеличение числа секций сверх 6 приводит к увеличению потребной емкости источника.
Таким образом, минимальное значение потребной емкости источника достигается при n = 6.
Процесс изменения давления p(t) в выходной магистрали шести секционного источника, соот-
ветствующий оптимальному управлению, представлен на рис. 6.

На графике рис. 6 видим, что найденный оптимальный закон управления предполагает под-
ключение к выходной магистрали накопителя вначале на каждой очередной дискрете времени
(с первой по шестую) новой секции источника, затем (с шестой дискреты времени до девятой
включительно) используется шестая секция, а на заключительной (десятой) дискрете времени
вновь используется четвертая.

Сравнивая минимально необходимое значение емкости односекционного и шестисекцион-
ного источника видим, что оптимальный закон управления шестисекционным источником поз-
воляет сократить потребную емкость на 36.5% в сравнении с односекционным вариантом.

Таблица. Оптимальные значения вектора s и емкости C для фиксированных значений n

n s C, м3 кг/Дж Cn/Cn – 1 Cn/Cn = 1

1 1 1.960 × 10–4 1.000

2 1 1 1 1 2 2 2 2 2 1 1.464 × 10–4 0.7469 0.747

3 1 1 2 2 3 3 3 3 3 2 1.341 × 10–4 0.9160 0.684

4 1 1 2 2 3 4 4 4 4 2 1.298 × 10–4 0.9679 0.662

5 1 1 2 3 4 5 5 5 5 3 1.258 × 10–4 0.9692 0.642

6 1 2 3 4 5 6 6 6 6 4 1.245 × 10–4 0.9897 0.635

7 1 2 3 4 5 6 6 6 6 7 1.259 × 10–4 1.0112 0.642

8 1 2 3 4 5 6 7 6 7 8 1.296 × 10–4 1.0294 0.661
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Заключение. Таким образом, разработан метод поиска оптимального закона управления ис-
точниками ограниченного ресурса. К источникам рассматриваемого класса относятся, в частно-
сти, конденсаторные источники электроэнергии, баллонные источники газа, гидронапорные
башни. Предполагается, что источник разделен на несколько секций. Искомый закон управле-
ния минимизирует потребную емкость источника на основе рационального отключения и под-
ключения секций источника к его выходной магистрали в рассчитанные моменты времени в со-
ответствии с известной программой потребления ресурса. Сокращение потребной емкости ис-
точника достигается в результате более полного опорожнения части его секций на временных
интервалах с низким уровнем запрашиваемого потенциала и сбережения высокого потенциала
для предстоящих временных интервалов только в некоторой части секций источника.

Осуществлена формализация решаемой задачи. Предложенный метод ее решения основан на
задании конечного набора моментов времени, в которые может происходить смена значений
функции управления. Таким образом, производится аппроксимация искомого закона управле-

Рис. 5. График зависимости минимально достаточной емкости источника от числа его секций C(n)
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Рис. 6. График потребного давления p*(t) (штрихпунктирная линия) и давления p(t) (сплошная линия) в выход-
ной магистрали шестисекционного источника
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ния функцией, меняющей значения в некоторые моменты времени из заданного конечного на-
бора. При этом на остальные переменные указанная дискретизация времени не распространяет-
ся. В результате задача сводится к анализу конечного множества вариантов управлений. Значи-
тельная часть вариантов управлений исключается из последующего анализа на основе
применения логического правила, предложенного и обоснованного в данной статье. Для очеред-
ного анализируемого варианта управления по найденным простым аналитическим зависимо-
стям вычисляются оптимальные значения емкости секций и суммарная потребная емкость ис-
точника. Простые в вычислительном плане зависимости и правила позволяют быстро анализи-
ровать большой объем возможных вариантов управлений. В итоге среди всех возможных
вариантов управлений выявляется оптимальный вариант, которому соответствует минимальная
потребная емкость источника.

ПРИЛОЖЕНИЕ

У т в е р ж д е н и е  1. Оптимальное среди всех возможных значений значение вектора s совпа-
дает с его оптимальным значением, найденным среди множества векторов s, в которых первая
компонента равна единице, а остальные уникальные значения компонент монотонно возраста-
ют на единицу с ростом номера компонент.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Изменение названий (обозначений) секций источника не влияет на ре-
зультат его работы, поэтому векторы s' и s'', эквивалентные с точностью до обозначений их ком-
понент, эквивалентны в рамках решаемой задачи. Например, вектор s = (1 1 2 3 1 2) и векторы
(2 2 1 3 2 1), (1 1 3 4 1 3), (1 1 0 2 1 0), (2 2 1 0 2 1), (1 1 2 0 1 2), (a a b c a b), (b b a c b a) отличаются
только обозначением их компонент и эквивалентны по количеству и последовательности ис-
пользования секций источника и, следовательно, эквивалентны по достигаемому результату,
т.е. по значению показателя качества (1.5). Причем для эквивалентных векторов оказываются
эквивалентными значения емкостей секций, рассчитываемые по формулам (2.2). С учетом ска-
занного при поиске оптимального значения вектора s достаточно анализировать только один
вектор s из множества векторов, эквивалентных ему с точностью до обозначений. Для выделения
единственного вектора s из множества эквивалентных достаточно исключить произвол в обозна-
чении секций источника и тем самым обеспечить однозначность описания последовательности
их применения. С этой целью примем следующий принцип: первой используемой секции при-
сваиваем номер 1, далее, задействуя очередную секцию источника, присваиваем ей номер на
единицу больше максимального номера ранее задействованных секций. В таком случае уникаль-
ные значения компонент, впервые встретившиеся в векторе s, возрастают на единицу с ростом
порядкового номера компонент. Все векторы, не соответствующие данному принципу, исклю-
чаются из дальнейшего рассмотрения как эквивалентные одному из векторов, подлежащих ана-
лизу. Например, вектор (1 1 2 3 1 2) соответствует указанному принципу, а эквивалентные ему
векторы (3 3 2 1 3 2), (2 2 3 1 2 3) не соответствуют указанному принципу и могут быть исключены
из дальнейшего рассмотрения. Из сказанного следует, что оптимальное среди всех возможных
значений значение вектора s совпадает с его оптимальным значением, найденным среди множе-
ства векторов s, в которых впервые встречающиеся уникальные значения компонент возрастают
на единицу с ростом их порядкового номера.

У т в е р ж д е н и е  2. Для заданного значения вектора s оптимальные значения емкости сек-
ций Сi

min определяются по формулам (2.2).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из уравнения (1.2) находим Сi = Qi(0)/(pi(0) – pi(T)). В полученной фор-

муле значение Qi(0) определяется заданным значением вектора s, а значения pi(0), pi(T) подлежат
выбору. Следовательно, минимизация значения Сi сводится к максимизации pi(0) и к миними-
зации pi(T). Максимально допустимым значением величины pi(0), согласно (1.4), является pmax,
поэтому принимаем pi(0) = pmax, следовательно

(П.1)

Оптимальное значение pi(T), как было указано, должно быть как можно меньше, чтобы ми-
нимизировать значение Сi и одновременно оно должно быть достаточно большим, чтобы по ме-
ре расхода ресурса его потенциал в выходной магистрали оставался достаточно большим для вы-
полнения условия (1.1). Получим расчетные соотношения, обеспечивающие учет указанных
противоречивых требований и, таким образом, оптимальный выбор pi(T). Из уравнения (1.2) для

= − =min max(0)/( ( )), 1, .i i iC Q p p T i n
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произвольного момента времени t ∈ [0, T] находим Сi = Qi(t)/(pi(t) – pi(T)). С учетом (П.1) запи-
шем: Qi(0)/(pmax – pi(T)) = Qi(t)/(pi(t) – pi(T)), i = , ∀t ∈ [0, T], откуда следует:

(П.2)

Условия (1.1) можно представить в виде pi(t) ≥ Pi(t), i = , ∀t ∈ [0, T], откуда с учетом (П.2)
получаем требование: pi(T) + (pmax – pi(T))qi(t) ≥ Pi(t), i = , ∀t ∈ [0, T], или, что эквивалентно,
[1 – qi(t)]pi(T) ≥ Pi(t) – pmaxqi(t), i = , ∀t ∈ [0, T]. Из найденного выражения для начального мо-
мента времени (в этот момент qi(t) = 1) следует очевидное условие pmax ≥ Pi(t). Для остальных мо-
ментов времени t ≥ 0 + ε, ε > 0, получим требование

Исходя из минимизации значения pi(T), из данного требования вытекает:

(П.3)

Из сказанного выше следует, что значение емкости секции Сi, вычисленное, согласно (П.1),

(П.3), равно минимально возможному значению емкости i-й секции источника . Эквива-
лентность полученных выражений (П.1), (П.3) выражениям (2.2) является доказательством ис-
тинности рассматриваемого утверждения.

У т в е р ж д е н и е  3. Секционирование источника не позволяет снизить его потребную ем-

кость, если (p*(t)) = ([p*(t) – pmaxq(t)]/[1 – q(t)]), где q(t) = Q(t)/Q(0), Q(t) = ,

Q(0) = .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из уравнения (П.1) следует, что минимальная потребная емкость ис-
точника для случая n = 1 равна С  = Q1(0)/(pmax – p1(T)), где Q1(0), p1(T) определяются согласно (2.2),
при этом G1(t) = g*(t), P1(t) = p*(t), Q1(t) = Q(t), ∀t ∈ [0, T] и Q1(0) = Q(0). Пусть для n = 1 мы полу-
чили

Найденные для n = 1 значения p1(T), Q1(0) и  запомним как p1, Q1 и С1. Для n > 1 имеем

Cmin = С1
min + … +  = Q1(0)/(pmax – p1(T)) + … + Qn(0)/(pmax – pn(T)). Учитывая, что Q1 =

= Q1(0) + … + Qn(0), значение Сmin для n > 1 не будет меньше, чем С1, если pi(T) ≥ , ∀i ∈ { }.
При корректном решении рассматриваемой задачи указанное условие будет соблюдено, поэто-
му условие p1 =  является достаточным, чтобы значение С1 было не больше, чем значение Cmin,
найденное для n > 1. С учетом равенства (П.3) имеем

Сопоставив полученное равенство с ранее принятым условием p1 = p , приходим к выводу,
что условие

является достаточным для того, чтобы минимальная потребная емкость для n = 1 была не боль-
ше, чем в случае n > 1, т.е. приходим к выводу, что увеличение числа секций сверх n = 1 (секци-
онирование источника) не позволяет снизить его потребную емкость при выполнении условия
рассматриваемого утверждения.

1,n

( ) [ ]+ == ∀ ∈max( ) ( ) ( (– , 1, , 0, .))i i i ip t p T p p T q t i n t T

1,n

1,n

1,n

[ ]≥ = ∀ ∈ + εmax– / 1( ) [ ( ) ( )] ( )– , 1, , ,[ .]0i i i ip T P t p q t q t i n t T

∈ +ε
= =max

[0 , ]
( ) ([ ( )max – / 1 –( , 1, .)] [ ( )])i i i it T

p T P t p q t q t i n

min
iC

∈ +ε[0 , ]
min

t T ∈ +ε[0 , ]
max

t T

T

t

g dτ τ *( )

0

T

g dτ τ *( )

min
1

∈ +ε
= = =min max

1 min 1 1 min][0 ,
ma * *( ) * , (0)x ( ( )) (/ – .)

t T
p T p t p С Q p p

min
1С

min
nС

min*p 1,n

min*p

∈ +ε
= − −1 max

[0 , ]
max ([ *( ) ( )]/[1 ( )]).

t T
p p t p q t q t
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= = − −max
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