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Рассматривается класс линейных периодических импульсных систем с запаздыванием. Уста-
новлены достаточные условия асимптотической устойчивости для систем этого класса, кото-
рые сводят исследование устойчивости исходной системы к аналогичной задаче для системы
линейных импульсных дифференциальных уравнений (без запаздывания). Этот вспомога-
тельный результат используется для исследования интервальной устойчивости линейной им-
пульсной системы с запаздыванием при общих предположениях о динамических свойствах
непрерывных и дискретных компонент. Для иллюстрации эффективности полученных ре-
зультатов приведены примеры.

DOI: 10.31857/S0002338819060143

Введение. Управляемые системы, фазовый вектор которых может претерпевать мгновенные
изменения в некоторые фиксированные моменты времени, возникают в различных моделях ро-
бототехники, механики и биологии. Совершенно естественным предположением для этого
класса систем является наличие последействия в функциях обратной связи. Проблема устойчи-
вости положений равновесия для этого класса моделей управляемых систем приводит к матема-
тической задаче об устойчивости линейных систем дифференциальных уравнений с им-
пульсным воздействием и запаздыванием. В [1–4] рассмотрены различные проблемы теории
устойчивости для систем дифференциальных уравнений с запаздыванием. Вопросы теории
устойчивости для импульсных дифференциальных уравнений изучались в [5–11]. В монографии
[12] приведены общие теоремы устойчивости для функционально-дифференциальных уравне-
ний с импульсным действием.

Проблема построения функций Ляпунова или функционалов Ляпунова–Красовского для ли-
нейных импульсных систем с запаздыванием рассматривалась в [13–15]. В [13] предложен метод
построения кусочно-непрерывных неавтономных функций Ляпунова–Разумихина, в [14] –
подход для построения кусочно-непрерывных функционалов Ляпунова–Красовского. Основа
этого подхода – идея дискретизации. В [15] разработана идея метода функционалов Ляпунова–
Красовского и специальных функционалов (looped functional) для линейных импульсных систем
с запаздыванием.

Однако все эти работы посвящены исследованию линейных импульсных систем с запаздыва-
нием, имеющих постоянные коэффициенты. Проблема устойчивости линейных импульсных си-
стем с запаздыванием, имеющих переменные коэффициенты, мало изучена. В [16, 17] получены не-
обходимые и достаточные условия устойчивости для некоторых классов линейных импульсных
систем с запаздыванием, имеющих постоянные параметры.

1 Исследование было завершено при поддержке Совета по научным и технологическим исследованиям Турции
(2221 – стипендии для ученых – 2221–2017/2 период), когда Виталий Слынько был приглашенным ученым Универси-
тета Ван Йузунджу Йыл, г. Ван, Турция. Работа также была частично поддержана МОНУ (проект № 0116U004691).
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Следует отметить, что для инженерных приложений важен не только факт устойчивости, но
и оценка малых вариаций параметров системы, для которых сохраняется устойчивость состоя-
ния равновесия. Проблема интервальной устойчивости для различных классов линейных систем
была предметом исследований во многих публикациях, начиная с известной работы В.Л. Хари-
тонова [18]. Интервальная устойчивость линейных импульсных систем изучалась в [19–21].

Целью настоящей работы является изучение интервальной устойчивости линейных периоди-
ческих импульсных систем с запаздыванием в предположении, что величина запаздывания сов-
падает с периодом импульсного воздействия.

Статья организована следующим образом. В разд. 1 представлены вспомогательные результа-
ты об устойчивости линейных импульсных систем с запаздыванием, необходимые для получе-
ния достаточных условий интервальной устойчивости. В частности, проблема асимптотической
устойчивости импульсной системы с запаздыванием сведена к исследованию асимптотической
устойчивости линейных импульсных систем (без запаздывания), принадлежащих однопарамет-
рическому семейству, которое зависит от комплексного параметра. В разд. 2 дается определение
интервальной устойчивости и некоторая дополнительная информация об оценке норм матриц
возмущений. В разд. 3 приведены основные результаты об интервальной устойчивости. Доказа-
тельства теорем основаны на идеях прямого метода Ляпунова и на оценках решений вспомога-
тельных линейных импульсных систем, принадлежащих однопараметрическому семейству.
Представлены некоторые примеры, иллюстрирующие основные результаты работы.

1. Вспомогательные результаты. Рассмотрим линейную периодическую импульсную систему с
запаздыванием

(1.1)

где  – правая производная функции , , , , ,  –

период системы (1.1),  – скачок функции x(t), , ,

причем  – невырожденная матрица, I – единичная матрица, , .
Пусть ,  – решение линейной системы (1.1), удовлетворяющее начальному
условию  для всех . Как обычно, решение  предполагается непрерыв-
ным слева, т.е. . Отметим, что решения рассматриваемой линейной импульс-
ной системы (1.1) являются инвариантными относительно группы сдвигов .

Изучим задачу об асимптотической устойчивости линейной импульсной периодической си-
стемы (1.1). Наряду с системой (1.1) рассмотрим линейное матричное дифференциальное урав-
нение, зависящее от комплексного параметра :

(1.2)

и линейное матричное дифференциальное уравнение

Следующее утверждение позволяет установить необходимые и достаточные условия асимп-
тотической устойчивости линейной системы (1.2).

Л е м м а  1. Линейная периодическая импульсная дифференциальная система с запаздывани-
ем (1.1) асимптотически устойчива тогда и только тогда, когда корни характеристического урав-
нения

(1.3)

удовлетворяют неравенству .
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Доказательство леммы 1 основано на анализе спектра вполне непрерывного отображения Пу-
анкаре , которое определяется формулой

Можно показать, что линейный оператор T вполне непрерывен [22]. Хорошо известно, что не-
прерывный и остаточный спектр такого оператора либо пуст, либо в объединении дает одното-
чечное множество {0}. Ненулевые точки спектра оператора T являются корнями уравнения (1.3).
В этом случае условие  (  – спектральный радиус линейного оператора T) – необхо-
димое и достаточное условие асимптотической устойчивости линейной периодической им-
пульсной системы (1.1) [23].

Заметим, что при постоянных матрицах A(t) и B(t) результат леммы 1 получен в статье [16].
О п р е д е л е н и е  1. Линейная периодическая импульсная система (1.1) называется асимпто-

тически устойчивой в смысле Ляпунова, если для любого  существует , такое, что
из неравенства  следует, что  для всех  и

Здесь ,  – евклидова норма в пространстве .

Отметим, что прямое применение леммы 1 для исследования устойчивости системы (1.1)
очень сложно, даже если матрицы A(t) и B(t) не зависят явно от t, так как характеристическое
уравнение (1.3) является трансцендентным уравнением, проблема локализации корней для ко-
торой является достаточно сложной самостоятельной задачей [24, 25].

В общем случае, ситуация осложняется необходимостью вычисления матрицы монодромии
. Однако утверждение леммы 1 позволяет сформулировать более грубое достаточное усло-

вие асимптотической устойчивости, которое легко проверяется.
Рассмотрим однопараметрическое семейство линейных систем импульсных дифференциаль-

ных уравнений

(1.4)

где , ,  – комплексный параметр, .
Л е м м а  2. Если линейная импульсная система (1.4) асимптотически устойчива для всех z,

, то линейная периодическая импульсная система с запаздыванием (1.1) асимптотически
устойчива.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, напротив, что уравнение (1.3) имеет корень ,
. Тогда λ0 является мультипликатором (собственным значением) матрицы монодромии

системы (1.4) для , что противоречит асимптотической устойчивости системы (1.4).
Это противоречие доказывает лемму 2.

Лемма 2 сводит задачу об устойчивости линейной периодической импульсной системы с за-
паздыванием (1.1) к исследованию устойчивости семейства линейных импульсных систем (1.4)
(без запаздывания).

Л е м м а  3. Предположим, что для линейной импульсной периодической системы (1.1) спра-
ведливо неравенство

(1.5)

Тогда линейная импульсная периодическая система (1.1) асимптотически устойчива.

: , θ → ,θ[0 ] [0 ]T C C
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Представим решение ,  задачи Коши (1.4) в интеграль-
ной форме

(1.6)

Следовательно, с учетом свойств матрицанта , получим

Поэтому

Применяя неравенство Гронуолла–Беллмана, получим

Таким образом,

Наконец, можно получить

Отсюда следует асимптотическая устойчивость линейных импульсных систем (1.4). Доказатель-
ство леммы 3 завершено.

Напомним понятие и свойства логарифмической матричной меры.

Логарифмическая матричная мера Λ(A) матрицы  определяется следующим обра-
зом [23]:

Ясно, что

Однако логарифмическая операторная мера Λ(A) не является нормой, потому что она может
быть отрицательной. Для этой меры справедлива оценка

,( )y t z , = 0(0 )y z y

, = Ω + Ω , , ∈ ,θ .0 0
0
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Л е м м а  4. Пусть , . Тогда

Доказательство леммы 4 основано на неравенстве Гронуолла–Беллмана.

Обозначим через , , ,  и ||⋅|| спектр, спектральный радиус, минимальные,
максимальные собственные значения и спектральную норму матрицы соответственно.

Пусть P и R – симметрические матрицы, причем матрица P положительно определена, тогда

2. Постановка задачи. Рассмотрим линейную импульсную периодическую систему с запазды-
ванием и постоянной матрицей A:

(2.1)

где , , , ,  и I + C – невырожденная матрица,
, .

Предположим, что матрицы A и C – интервальные матрицы, т.е.

где , неравенство между матрицами понимается поэлементно и обозначим
, .

О п р е д е л е н и е  2 [26]. Линейная система (2.1) называется интервально устойчивой, если
для любых матриц  и  линейная система (2.1) является асимптотически
устойчивой по Ляпунову.

Определим матрицы

Предположим, что матрица I + C0 невырождена.
Представим линейную периодическую импульсную систему (2.1) в виде

(2.2)

где , .
Ниже опишем метод оценки матриц возмущений, более подробное изложение которого и

явный вид матриц EA, EC, FA, FC можно найти в [19]. Этот метод основан на представлении мат-
риц ΔA и ΔC в виде

где

×∈R
n nA ×∈R
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Определим матрицы

Тогда справедливы следующие оценки:

(2.3)

3. Основные результаты. Утверждение леммы 2 позволяет свести задачу об интервальной
устойчивости линейной импульсной периодической системы с запаздыванием (2.2) к исследо-
ванию асимптотической устойчивости линейной импульсной системы

(3.1)

где , , , .

Изучение устойчивости линейной импульсной системы (3.1) можно провести, используя раз-
личные варианты метода функций Ляпунова для импульсных систем, разработанные в [5, 8].

Рассмотрим случай, когда , тогда по теореме Ляпунова для заданной сим-

метричной положительно-определенной матрицы  существует симметричная положи-
тельно-определенная матрица P, которая удовлетворяет матричному уравнению Ляпунова

(3.2)

Обозначим

Т е о р е м а  1. Предположим, что  и для системы (2.1) выполнено неравен-
ство

Тогда линейная периодическая импульсная система (2.1) интервально устойчива.

 
× 

 
 = = = 

= = , , , ∈ ,   R1 2
1 1 1

diag
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1 2 1 2

1 2 1 2
A A A A

C C C C

A E F S G

C E F S G

= + Δ + , ≠ θ,
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2
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P
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функцию Ляпунова . Для производной функ-
ции Ляпунова  вдоль решений системы (3.1) при  получим оценку

(3.3)

Из оценки (3.3) следует, что

(3.4)

При t = θ изменение функции Ляпунова  вдоль решений линейной системы (3.1) можно оце-
нить так:

(3.5)

Следовательно,

Поскольку , то

и

(3.6)

Из неравенства (3.6) асимптотическая устойчивость системы (3.1) следует очевидным образом.
Теорема 1 доказана.

Предположим, что матрица A0 может не удовлетворять условиям Рауса–Гурвица, но выпол-
няется неравенство . Тогда, по обобщенной теореме Ляпунова [23], для данной сим-
метричной положительно-определенной матрицы R существует симметричная положительно-
определенная матрица P, удовлетворяющая обобщенному матричному уравнению Ляпунова

(3.7)
Т е о р е м а  2. Предположим, что для системы (2.1) выполнено неравенство:

Тогда линейная система (2.1) является интервально устойчивой.
Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству теоремы 1.
Далее рассмотрим случай, когда условия  и  могут не выпол-

няться.

Т е о р е м а  3. Предположим, что  и для заданной симметричной положитель-
но-определенной матрицы G существует симметричная положительно-определенная матрица P,
которая удовлетворяет уравнению

=v *( )y y Py
v( )y ≠ θt

.
≤ −λ + η + γ ≤

η + γ λ≤ − + . λ λ 

v
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2 2
min

(3 1)

min

max min
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и матрица

является положительно-определенной. Пусть

Если выполняются неравенства

то линейная импульсная периодическая система с запаздыванием (2.1) является интервально
устойчивой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функцию Ляпунова . Тогда, применяя формулу
Тейлора, получим

(3.8)

где . Поэтому

Используя условия теоремы 3, находим

Следовательно, из (3.8) получим

Аналогично можно получить

Следовательно,

Φ = + +T 2 T 2
0 0 0 0( ) 2A P A PA PA
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max ( ) max ( ) max ( )
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Пусть  . Тогда справедлива оценка

Ввиду условий теоремы 3 получим

Отсюда следует, что

Таким образом,

Следовательно,

Итак, получим оценку

Так как , то . Утверждение теоремы следует из леммы 3. Теорема 3 до-
казана.

Рассмотрим применение леммы 3 для исследования интервальной устойчивости линейной
периодической импульсной системы с запаздыванием (1.1).

Т е о р е м а  4. Пусть

Предположим, что для линейной периодической импульсной системы c запаздыванием (2.1) вы-
полняется неравенство

Тогда линейная периодическая импульсная система с запаздыванием (2.1) является интервально
устойчивой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства теоремы 4 достаточно проверить выполнение усло-
вий леммы 3. Используя утверждение леммы 4, находим

(3.9)

Аналогично из (3.9) получим
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Следовательно,

Условия леммы 3 выполнены, что завершает доказательство теоремы 4.
П р и м е р  1. Рассмотрим линейную импульсную систему (2.1) с интервальными матрицами

, , где

Матрицы A0, C0 имеют вид

Константы η и μ определяются следующим образом:

Ввиду утверждения теоремы 4 можно сделать вывод, что достаточные условия интервальной
устойчивости линейной системы (2.1) имеют вид

П р и м е р  2. Рассмотрим линейную периодическую импульсную систему (2.1) с периодом

θ = 21/64 и интервальными матрицами , , где

Пусть P = I, . Матрицы A0, C0 имеют вид

Тогда , , , , , γ7 = ,
, , . Следовательно, выполнены условия теоремы 3 и линейная пе-

риодическая импульсная система (2.1) является интервально устойчивой.
Отметим, что в этом случае

т.е. все структурные матрицы системы (2.1) неустойчивы, однако линейная импульсная си-
стема (2.1) интервально устойчива.
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Заключение. В настоящей работе показано, что задача об устойчивости линейной периодиче-
ской системы с импульсным воздействием и запаздыванием может быть сведена к исследованию
локализации корней некоторой трансцендентной функции. Однако такое исследование, в об-
щем случае, является очень сложной задачей, поскольку нет общих критериев локализации кор-
ней трансцендентных функций в единичном круге аналогично критерию Шура–Кона для мно-
гочленов. В этой статье предлагается подход, который значительно упрощает исследование
устойчивости линейной периодической импульсной системы с запаздыванием в частном случае,
когда величина запаздывания равна периоду импульсного воздействия. Этот подход сводит про-
блему устойчивости линейной периодической импульсной дифференциальной системы с запаз-
дыванием к изучению устойчивости линейной импульсной системы без запаздывания. Предла-
гаемый метод также эффективен для исследования проблемы интервальной устойчивости
импульсных дифференциальных систем. Приведенные примеры показывают общность полу-
ченных результатов, которые позволяют установить условия устойчивости при различных пред-
положениях о динамических свойствах матриц непрерывной и дискретной компонент системы.

Отметим также, что хотя для функционально-дифференциальных уравнений с импульсным
действием общие теоремы прямого метода Ляпунова достаточно разработаны [12], проблема по-
строения функций Ляпунова для этого класса систем еще недостаточно развита. В настоящей
статье был достигнут определенный прогресс в этом направлении, поскольку вопрос о построе-
нии функции Ляпунова для системы без запаздывания проще. С другой стороны, при построе-
нии функции Ляпунова существенным образом учитываются динамические свойства непрерыв-
ной и дискретной компонент системы.
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