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Для линейных автономных вполне регулярных дифференциально-алгебраических систем с
соизмеримыми запаздываниями в состоянии и управлении изучается проблема управления
спектром, рассматриваемая как задача назначения системе любого наперед заданного харак-
теристического квазиполинома посредством замыкания ее дифференциально-разностным
регулятором. Сформулированы задачи модальной управляемости и слабой модальной управ-
ляемости, характеризующие различные возможности управления спектром исходной систе-
мы. С помощью приведения исследуемой системы к специальному виду получены необходи-
мые и достаточные условия разрешимости указанных задач. Доказательство основных утвер-
ждений носит конструктивный характер, позволяющий в случае любой конкретной системы
с заданными числовыми матрицами построить соответствующий регулятор. Изложение ма-
териала снабжено иллюстративными примерами.
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Введение. Одной из ключевых проблем теории автоматического управления является задача
проектирования систем, обладающих заданными свойствами. В связи с этим задачам управле-
ния спектром и стабилизации систем с запаздыванием, ставшими на сегодняшний день уже
классическими, посвящено достаточно большое количество исследований [1–24] (историю во-
проса можно проследить по библиографическим ссылкам в них). Это работы по стабилизации
объекта с запаздыванием [1–5], назначению конечного спектра [6–9], спектральной приводимо-
сти [10–13] – приведение систем к конечному (но не заданному) спектру, модальной управляе-
мости [14–19].

Известно, что спектр исходной системы с запаздыванием может содержать инвариантные
собственные значения, которые возможно исключить из спектра только с помощью интеграль-
ных регуляторов [9]. А это значит, что критерии разрешимости задачи модальной управляемости
[15, 17, 19] или назначения конечного спектра [7, 8] априори предполагают применение регуля-
торов интегрального типа. Если исходная система была системой с сосредоточенными запазды-
ваниями, то замкнутая система в случае замыкания ее интегральными регуляторами станет си-
стемой с сосредоточенными и распределенными запаздываниями. Интегралы, содержащие рас-
пределенное запаздывание, в случае практической реализации заменяются конечными суммами
[20], что даже при использовании квадратурных формул высокой точности может привести к не-
желательным эффектам [6, 20, 21] (например, к потере устойчивости). В связи с этим представ-
ляет интерес возможность управления системой в классе дифференциально-разностных регуля-
торов, поскольку замкнутая система в этом случае будет содержать только сосредоточенное за-
паздывание (некоторые уточняющие аспекты приведены в Приложении).

Статья посвящена исследованию задачи управления спектром линейных автономных вполне
регулярных дифференциально-алгебраических систем с запаздыванием (иногда говорят [25] о
сингулярных или дескрипторных системах). Основной характеристикой таких систем является
наличие вырожденной матрицы при производной. Поэтому переменные в таких системах имеют
наряду с дифференциальными еще и алгебраические связи. Включение запаздывания в диффе-
ренциально-алгебраическую систему позволяет говорить о комбинации двух динамик, соответ-
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ствующих дифференциальному и разностному уравнениям. Для таких систем представлено два
подхода к синтезу дифференциально-разностных регуляторов для управления спектром линей-
ных автономных вполне регулярных дифференциально-алгебраических систем с соизмеримыми
запаздываниями в состоянии и управлении. Первый предполагает классическую схему замыка-
ния исходной системы, обеспечивающую характеристическому квазиполиному наперед задан-
ные коэффициенты. Для ее реализации обобщается достаточно часто применяемая в литературе
[14, 16, 23, 26] идея, в основе которой лежит выбор столбцов матрицы управляемости (наблюда-
емости) специально построенной системы так, чтобы полученная матрица определяла некото-
рое преобразование подобия, приводящее систему к более простому виду. Чтобы преобразова-
ние было обратимым, эта матрица должна быть унимодулярной. Это требование при наличии за-
паздывания сужает класс управляемых систем. В качестве альтернативы описанной ситуации
предложено ограничиться слабой модальной управляемостью [19] – из замкнутой системы вы-
делить подсистему, содержащую исходные переменные разомкнутой системы и независящую от
остальных переменных замкнутой системы, характеристический квазиполином которой будет
иметь наперед заданный вид (размер замкнутой системы больше размера исходной). Такой под-
ход к построению обратной связи является обобщением использования регуляторов переменной
структуры для модальной управляемости [16–18] в случае систем нейтрального типа.

1. Постановка задачи. Пусть задана линейная автономная вполне регулярная дифференциаль-
но-алгебраическая система с соизмеримыми запаздываниями в состоянии и управлении:

(1.1)

где  – вектор решения исходной системы,  – вектор кусочно-непрерывного управ-
ления; ненулевая матрица  ,  (  – множество полиноми-
альных матриц размера i × j);  – оператор сдвига, определяемый для заданного постоянного за-
паздывания  формулой  (для произвольной функции ). Пусть

где   ,  (запись  обозначает максималь-
ную степень переменной  у элементов полиномиальной матрицы  или степень переменной

 соответствующего полинома). Тогда выражения  и  в правой части (1.1) имеют
вид

Также заметим, что если матрица  невырожденная, то  В случае вырожден-
ной матрицы  такое равенство в общем случае не имеет места, поскольку функция  может
быть (в отличии от функции ) не дифференцируемой. Решение системы (1.1) при заданном
управлении  однозначно определяется известными начальными условиями

Напомним, что система (1.1) называется вполне регулярной [19, 27, 28], если степень полино-
ма , где  |⋅| – определитель матрицы. В рамках данной
статьи системы (1.1), у которых матрица  невырожденная, также будем считать вполне регуляр-
ными системам.

Рассмотрим матрицу  которая является характеристической матри-
цей разомкнутой (u ≡ 0) системы (1.1). Характеристический квазиполином такой системы (1.1)
имеет вид
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З а д а ч а. Пусть задан произвольный квазиполином следующего вида:

(1.2)

где  – некоторые полиномы, причем ,  – некоторое число, которое будем на-
зывать степенью квазиполинома (1.2). Рассмотрим следующее множество значений функ-
ции z(t):

(1.3)

где  – любое число (если при некотором t > 0 и  значение функции  не-
определенно, то считаем его равным нулю). Требуется замкнуть систему (1.1) обратной связью
по состоянию  линейно зависящей от элементов множества  при любом фиксированном

 и, возможно, от некоторой вспомогательной векторной переменной, удовлетворяющей линей-
ной автономной дифференциально-алгебраической или разностной системе так, чтобы: 1) за-
мкнутая система осталась линейной автономной вполне регулярной дифференциально-алгебра-
ической системой с соизмеримыми запаздываниями; 2) компонента z решения замкнутой систе-
мы удовлетворяла линейной автономной вполне регулярной дифференциально-алгебраической
системе с соизмеримыми запаздываниями и характеристическим квазиполиномом (1.2).

Для решения задачи будем использовать регулятор

(1.4)

где  – вспомогательная переменная, матрицы , , ,

,  число  не зависит от n и будет определяться в процессе
построения регулятора (1.4) (в случае, когда  дополнительная переменная z1 и второе урав-
нение в (1.4) будут отсутствовать). Начальные условия для замкнутой системы (1.1), (1.4) (если
они не определяются начальным условием для системы (1.1)) выбираются произвольными не-
прерывными функциями.

Параметры регулятора (1.4) будем выбирать так, чтобы выполнялось равенство
 = rankR0, которое обеспечит требование вполне регулярности замкнутой систе-

мы (1.1), (1.4). Обратим внимание, что матрица R0 может быть нулевой. В этом случае для того,
чтобы замкнутая система (1.1), (1.4) была вполне регулярной, будем придерживаться условия

.
Для дальнейшей характеристики системы (1.1), (1.4), с точки зрения разрешимости задачи,

введем [19] следующее свойство произвольной матрицы , где  – не-
нулевая матрица, , . Будем говорить, что матрица  имеет CR-структуру
(CR – completely regular), если выполняется условие

(1.5)

Любой матрице, имеющей CR-структуру, можно поставить в соответствие линейную автоном-
ную вполне регулярную дифференциально-алгебраическую систему с соизмеримыми запазды-
ваниями. Верно и обратное утверждение. В частности, матрица  имеет CR-структуру.

Пусть

– характеристическая матрица замкнутой системы (1.1), (1.4).
О п р е д е л е н и е  1. Систему (1.1) назовем модально управляемой [19], если для любого за-

данного квазиполинома  вида (1.2) степени  существует регулятор (1.4), такой, что:
1) матрица  имеет CR-структуру; 2) определитель .
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О п р е д е л е н и е  2. Систему (1.1) назовем слабо модально управляемой [19], если для любого за-
данного квазиполинома  вида (1.2) степени  существует регулятор (1.4), такой, что:
1) матрица  имеет CR-структуру; 2) существуют унимодулярная матрица 
(т.е. матрица, для которой ) и число , такие, что выполняется равенство

(1.6)

где матрица  имеет CR-структуру, матрицы , , за-
пись  обозначает нулевую матрицу размера  3) определитель .

З а м е ч а н и е  1. Дадим разъяснение свойства слабой модальной управляемости. Выполне-
ние равенства (1.6) говорит о том, что найдется такой момент времени  что при  в
системе (1.1), замкнутой регулятором (1.4), можно выделить вполне регулярную дифференци-
ально-алгебраическую подсистему с характеристической матрицей  и наперед задан-
ным характеристическим квазиполиномом , однозначно определяющую
величину z. Момент времени  выбирается таким, чтобы при  было определено реше-
ние  системы, отвечающей характеристической матрице , где
i1 = . При этом существование унимодулярной матрицы  позволяет получить
указанную подсистему посредством элементарных преобразований уравнений системы (1.1),
(1.4), в которые не входит операция дифференцирования. Забегая вперед, отметим, что в компо-
ненты решения подсистемы, отвечающей характеристической матрице , будет вхо-
дить не только величина z, но и компоненты функции z1, соответствующие базисным столбцам
матрицы R0 и, возможно, еще некоторые компоненты вектора z1, а число . Более
детально это будет видно из доказательства необходимости условия теоремы 2 (см. разд. 4). Об-
ратим внимание, что если  то свойства слабой модальной управляемости и модальной
управляемости совпадают ( ).

П р и м е р  1. Рассмотрим систему

(1.7)

которая является частным случаем системы (1.1) . Эта система не является модально
управляемой или стабилизируемой в традиционном смысле [1–9, 14, 15], поскольку в спектр за-
мкнутой системы всегда будет входить число p = 0. Действительно, замыкая систему (1.7) регуля-
тором (1.4), видим, что определитель характеристической матрицы замкнутой системы

при p = 0 обращается в ноль.

Покажем, как обратной связью обеспечить устойчивую динамику функции z, определяемую,
например, характеристическим полиномом p + 5. Замкнем систему (1.7) регулятором

(1.8)

Тогда управление , . Подставив это выражение в систему (1.7),
получим, что функция z при  удовлетворяет системе  То же самое: если умно-
жить матрицу

�

−,( )phd p e ≥0 1n n
� , λ0( )p �

+ × +λ ∈ λ3 R
( ) ( )( ) [ ]n n n n

� λ ≡ ≠3( ) const 0 ≤*n n

� �

�

� �

+ − ×∗ ∗
 , λ

λ , λ = , 
λ λ  

0
3 0

0 0

11 ( )

21 22

( ) 0
( ) ( )

( ) ( )
n n n np

p

� , λ011( )p �

× + −∗ ∗λ ∈ λ0 R
( )

21( ) [ ]
n n n n ×∗ ∗λ ∈ λ�0 R22( ) [ ]

n n

×1 2
0k k × ;1 2k k � �

− −, = ,011| ( )| ( )ph php e d p e

, > ,Bt t m >t t

�

−,011( )php e
�

− −, = ,011| ( )| ( )ph php e d p e
> Bt m >t t

− , −1 1 1col[ ( ) ( )]z t i h z t i h � �λ , λ3 0( ) ( )p

λ λ , λ� �3 0deg ( ) ( )p � λ3( )

�

−,011( )php e

≤ − 0rank*n n R

= ,∗ 0n
� �, λ = ,λ0 011( ) ( )p p

+ − − = − − , > ,�( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0z t z t h z t u t u t h t

� =0( 1)A

�

− − − − −
−

− −

+ − − − −
, =

− −
0

1

10

1 ( 1) ( ) ( 1) ( )
( )

( ) ( )

ph ph u ph ph u ph
z zph

ph ph
z z

p e e R e e R e
p e

R e pR R e

= , − − = − − , > .1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 6 ( ) 0u t z t z t z t h z t h z t t

− − = − −( ) ( ) ( ) 6 ( )u t u t h z t h z t > =t t h
>t t = − .�( ) 5 ( )z t z t

�

 λ =  
 

3
1 1

( )
0 1



ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 1  2020

УПРАВЛЕНИЕ СПЕКТРОМ 27

на характеристическую матрицу системы (1.7), (1.8) ( )

согласно формуле (1.6), получим матрицу, у которой левый верхний блок .
2. Приведение исходной системы к специальному виду. Поскольку характеристическая матрица

 ( ) системы (1.1) имеет CR-структуру, то ее можно привести [19, 27] к более про-
стому для исследования виду. Выберем неособые матрицы H и H1, такие, что  =
= , где . Здесь и ниже для произвольного числа   единичную
матрицу размера i × i будем обозначать . Пусть

где , j = 1, 2, , j = 1, 2, , . Так как сте-

пень , то определитель . Положив ,

,  и выполнив в системе (1.1) замену пере-
менных , , , получим новую систему:

(2.1)

Теперь выберем неособые матрицы  и , такие, что  ,
. Проделав аналогичные преобразования со вторым уравнением в соотношениях (1.4),

после соответствующей замены переменных перепишем регулятор (1.4) в виде

(2.2)

где ,  – вспомогательные переменные, величины , 
, , , , i = 1, 2, , .

Поскольку предполагаются известными только элементы множества  определяемого фор-
мулой (1.3), то приходим к необходимости синтеза регулятора  линейно зависящего от эле-
ментов множества:

(2.3)

и, возможно, дополнительных переменных  и .
З а м е ч а н и е  2. Можно выбрать матрицы регулятора (2.2) так, чтобы управление u(t) линей-

но зависело не только от элементов множества (2.3), но и от  При этом если у полученной за-
мкнутой системы (2.1), (2.2) характеристическая матрица будет иметь CR-структуру, то y(t) ли-
нейно выражается через элементы множества  и вспомогательные переменные.

Свойства модальной управляемости и слабой модальной управляемости для системы (2.1)
формулируются аналогично определениям 1 и 2 соответственно.

Дальнейшее исследование свойств модальной управляемости и слабой модальной управляе-
мости будем проводить для системы (2.1). При этом будем осуществлять построение регулятора
вида (2.2), а квазиполиному (1.2) поставим в соответствие квазиполином

(2.4)
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3. Синтез регуляторов в задаче модальной управляемости. Рассмотрим систему (2.1). Введем
матрицу

которая является характеристической матрицей системы (2.1), и матрицу 
Замкнем систему (2.1) регулятором (2.2) и через  обозначим характеристическую мат-
рицу замкнутой системы (2.1), (2.2).

Вначале докажем необходимое условие модальной управляемости. Пусть  – множество
комплексных чисел.

Л е м м а  1. Для того чтобы система (2.1) была модально управляема, необходимо, чтобы од-
новременно выполнялись два условия:

(3.1)

(3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство необходимости условия (3.1) принципиальных трудно-
стей не представляет, поэтому останавливаться на этом не будем. Докажем необходимость усло-
вия (3.2). Предположим, что регулятор (2.2) обеспечивает замкнутой системе (2.1), (2.2) характе-
ристический квазиполином  где  – некоторое число. Упорядочим перемен-
ные замкнутой системы (2.1), (2.2) в виде вектора  и запишем характеристический
полином:

(3.3)

где , i = 1, 2, j = 1, 2, – некоторые полиномиальные матрицы подходящих размеров. Пусть

определитель ,  – матрица, присоединенная к матрице , т.е.

. Определим квазиполином

(3.4)

Умножим обе части формулы (3.3) справа на соответствующие части очевидного равенства
, в итоге получим квазиполином

(3.5)

С другой стороны, из вида определителя в равенстве (3.4) следует, что квазиполином 
представим в виде

(3.6)

где  – некоторый квазиполином, у которого максимальная степень переменной p мень-
ше числа  Сравнивая правые части равенств (3.5) и (3.6), заключаем, что . Записав это
тождество в виде

где , , – первые  столбцов матрицы , а  – оставшиеся  столбцов мат-
рицы , видим, что оно не может иметь места, если нарушается условие (3.2). Лемма доказана.
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Далее считаем, что условия (3.1) и (3.2) выполнены. В силу условия (3.2) существуют [12] по-
линомиальные матрицы , , , подходящих размеров, для которых справедливо
тождество

(3.7)

где число . Вопрос построения таких матриц обсуждается ниже (см. разд. 5). Си-
стему (2.1) замкнем регулятором:

(3.8)

где  – вспомогательная переменная,  – новое управление. Здесь и далее
(за исключением случаев, где это может вызвать неоднозначную трактовку) при синтезе регуля-
тора будем предполагать, что переменная t принимает такие значения, при которых решение за-
мкнутой системы определено. Введем матрицы:

Систему (2.1), (3.8) запишем в виде

(3.9)

где величина 

Пусть  – матрица, обратная к матрице . В силу условия (3.7) матрица

, т.е. является полиномиальной. В системе (3.9) введем новую переменную
 в итоге получим систему

(3.10)

где матрица . Из вида уравнений системы (3.10) следует, что величина  удо-
влетворяет системе

(3.11)

где , .
Перед формулировкой следующего утверждения напомним, что под рангом полиномиальной

матрицы понимается наибольший порядок не равного тождественному нулю ее минора.
Л е м м а  2. Если выполнено условие (3.1), то

(3.12)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что условие (3.12) нарушается. Тогда найдется ,
такое, что выполняется неравенство

Выберем ненулевой вектор , удовлетворяющий условиям:
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Пусть вектор . Можно проверить, что выполняются следующие равенства:

Эти соотношения противоречат условию (3.1). Лемма доказана.

Рассмотрим равенство (3.12). Выберем столбцы , , , матрицы  и

числа , , , так, чтобы каждое число  было наибольшим из
возможных чисел, при котором система векторных полиномов

линейна независима. Сформулируем достаточное условие модальной управляемости.
Т е о р е м а  1. Если матрица

(3.13)

является унимодулярной, то система (2.1) модально управляема.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть задан некоторый квазиполином (2.4) степени  Вначале

рассмотрим случай  (см. формулу (1.2)). Поскольку матрица (3.13) является
унимодулярной, то система (3.11) обладает свойством модальной управляемости в следующем
смысле [14, 16]: существует матрица , такая, что

(3.14)

В силу равенства (3.14) определитель
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На основании соотношения (3.7) имеем
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соотношениях (2.2) нет.
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деляющая преобразования подобия, и матрица , такие, что матрица K(1)(λ) =
=  будет иметь вид

(т.е. от нуля отлична только верхняя наддиагональ матрицы), а столбец  с номером  мат-

рицы  станет  Это позволяет свести исходную задачу к выбору
скалярного управления  в виде линейной обратной связи, обеспечивающей системе

(3.18)

характеристический квазиполином . Несложно проверить, что такой характеристиче-
ский квазиполином системе (3.18) обеспечит регулятор вида ,  = [–d0(λ), ...

...,  +  где  – вспомогательная переменная, di(p) = ,
. Дальнейшее доказательство незначительно отличается от доказательства уже рассмот-

ренного случая, в силу чего не приводится.
Пусть степень желаемого характеристического квазиполинома  Тогда систему (3.11)

замкнем регулятором

(3.19)

где  – вспомогательная переменная,  – новое управление. Можно проверить,
что для системы (3.11), (3.19) выполняется условие вида (3.13). Поэтому дальше с ней поступаем
так, как это было сделано с системой (3.11). Теорема доказана.

4. Синтез регуляторов в задаче слабой модальной управляемости. Далее понадобятся некоторые
вспомогательные сведения и обозначения. Пусть матрица

По аналогии с работами [12, 13, 16–19, 27, 29] определим последовательность векторов ,
, которая является решением разностного уравнения

(4.1)

порождаемого начальным условием , . Последовательность qk, k = m, ,
определяемая уравнением (4.1), существует в том и только в том случае [29], когда ,

, где  – некоторые матрицы,  – произвольный постоянный вектор (один и
тот же для всех матриц Ti). Процедура построения матриц Ti приведена в работе [29], поэтому
здесь не описывается. Отметим, что ее реализация всегда возможна и заключается в решении ко-
нечной цепочки однородных алгебраических систем. Обозначим  и определим матрицу

 как решение системы уравнений

разрешимость которой следует из определения матриц Ti. Заметим, что будет выполняться ра-
венство
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Введем матрицы , , . Обратим внимание, что

Определим матрицу

Для заданной полиномиальной матрицы  матрицу , построенную согласно описанному
способу, назовем матрицей дополнительных входов [27] (данный термин оправдывают также до-
казанные ниже лемма 3 и теорема 2). Представим эту матрицу в виде  где

  Системе (4.1) поставим в соответствие систему

(4.2)

где  – новое управление,  – некоторый момент времени.
Л е м м а  3. Пусть для системы (2.1) управление , определяется следующими соотно-

шениями:

(4.3)

где , , и  – любые кусочно-непрерывные функции. Тогда при  = mh
система (4.1) будет иметь вид системы (4.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Лемма доказывается на основе цепочки равенств [12, 17]:

(4.4)

из которой следует формула

Лемма доказана.
Используя доказательство леммы 2, можно прийти к следующему утверждению.

С л е д с т в и е  1. Пусть  – произвольная матрица. Справедлива формула

Установим связь между свойствами модальной управляемостью и слабой модальной управля-
емостью.

Т е о р е м а  2. Для того чтобы система (2.1) была слабо модально управляема, необходимо и
достаточно, чтобы система (4.2) была модально управляема.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть система (2.1) слабо модально управляема.
Рассмотрим замкнутую систему (2.1), (2.2). Запишем для замкнутой системы (2.1), (2.2) равен-
ство (1.6):

(4.5)

где матрица  имеет CR-структуру, матрицы , ,
унимодулярная матрица . Выясним, какой переменной будет соответствовать
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нулевой блок в матрице равенства (4.5). Для этого проведем анализ структуры матрицы 
Будем считать, что характеристической матрице  соответствует вектор решения

, x1, y1]. Матрицу  запишем так:

где  матрицы  и  , , состоят соответственно из первых nj столб-
цов матрицы  и оставшихся  столбцов этой же матрицы , взятых с сохранением по-
рядка их следования. Из структуры матрицы  видно, что если возможно элементарными
преобразованиями выделить линейную автономную вполне регулярную подсистему, отвечаю-
щую характеристической матрице  и содержащую в качестве компонент решения пере-
менные x и y, то только за счет домножения определенных строк нижнего правого блока матри-
цы  и прибавления их к остальным строкам этой матрицы, т.е. ”обнуления элементов”,
стоящих в некоторых столбцах правых блоков матрицы  (второй столбец блоков не учи-
тывается, так как ему соответствует переменная y, которая должна присутствовать в оговоренной
выше подсистеме). Действительно, поскольку в третьем столбце блоков матрицы  при-
сутствует переменная p, то применение тех же рассуждений к этому столбцу приводит к необхо-
димости использования операции дифференцирования. На основании проведенного анализа
структуры матрицы  заключаем, что нулевому блоку матрицы, стоявшей в равенстве (4.5),
соответствуют некоторые компоненты вектора y1. Очевидно, что такими компонентами можно,
не нарушая общности, считать последние  компонент вектора y1. Кроме того, при необходимо-
сти можно поменять местами строки матриц, входящих в третье уравнение соотношений (2.2)
так, чтобы получить нулевой блок, согласно равенству (4.5).

Приведенный выше анализ позволяет также заключить, что матрица  с точностью до эле-
ментарных преобразований столбцов имеет вид

(4.6)

где матрица .

Теперь выясним вид первых  строк матрицы , т.е. матрицы . Матрицы
, , представим в виде  где матрицы  составлены из

первых  столбцов матрицы  с сохранением порядка их следования, а матрицы 
составлены из оставшихся  столбцов матрицы  также с сохранением порядка их следова-
ния. Проведя рассуждения, аналогичные доказательству необходимости леммы 5 работы [17],
можно утверждать: если подсистема, отвечающая характеристической матрице , не

содержит последние  компонент вектора  то найдется матрица , такая, что

(4.7)

и первые  строк матрицы  будут иметь вид (с точностью до элементарных преобразований
столбцов)  Обозначим
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Из структуры матрицы , вида матрицы  и представления (4.7) следует, что первые
 строк матрицы  будут такими:

(4.8)

Из равенства (4.8) следует, что система (4.2) модально управляема. Необходимость доказана.
Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть регулятор

(4.9)

обеспечивает системе (4.2), (4.9) характеристический квазиполином  т.е. равенство

, где  – характеристическая матрица системы (4.2), (4.9). Счита-

ем, что матрица  имеет CR-структуру. Здесь приняты следующие обозначения: ,
 – вспомогательные переменные, величины , ,

, , , ,

, . Определим матрицы , . Ис-
пользуя параметры регулятора (4.9), построим регулятор (2.2), который удобно записать в виде

(4.10)

где ,  ( ), , . Обос-
нуем то, что регулятор (4.10) обеспечивает применительно к системе (2.1), (4.10) выполнение трех
условий определения 2 при .

Пусть  – характеристическая матрица замкнутой системы (2.1), (4.10). Покажем, что
эта матрица имеет CR-структуру, т.е. для этой матрицы  выполняется условие типа (1.5).
Рассмотрим формулу (4.6) при . Определим матрицу

(4.11)

В силу следствия выполняется равенство

(4.12)

Заметим, что нижней строке матрицы в правой части равенства (4.12) отвечает последнее равен-
ство в соотношениях (4.10). Пусть . Поскольку определитель , то
имеем равенство степеней полиномов . С другой стороны, в силу фор-
мулы (4.12), степень этого же полинома . Значит, справедливо равен-
ство . А поскольку в системах (4.2), (4.9) и (2.1), (4.10) дополнитель-
ные переменные  и  определяются одинаковыми уравнениями, то и матрицы при перемен-
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ной p также являются одинаковыми. Поэтому для матрицы  выполняется равенство
типа (1.5), т.е. выполняется первое условие определения 2.

Второе условие определения 2 следует из соотношения (4.12), где следует положить
, а третье условие определения 3 вытекает из формулы (4.12) и того факта, что

матрица  имеет CR-структуру в силу построения регулятора (4.9). Теорема доказана.

З а м е ч а н и е  3. Получить матрицу  можно также следующим образом. Перепишем
1-е и 4-е равенства в соотношениях (4.10) в виде

(4.13)

где величины  легко усматриваются из (4.10) и не зависят от переменной y12. Замкнув
систему (2.1) регулятором (4.13), воспользуемся леммой 3, после чего добавим 2-е и 3-е уравне-
ния из соотношений (4.10). В результате получим систему (4.2), (4.9) c характеристической мат-
рицей , при этом переменная y12 будет из этой системы исключена.

С л е д с т в и е  2. Пусть для системы (4.2) выполняются условия теоремы 1. Тогда система (2.1)
слабо модально управляема.

З а м е ч а н и е  4. Пусть регулятор (2.2) и матрица  построены, согласно доказательству
достаточности условий теоремы 2. Если положить

(4.14)

где , то, переходя в системе (2.1), (2.2) обратно к переменной  и по-
лагая  в определении 2 получим матрицы

5. Некоторые практические аспекты синтеза регуляторов. 5.1. Можно показать [27], что условия
(3.1) и (3.2) выполняются в том и только том случае, когда

(5.1)

где  – фундаментальные матрицы решений линейных алгебраических систем ,
. Отсюда приходим к следующим утверждениям.

У т в е р ж д е н и е  1. Для модальной управляемости системы (1.1) необходимо выполнение
условий (5.1).

Пусть матрица  является матрицей дополнительных входов для матрицы . Тогда най-
дется матрица H3, , такая, что .

У т в е р ж д е н и е  2. Для слабой модальной управляемости системы (1.1) необходимо выпол-
нение следующих условий:

(5.2)

5.2. Условие теоремы 1 формулируется в терминах системы (3.11), которая может определять-
ся неоднозначно. Это связано с неоднозначностью определения матриц , , ,
удовлетворяющих тождеству (3.7). Рассмотрим два возможных подхода к их построению.
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Определим матрицы

В силу условия (3.2) справедливо равенство [12]

Поэтому найдется матрица , такая, что

Представим матрицу  в виде  где , , . Поло-
жим

Тогда [12] будет выполняться тождество (3.7).
5.2.2. Предположим, что матрицы системы (2.1) имеют вид

Ввиду выполнения условия (1.2) будут иметь место следующие равенства

(5.3)

(5.4)

Условие (5.3) является необходимым [16] для существования  матрицы 
такой, что выполняется тождество

(5.5)

Достаточные условия существования и способ построения матрицы  удовлетворяющей (5.5),
предложены в статье [16]. Если же матрица , т.е. не зависит от , то условие (5.3) яв-
ляется также [16] и достаточным для существования матрицы . В силу условия (5.4) найдутся
полиномиальные матрицы , , , подходящего размера, такие, что

Тогда можно положить (если матрица  существует) , L12(λ) =
, , .

Заметим, что все сказанное выше относительно условия (5.3) и следствия из него можно пе-
ренести на условие (5.4).
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На практике, с целью построения матриц , i = 1, 2, j = 1, 2, можно с очевидными измене-
ниями использовать различные комбинации описанных способов, обусловленные конкретным
видом пары матриц .

5.3. Рассмотрим систему (3.11). Наличие запаздывания (особенно в управлении) в большин-
стве случаев оказывает негативное влияние на существование и синтез регуляторов. В частности,
на существование унимодулярной матрицы (3.13). В связи с этим приведем один возможный
подход к синтезу регуляторов в случае, когда выбрать унимодулярную матрицу (3.13) невозмож-
но. Если выполнены условия леммы 1, то (см. доказательство леммы 2)

(5.6)

В силу соотношения (5.6) для любого столбца , , матрицы  существует (в об-

щем случае не единственная) [7] матрица , такая, что

(5.7)

Положив  где  (1 стоит на месте с номе-
ром ),  – новое управление, приходим к системе

где  Матрица (3.13) для этой системы имеет вид

(5.8)

Зачастую, за счет подходящего выбора номера i0 и матрицы , можно прийти к унимодуляр-
ной матрице (5.8).

П р и м е р  2. Пусть матрицы

В данном случае

поэтому получить унимодулярную матрицу (3.13) невозможно. В то же время, выбрав номер i0 = 2,
построим [7] матрицу

Тогда матрица

а матрица (5.8)

является унимодулярной.
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5.4. Доказательства теорем 1, 2 содержат схемы построения соответствующих регуляторов, ко-
торые возможно реализовать в случае любой системы с заданными числовыми параметрами.
Проиллюстрируем это примером.

П р и м е р  3. Пусть система (1.1) имеет вид

(5.9)

Выписав характеристическую матрицу  этой системы, видим, что характеристический
квазиполином

Рассмотрим вопрос о возможности приведения системы (5.9) к конечному устойчивому спектру.
Проверка условий утверждения 1 показывает, что эта система не является модально управля-

емой. Вычислив [29] матрицы , S = 1, , убеждаемся, что выполнены
условия утверждения 2. Проверим достаточные условия слабой модальной управляемости.
Для этого воспользуемся теоремой 2. Вначале следует привести исходную систему (5.9) к виду
системы (1.1). Выбрав матрицы

выписываем исходную систему в необходимом виде:

(5.10)

Согласно теореме 2, необходимо проверить достаточное условие модальной управляемости (тео-
рема 1) для системы (4.2), т.е. для системы (2.1), у которой вместо матрицы B(λ) взята матрица

 Для этого при построении матриц системы (3.11) матрицу  будем интер-
претировать как матрицу  а функцию  – как управление u. Прежде всего построим регуля-
тор (3.8):

(5.11)

Заметим, что если заменить в первом равенстве (5.11) величину  согласно второй формуле, то
регулятор (5.11) примет вид (3.8). Замкнув регулятором (5.11) систему (5.10), вычисляем матрицы

Условие теоремы 1 выполнено, поскольку матрицу (3.13) можно выбрать так:

Следовательно, исходная система (5.9) слабо модально управляема. Поставим задачу выбора
обратной связи так, чтобы у замкнутой системы существовала подсистема с конечным устойчи-
вым спектром, однозначно определяющая функцию z. Поскольку матрицы  и  имеют
две строки, то в качестве квазиполинома (1.2) можно взять любой квазиполином не меньше вто-
рой степени. Положим, например,  Так как , то полином 
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Вернемся к системе (3.11) и доказательству теоремы 1. Вычисляем матрицу

и, применив формулы (3.17), выписываем регулятор (4.9):

(5.12)

Согласно формулам (4.10), имеем регулятор (2.2)

(5.13)

где  (переменная  не востребована), 
Переходя к переменным  и  окончательно получаем регулятор (1.4):

(5.14)

Заметим, что если положить во втором равенстве регулятора (5.14) , то видно, что вели-
чина  входит в управление в виде линейной комбинации , т.е. требование за-
висимости регулятора от элементов множества (1.3) выполнено.

Замкнув систему (5.9) регулятором (5.14), приходим к характеристической матрице

Перемножив матрицы

(см. формулы (4.6), (4.11)) и  согласно формуле (1.6), получим матрицу, левый верхний
блок которой
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Непосредственной проверкой убеждаемся, что .

Покажем, как еще можно исключить из замкнутой системы (5.9), (5.14) вторую компоненту
вектора  и прийти к матрице . Прежде всего заметим, что в силу второго равенства в
соотношениях (5.14)

(5.15)

Подставим в величину  функцию  определяемую первым равенством в уравнениях (5.14),
после этого первые компоненты полученного выражения заменим, согласно формуле (5.15).
В итоге видим, что величина

и не зависит от второй компоненты функции  Подставив это выражение в систему (5.9) и до-
полнив полученные соотношения равенством (которое следует из формул (5.14) и также не зави-
сит от второй компоненты вектора z1)

получим систему (4.2), (4.9) с характеристической матрицей .
Заключение. Предложены необходимые и достаточные условия разрешимости задач модаль-

ной управляемости и слабой модальной управляемости линейных автономных вполне регуляр-
ных дифференциально-алгебраических систем с соизмеримыми запаздываниями в классе диф-
ференциально-разностных регуляторов. Основные рассуждения статьи носят конструктивный
характер, позволяющий в случае заданной системы осуществить синтез соответствующих регу-
ляторов, реализация которого основана на элементарных операциях с полиномиальными мат-
рицами.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Хорошо известно, что в случае обыкновенных линейных автономных дифференциальных си-
стем

условие

является необходимым и достаточным для того, чтобы существовал регулятор вида ,
, обеспечивающий замкнутой системе любой наперед заданный спектр (задача модаль-

ной управляемости).
Для систем, содержащих запаздывание, ситуация несколько осложняется даже при выполне-

нии условий модальной управляемости. Во-первых, в общем случае для систем с запаздыванием
могут использоваться регуляторы, содержащие наряду с сосредоточенными запаздываниями
еще и распределенные запаздывания. Кроме того, не всегда возможно выразить регулятор в яв-
ном виде, т.е. в виде  где   – неко-
торая линейная функция. Наиболее хорошо это видно в случае наличия запаздывания в управ-
лении. Например, даже простое на первый взгляд скалярное уравнение  нель-
зя обратной связью вида
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привести к любому устойчивому  конечному спектру. Действительно, если бы это было
возможным, то трансцендентное уравнение

имело бы конечное число корней , удовлетворяющих условию  Однако добиться этого
ни при каких  и  нельзя. Вопрос построения интегрального регулятора вида

где R(s) – матрица, элементы которой являются функциями ограниченной вариации на проме-
жутке , , на первый взгляд также не совсем понятен. Однако поставленная за-
дача управления спектром рассматриваемого скалярного уравнения достаточно легко решается,
если обратную связь строить в виде регулятора, описываемого интегрально-дифференциальным
уравнением. Действительно, положим  где z1 – новая вспомогательная пе-
ременная, а w – регулятор, который будем искать в виде

Здесь ,  – матрица, элементы которой являются функциями ограниченной ва-
риации на промежутке  Таким образом приходим к сформулированной выше задаче
управления спектром, но для системы , , которая не содержит за-
паздывание в управлении и хорошо изучена [7, 8, 11, 12].

Приведенный выше пример иллюстрирует мотивы применения регуляторов, определяемых
некоторым дифференциальным, разностным или интегральным (или другим) уравнениями.
Иногда в литературе такие регуляторы называют динамическими [20].

Как было сказано ранее, для систем с запаздыванием в общем случае используется регулятор
интегрального типа. Однако практическая реализация такого регулятора сопряжена с опреде-
ленными трудностями. В связи с этим на практике интегралы заменяются конечными суммами.
Например, в работе [20] для системы

(Π.1)

строится стабилизирующий динамический регулятор в виде интегрально-дифференциального
уравнения

(Π.2)

где  – некоторые матрицы, Q(t) – некоторая матричная функция. Далее замкнутая
система (П.1), (П.2), переписанная в виде системы с сосредоточенными и распределенными за-
паздываниями

аппроксимируется системой с сосредоточенными запаздываниями

(Π.3)
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где  легко усматриваются в процессе записи системы (П.1), (П.2) в виде (П.3), y =
= . Несложно заметить, что этот процесс равносилен аппроксимации интегрального ре-
гулятора (П.2) дифференциально-разностным регулятором вида

где матрицы  и  состоят из последних r строк матриц .
В [21] обсуждается вопрос аппроксимации регулятора, определяемого интегральным уравне-

нием

( ,  – некоторая матричная функция), который используется для системы

регулятором вида

Приведенные примеры свидетельствуют о необходимости получения достаточных условий
существования и методов синтеза дифференциально-разностных регуляторов, позволяющих
при их практической реализации избежать дополнительных задач, связанных с вопросами ап-
проксимации интегралов, входящих в эти регуляторы, конечными суммами.
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