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Рассматривается управляемая механическая система с одной степенью свободы, описывае-
мой угловой координатой. Система находится под действием консервативных и неконсерва-
тивных сил. Предполагается, что соответствующая динамическая система содержит варьиру-
емый параметр, описывающий коэффициент усиления управляющего воздействия. Предло-
жен итерационный численно-аналитический метод, предназначенный для формирования
авторотационных режимов с заданными свойствами. Сформулированы условия орбитальной
устойчивости таких режимов. Предложенный подход представляет собой модификацию ме-
тода Андронова–Понтрягина, и, в отличие от последнего, может быть применен не только к
системам, близким к гамильтоновым, но и к некоторому классу систем, не содержащих ма-
лого параметра. Приведен пример применения метода к модели аэродинамического маятни-
ка. Показана возможность расширить область сходимости метода путем использования про-
цедуры продолжения по параметру.
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Введение. Автоколебания/авторотации представляют собой базовые программные режимы
для широкого спектра систем (например, для технических устройств, биомеханических объек-
тов, нейронных сетей) и активно изучаются в литературе. Зачастую соответствующие математи-
ческие модели представлены динамическими системами второго порядка: модели маятников,
часов, лазеров [1–5], аэрогидродинамических и аэроупругих систем [6–9], электромеханических
систем [10–13], деформируемых твердых тел [14], моделирование процесса ходьбы [15, 16], мо-
дель ФитцХью–Нагумо для нейрона [17]. В большинстве перечисленных работ рассматриваются
автономные динамические системы. Для последних изучаются, в том числе, вопросы формиро-
вания автоколебательных/авторотационных режимов.

Отметим, что в настоящей работе мы используем термин автоколебания/авторотации, вве-
денный в [18]. В то же время известны альтернативные, несколько отличающиеся определения
авторотации, например [19]. В работе [2] подробно обсуждается взаимосвязь эффекта авторота-
ции с различными физическими принципами, приводятся примеры соответствующих динами-
ческих моделей.

Среди последних работ, систематизирующих методы поиска периодических решений дина-
мических систем, можно отметить статьи [20, 21]. Выделяется несколько базовых направлений,
по которым развиваются методы поиска периодических решений, непосредственно коррелиро-
ванные с методами формирования заданных периодических движений управляемых систем.
Во-первых, это методы, основанные на прямом численном интегрировании системы. Они под-
разумевают процесс “пристрелки”, зачастую используют процедуру продолжения по параметру,
искусственную параметризацию и другие оригинальные подходы [22, 23]. Для таких методов
практически отсутствует ограничение на порядок системы. Однако сходимость может суще-
ственно замедляться, когда параметры близки значениям, при которых происходит вырождение:
например, возникновение кратных или неизолированных периодических решений.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 18-31-20029).
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Помимо этого широко востребованы проекционные методы, в рамках которых периодиче-
ское решение раскладывается по некоторому базису (часто используют гармонические функ-
ции), например [24–30]. В последнее время в этой области появляются работы с выраженным
акцентом на итерационный процесс [5, 7, 20, 31, 32], в том числе не подразумевающие наличия
малого параметра [33]. К достоинствам проекционных методов относятся универсальность, воз-
можность применения для систем высокого порядка. Недостатки: скорость сходимости есте-
ственным образом снижается при наличии высоких гармоник в искомом решении. Кроме того,
если рассмотреть первые гармоники как решение определенной порождающей системы, то та-
кая “порождающая система нулевого приближения” линейна.

Третий класс подходов – методы, использующие порождающие системы. В последние годы
методы, близкие к подходу [34–36], развиваются и применяются, например, в [37, 38]. Для таких
подходов отсутствует ограничение на размерность системы. Однако порождающая система ну-
левого приближения линейна и, кроме того, в случае автономной системы требуется вспомога-
тельная замена переменных.

Методы порождающих систем, основанные на модификации метода Андронова–Понтряги-
на [18, 39], применимы к автономным системам без дополнительных замен, используют сколь
угодно нелинейную систему нулевого приближения. Такие подходы предложены и апробирова-
ны для описания автоколебаний систем второго порядка, в том числе управляемых [40, 41]. Од-
нако распространение на системы более высокого порядка на данный момент отсутствует.

В настоящей работе, в отличие от статей [40, 41], дополнительно предполагается, что правая
часть динамической системы является -периодической по фазовой координате. Таким обра-
зом, фазовое пространство системы может быть представлено в виде цилиндра. Автоколебаниям
системы соответствуют циклы, охватывающие одну или несколько неподвижных точек, а авто-
ротациям – замкнутые траектории, охватывающие фазовый цилиндр. Для формирования авто-
колебаний такой системы, обладающих заданными свойствами, можно применить методы
[40, 41]. Для формирования авторотаций можно воспользоваться модификацией этих методов,
которая предлагается в настоящей работе. Метод может быть применен не только для построе-
ния управления, но и для поиска периодических решений автономной динамической системы с
цилиндрической фазовой поверхностью. Рассматривается пример применения метода к задаче
об авторотациях аэродинамического маятника, управляющее воздействие на который представ-
лено моментом в шарнире маятника, пропорциональным угловой скорости маятника.

Метод, предложенный в данной статье, совместно с подходом [41] образуют единый алго-
ритм, позволяющий осуществлять формирование периодических колебательных/ротационных
движений управляемой механической системы с одной степенью свободы, обладающих задан-
ными свойствами.

1. Постановка задачи. Рассмотрим механическую систему с одной угловой координатой .
Пусть движение системы описывается безразмерными уравнениями следующего вида:

(1.1)

Здесь точкой обозначена производная по безразмерному времени ;  – безразмерный импульс;
 – функция Гамильтона, описывающая полную механическую энер-

гию системы;  – аналитическая функция, определяемая структурой кинетической энер-
гии системы;  – аналитическая функция, описывающая потенциальную энергию систе-
мы; a > 0 – безразмерный коэффициент;  – безразмерная обобщенная сила, соответству-
ющая внешним неконсервативным силам (аналитическая функция);  – управление.
Предполагается, что управление есть произведение коэффициента b, который подлежит выбору,
и некоторой заданной функции , характеризующей структуру обратной связи и обладаю-
щей следующим свойством:  при . Таким образом, параметр b отвечает повороту
векторного поля системы (1.1) [18]. Предполагается, что правая часть системы (1.1) является

-периодической по угловой координате  функцией. Таким образом, фазовое пространство
 системы (1.1) может быть представлено как фазовый цилиндр .
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Задача данной работы состоит в том, чтобы для заданного  установить достаточные условия
существования значения , такого, что система (1.1) при  обладает 2π-периодиче-
ской по  фазовой траекторией, на которой среднее по времени значение функции 
равно h. Если такое значение  существует, то найти его и соответствующую периодиче-
скую траекторию , определить, является ли эта траектория притягивающей, и если яв-
ляется, то указать область притяжения. Помимо этого, требуется указать диапазон значений h,
которые возможно реализовать при управлении выбранной структуры.

Ограничимся положительными значениями , поскольку отрицательные можно рассмотреть
полностью аналогично. Отметим, что предложенный далее подход легко обобщить на случай,
когда требуется обеспечить определенное среднее значение угловой скорости авторотации, и на
другие подобные задачи формирования авторотационных режимов с заданными свойствами.

2. Достаточные условия существование периодической траектории. Пусть максимальное значе-
ние  функции  достигается при некотором . Будем рассматривать значения .
Будем характеризовать -периодическую траекторию значением  на этой траекто-
рии. Рассмотрим интервал , где  – некоторая положительная константа, выбранная
так, что если -периодическая траектория с заданным средним значением h функции 
существует, то она заведомо расположена внутри полосы  фазового цилиндра.

Решим вспомогательную задачу. Пусть задано некоторое значение . Фазовой точке
 отвечает некоторая величина . Сформулируем достаточные условия, при

которых существует значение  параметра b, обеспечивающее в системе (1.1) наличие -пе-
риодической траектории, проходящей через фазовую точку . Отметим, что в силу свойств
поворота векторного поля [18], если такое значение  существует, оно единственно.

Отметим, что функция  удовлетворяет определению функции предельных циклов, вве-
денному в [42], а предложенный далее метод вычисления этой функции альтернативен подходам
[42, 43].

Определим последовательные приближения следующего вида:

(2.1)

(2.2)

Здесь  – построенная на n-м шаге аппроксимация 2π-периодической фазовой траекто-
рии;  – полученная на n-м шаге аппроксимация искомого значения коэффициента усиле-
ния управляющего воздействия.

У т в е р ж д е н и е  1. Если последовательность  сходится к некоторому пределу
 > 0 при всех ϕ, то и последовательность  сходится к некоторому пределу , при

этом функция  представляет собой 2π-периодическую траекторию, существующую в си-
стеме (1.1) при  и проходящую через точку .

Утверждение 1 описывает достаточные условия существования периодической траектории
системы (1.1), проходящей через точку , и соответствующего значения параметра .
Аналоги утверждения 1 для системы второго порядка на плоскости предложены в работах [40]
(случай системы с центральной симметрией) и [41] (общий случай). Доказательство утверждения 1
аналогично доказательству подобного утверждения, приведенного в [40]. Значение параметра a
влияет на скорость сходимости итераций (2.2) и на сам факт сходимости.
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Нулевое приближение (2.1) совпадает с результатом применения метода Андронова–Понтря-
гина, предложенного в [18, 39]. Порождающая система нулевого приближения – гамильтонова
система с функцией Гамильтона  может быть сколь угодно нелинейна.

Если итерации (2.2) не сходятся, это, вообще говоря, не означает отсутствия искомого значе-
ния параметра . Иными словами, условия утверждения 1 являются достаточными, но не
являются необходимыми для существования периодической траектории. Можно привести соот-
ветствующие примеры. В частности, далее рассмотрим пример, когда при помощи продолжения
по параметру можно модифицировать предложенный метод и расширить область сходимости
итераций (2.2).

Итак, предположим, что для заданного  итерации (2.2) сходятся. Для решения ос-
новной задачи вычислим среднее значение  функции  вдоль найденной периодиче-
ской траектории , существующей в системе (1.1) при :

(2.3)

Отметим, что значение  вычисляется с использованием найденной ранее траектории
 и значения .

Применим алгоритм (2.1)–(2.3) для “всех” значений : при численной реализации
зададим некоторый шаг по ω0. Предположим, что для всех таких ω0 итерации (2.2) сходятся. То-
гда мы получим зависимость между средним уровнем h функции  (механической энер-
гии) на 2π-периодических траекториях (авторотациях) и величиной коэффициента b усиления
управляющего воздействия. Эта зависимость параметризована величиной ω0. Другими словами,

.

Зависимость , вообще говоря, может оказаться немонотонной, и тогда зависимость 
будет неоднозначной. В последнем случае можно выбрать любое из значений  в качестве ис-
комого коэффициента усиления управляющего сигнала, в частности, то значение, при котором
шире область притяжения соответствующего установившегося режима.

3. Устойчивость и области притяжения. Имеет место следующее утверждение, позволяющее
установить свойство притяжения цикла.

У т в е р ж д е н и е  2. Если при некотором значении  производная функции  от-
рицательна, то при  2π-периодическая траектория системы (1.1), проходящая через точ-
ку , является орбитально устойчивой; если же производная функции  при 
положительна, то при  2π-периодическая траектория системы (1.1), проходящая через
точку , является неустойчивой.

Это утверждение вытекает из свойств поворота векторного поля.
Опишем области притяжения 2π-периодических траекторий, существующих при различных

значениях параметра b в полосе  фазового цилиндра. Предположим, что получена (как
описано выше) зависимость  для . Если для двух или более значений ω0 соот-
ветствующие значения  одинаковы, то при таком значении  существует несколько
2π-периодических траекторий и неустойчивые периодические траектории ограничивают обла-
сти притяжения орбитально устойчивых. Если 2π-периодическая траектория с наименьшим
значением ω0 притягивающая, то ее область притяжения может быть ограничена снизу либо не-
устойчивым циклом, который можно искать, например, методом [41], либо сепаратрисами сед-
ловых точек, которые требуется исследовать отдельно, например, путем прямого численного ин-
тегрирования системы.

4. Продолжение по параметру a. Для того чтобы расширить область сходимости итераций (2.2),
предложим процедуру, подобную методу продолжения по параметру применительно к парамет-
ру a. Предположим, что для некоторого заданного  найдено (путем применения итера-
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ций (2.2)) значение  и построена функция . Тогда для значения  использу-
ем пару  и  в качестве нулевого приближения итераций (2.2) вместо пары (2.1).

Эта модификация позволяет расширить область сходимости итераций (2.2). Подобная проце-
дура продолжения по параметру a может быть применена и для расширения области сходимости
методов [40, 41], предназначенных для поиска циклов систем на плоскости.

Рассмотрим пример применения метода (2.1)–(2.3), включающий анализ областей притяже-
ния построенных периодических решений. На этом примере проиллюстрируем скорость сходи-
мости метода, а также расширение области сходимости за счет продолжения по параметру a.

5. Пример применения метода: авторотация маятника в потоке. Применим утверждения 1 и 2 для
описания авторотаций тяжелого аэродинамического маятника в вертикальном потоке воздуха
(рис. 1). Такой маятник может выступать в качестве модели малой ветроэнергетической установ-
ки, предназначенной для работы в восходящем потоке (например, около высотного знания).
В этом случае на оси маятника устанавливается ротор электрогенератора установки, а в качестве
управляющего воздействия выступает регулирование внешнего сопротивления в локальной це-
пи электрогенератора. Подобные модели ветроустановок (в горизонтальном потоке) и стратегии
управления внешним сопротивлением обсуждаются в работах [44–49].

Аэродинамический маятник представляет собой твердое тело в потоке воздуха. Маятник мо-
жет вращаться вокруг неподвижной горизонтальной оси . Он состоит из державки OA длины r
и жестко прикрепленной к ней лопасти–пластины. Пластина перпендикулярна державке. Центр
масс маятника совпадает с точкой A. Маятник расположен в поле силы тяжести. Вектор  ско-
рости потока направлен вертикально вверх. Плотность потока обозначим .

Далее используются следующие обозначения:  – угол поворота державки OA, отсчитывается
от вертикали;  – безразмерная угловая скорость маятника;  – масса маятника; J –
момент инерции маятника относительно оси вращения O;  – характерная площадь пластины;

 – воздушная скорость точки A;  – мгновенный угол атаки (угол
между вектором U и пластиной); D – сила сопротивления; L – подъемная сила; ,  –
безразмерные коэффициенты силы сопротивления и подъемной силы.

Аэродинамическое воздействие на маятник описывается на основе квазистационарного под-
хода [44, 50]:
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Рис. 1. Схема аэродинамического маятника
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Аэродинамические коэффициенты аппроксимируются следующими функциями, отражаю-
щими их характерные свойства:

Предполагается, что вал маятника соединен с ротором электрогенератора, подключенного к
локальной внешней цепи. Электромеханический момент, действующий на ротор электрогене-
ратора, описывается функцией ,  (аналогично [44]). Коэффициент  характери-
зует нагрузку со стороны потребителей энергии в цепи генератора. Значение этого коэффициен-
та может регулироваться путем подключения/отключения потребителей и может выступать в ка-
честве управления, как, например, в работе [48].

Представим уравнения движения системы в форме системы вида (1.1) (точкой обозначена
производная по безразмерному времени ):

(5.1)

В данном примере , , максимальное значение потенциальной энергии
достигается при угле .

Далее рассмотрим задачу построения зависимости . Последующий переход к зависи-
мости  может быть выполнен очевидным образом по формуле (2.3).

Ограничимся случаем p = 1. Будем рассматривать область  (при численном счете:
). Область  может быть рассмотрена аналогично.

Применим утверждение 1 для описания зависимости авторотационных режимов маятника от
параметра b. На рис. 2 представлена эволюция соответствующих бифуркационных диаграмм при
нескольких значениях ai параметра a. Для каждого значения a = ai итерационный процесс (2.2)
реализовывался численно, пока номер n не достигал такого значения , при котором не-
вязка

становилась меньше, чем 10–3. Информация о величинах  позволяет проиллюстрировать,
как скорость сходимости метода зависит от параметра a (рис. 3, 4).

На рис. 2 сплошные линии отвечают орбитально устойчивым 2π-периодическим траектори-
ям, пунктирные линии – неустойчивым. Белая (выколотая) точка на каждой кривой соответ-
ствует слиянию притягивающей и отталкивающей траекторий.

Например, при ,  существует две -периодические траектории: отталкива-
ющая траектория, на которой , и притягивающая траектория, на которой  =
= . Соответствующие точки бифуркационной диаграммы обозначены на рис. 2 буква-
ми “K” и “L”.

Из рис. 3 видно, что при a = 0.01 уже нулевое приближение (2.1) для периодической траекто-
рии, определяемое методом Андронова–Понтрягина [18, 39], является весьма точным. При та-
ком “малом” значении параметра a начальное приближение лишь “незначительно” улучшается
последующими итерациями (2.2). В то же время при значениях a порядка единицы итерации
(2.2) существенно уменьшают значение невязки с ростом n. Чем больше a, тем больше начальная
невязка и тем медленнее она уменьшается.

Рисунок 4 иллюстрирует, что при  сходимость (2.1)–(2.2) теряется (график с точками),
но может быть восстановлена путем замены нулевого приближения (2.1) на приближение, полу-
ченное по итогам выполнения итераций (2.2) для значения  (график с ромбиками).
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6. Примеры фазовых траекторий. Каждая точка построенных диаграмм (рис. 2) отвечает функ-
ции , построенной в ходе реализации итераций (2.2). Эта функция аппроксимирует пе-
риодическую траекторию системы (5.1), существующую при , . На основе полу-
ченной информации об этих функциях можно проиллюстрировать эволюцию периодической
траектории при изменении параметра a при фиксированном значении b. Пример приведен на
рис. 5. Представлен случай b = 0 (свободная авторотация маятника в потоке).

C другой стороны, при фиксированном a соответствующая бифуркационная кривая (рис. 2)
описывает эволюцию периодических траекторий при изменении параметра b.

ϕ ω0( , )
iny

= ia a = ω0( )
inb b

Рис. 2. Бифуркационные диаграммы авторотаций аэродинамического маятника
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Проиллюстрируем более детально случай, когда в системе (5.1) существуют одновременно две
периодические траектории. На рис. 6 представлены аппроксимации  периодических тра-
екторий, полученные для a = 3, . Приведено несколько итераций, включая нулевую, ко-
торая полностью совпадает с одной из траекторий математического маятника, проходящей через
фазовую точку . Для притягивающей траектории , для отталкивающей .
Соответствующие этим итерациям приближения  показаны на рис. 7.

На рис. 8 представлены элементы фазового портрета системы (5.1) при a = 3, . Пока-
заны приближения периодических траекторий “K” и “L”, построенные предложенным итераци-
онным методом, а также траектории, полученные путем прямого численного интегрирования
системы при различных начальных условиях (метод Рунге–Кутты). Начальное значение угла на
всех траекториях .

Из рис. 8 видно, что найденные приближения для периодических траекторий полностью со-
гласуются с элементами фазового портрета, полученными путем прямого численного интегри-
рования.

Чем меньше значение a, тем слабее влияние аэродинамических сил по сравнению с гравита-
цией. Это обстоятельство заметно сказывается на авторотациях маятника. Для небольших a пе-
риодические фазовые траектории близки к траекториям математического маятника. В этом слу-
чае они могут быть с высокой точностью описаны методом Андронова–Понтрягина [18, 39].
C увеличением параметра a отличие периодических траекторий от траекторий математического
маятника усиливается (рис. 5); бифуркационная кривая авторотационных режимов все более от-
личается от случая , описанного методом Андронова–Понтрягина (рис. 2). Эволюция пе-
риодических траекторий системы (5.1) при увеличении параметра a является яркой иллюстраци-
ей того, как усиление неконсервативных воздействий влияет на характер авторотаций.
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Рис. 4. Невязка в зависимости от номера итерации: случай , 
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Рис. 6. Итерационные приближения для притягивающей (“L”) и отталкивающей (“K”) -периодических тра-
екторий, существующих в системе (5.1) при a = 3, 
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Для рассмотренного примера можно отметить следующие закономерности: притягивающие
авторотационные режимы существуют в широком диапазоне значений параметра b. Этот диапа-
зон расширяется при увеличении параметра a. В то время как интервал значений b, при которых
существует отталкивающий авторотационный режим, сужается при увеличении параметра a.

7. Сравнение метода с другими подходами. Для решения рассмотренной задачи можно было ис-
пользовать и другие методы, при этом возникли бы другие преимущества и недостатки. Напри-
мер, использование метода прямого численного интегрирования в сочетании с методом стрель-
бы позволило бы расширить исследуемый диапазон по параметру a (снять проблему замедления
сходимости при увеличении a). Однако при относительно небольших a, а также в окрестности
слияния притягивающего и отталкивающего режимов, напротив, метод стрельбы медленно схо-
дится, а предложенный метод работает эффективно (рис. 3).

Преимуществами предложенного метода по сравнению с другими численно-аналитическими
подходами являются, в частности, существенная нелинейность порождающей системы нулевого
приближения, а также возможность ускорения сходимости путем использования процедуры
продолжения по параметру a.

8. Связь построенных периодических траекторий с интегрируемой системой. Из Утверждения 1 и
альтернативного ему утверждения для систем с плоским фазовым пространством, полученного
в [41], получаем красивое свойство периодических решений автономной системы второго по-
рядка:

У т в е р ж д е н и е  3. Рассмотрим семейство систем второго порядка вида (1.1), параметризо-
ванное параметром b (при этом ). Пусть на некоторой области  фазового цилин-
дра определена функция , обеспечивающая в системе наличие периодиче-

ской траектории, проходящей через точку  и постоянная вдоль каждой такой траектории
(в частности, такая функция определена пределом последовательностей (2.2), если итерации
сходятся). Тогда существует интегрируемая система второго порядка, такая, что каждая ее фазо-
вая траектория, расположенная в области , представляет собой периодическое решение систе-
мы вида (1.1), существующее при некотором значении параметра b. Функция  представляет
собой первый интеграл этой системы. И тогда все периодические траектории всех систем семей-
ства (1.1), расположенные в области Ω, являются траекториями одной и той же интегрируемой
системы с первым интегралом .

Заключение. Предложенный итерационный метод позволяет описывать 2π-периодические
траектории автономной динамической системы с цилиндрической фазовой поверхностью, а
также формировать периодические траектории с заданными свойствами путем выбора значения
коэффициента усиления управляющего воздействия. Метод основан на идеях подхода Андроно-
ва–Понтрягина [18, 39] и расширяет область применения этих идей на класс систем, не содержа-
щих малого параметра.
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Рис. 8. Элементы фазового портрета системы при a = 3,  (сравнение предложенного метода с методом
Рунге–Кутты)
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0.5

0

1.0

1.5

2.0
ω

0 π−π ϕ

= 0.071b
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Помимо этого предложена процедура продолжения по параметру, позволяющая расширить
область сходимости метода.

Эффективность метода и скорость сходимости проиллюстрированы на примере задачи фор-
мирования авторотационных режимов движения аэродинамического маятника, представляю-
щего собой рабочий элемент ветроэнергетической системы. Описана эволюция режимов авто-
ротации при изменении параметров модели.

Описаны преимущества метода по сравнению с другими известными подходами. Основные
преимущества достигаются, когда значения параметров модели относительно близки к случаю
гамильтоновой системы, а также к случаю бифуркации слияния периодических решений.
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