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Рассматриваются операции над k-однородными гиперграфами и нахождение векторов степе-
ней вершин от результата операции без построения самих гиперграфов-результатов. При
этом предлагается выразить векторы от определенных операций через вектор от пересечения
двух однородных гиперграфов. Это позволит ускорить вычисления и упростить механизм по-
строения соответствующих векторов.
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Введение. Минимакс при транспортных ограничениях [1] имеет ряд обобщений [2, 3]. Еще
одним таким обобщением является развитие, связанное с гиперграфами. Известно, что гипер-
граф [4] – это множество гиперребер на заданном множестве вершин [5]. Тогда k-однородным
гиперграфом (k – 1-комплексом [6]) называют гиперграф, у которого каждое гиперребро инци-
дентно ровно k вершинам [7]. Соответственно над k-однородными гиперграфами, определенны-
ми над одним и тем же множеством вершин, действуют все классические для графов операции:
пересечение, объединение, вычитание, дополнение. Кроме того, добавим операции “симметри-
ческая разность”, “эквивалентность”, а также дополнения к объединению и пересечению. В [8]
показано, что множество k-однородных гиперграфов с операциями пересечения и объединения
является алгеброй. При этом для каждого гиперграфа существует вектор его степеней вершин
[9]. Однако задача нахождения вектора степеней вершин от гиперграфа – результата операции
над однородными гиперграфами связана либо с построением соответствующего гиперграфа, ли-
бо c выполнением алгоритма над матрицами смежности. Но следует учитывать, что нахождения
вектора степеней вершин по матрице смежности имеет сложность . В работе рассматриваем
способ нахождения векторов степеней вершин от ряда операций над однородными гиперграфа-
ми через вектор степени вершин от пересечения гиперграфов. Данный способ позволяет сокра-
тить объем вычислений и ускорить нахождение векторов от результатов операций над однород-
ными гиперграфами.

1. Операции над k-однородными гиперграфами. Для начала следует отметить, что все k-одно-
родные гиперграфы, которые здесь будут рассматриваться, относятся к одному и тому же классу –
ненаправленные, без петель, с весами гиперребер, равными 1. Соответственно в дальнейшем это
будет подразумеваться.

Теперь определим операции над однородными гиперграфами, которые нам потребуются в
дальнейшем. Пусть даны два таких гиперграфа G1 и G2 с одинаковым множеством вершин, тогда
обозначим операции над ними следующим образом:

 – объединение гиперребер G1 и G2 (OR);
 – пересечение гиперребер G1 и G2 (AND);

 – вычитание гиперребер G2 из G1;

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (грант RFMEFI60719X0312).

( )kO n

∪1 2G G
∩1 2G G

1 2/G G

УДК 519.171.4, 519.179.1

ДИСКРЕТНЫЕ
СИСТЕМЫ



76

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 3  2020

ЕГОРОВА и др.

 и  – дополнения гиперграфов G1 и G2 соответственно (NOT);
 – “симметричная разность” гиперребер G1 и G2 (XOR);
 – “эквивалентность” наличия гиперребер или их отсутствия в G1 и G2 (EQV);
 – дополнение к объединению гиперграфов (NOR);
 – дополнение к пересечению гиперграфов (NAND).

Рассмотрим пример, иллюстрирующий действие представленных операций.
П р и м е р  1. Пусть заданы 2-однородные гиперграфы (графы)  и G2 на восьми вершинах.

Графы  и G2, а также полученные в результате выполнения операций над ними представлены
на рисунке. Там же приведены векторы степеней вершин соответствующих графов.

Вспомним известные свойства вектора степеней вершин однородного гиперграфа. Пусть  –
k-однородный гиперграф на n вершинах и  – вектор степеней его вершин. Тогда
справедливо следующее неравенство:

где  – вершина гиперграфа ,  – число сочетаний из n по k элементов, а .

Зададим  как полный k-однородный гиперграф на n вершинах, тогда .
Если  – вполне несвязанный гиперграф на n вершинах, то .

2. Векторы степеней вершин от результатов операций над однородными гиперграфами. Теперь
рассмотрим связь между вектором степеней вершин от операции дополнения для k-однородных
гиперграфов и вектором самого гиперграфа.

Т е о р е м а  1. Пусть дан k-однородный гиперграф  и его вектор степеней вершин , тогда
вектор степеней вершин  равен

Доказательство теоремы вытекает из определения дополнения однородного гиперграфа G:
так как в дополнении присутствуют все гиперребра, отсутствующие в , но присутствующие в
полном k-однородном гиперграфе на тех же вершинах, что и .

З а м е ч а н и е  1. Пусть дан k-однородный гиперграф  и его вектор степеней вершин ,
тогда сумма векторов  и  равна вектору k-полного однородного гиперграфа, построен-
ного на тех же вершинах, что и .

Покажем связь между векторами от объединения и пересечения однородных гиперграфов.
Т е о р е м а  2. Пусть даны -однородные гиперграфы  и , а также их векторы  и

, тогда

Д о к а з а т е л ь с т в о. При объединении однородных гиперграфов объединяются множества
ребер. Таким образом, при наличии гиперребра в любом из гиперграфов в результирующем ги-
перграфе оно тоже будет присутствовать. Однако при сложении координат вектора в случае, если
гиперребро принадлежит обоим гиперграфам, мы посчитаем его дважды. Другими словами, раз-
ница между  и суммой векторов гиперграфов  и  равна вектору, который построен из ги-
перграфа, имеющего только те ребра, что есть у обоих гиперграфов. Но вектор, у которого учте-
ны только ребра, принадлежащие обоим гиперграфам, это вектор . Таким образом

. Что и требовалось доказать.
Следующая теорема может быть сформулирована независимо от предыдущей, но может быть

и ее следствием.
Т е о р е м а  3. Пусть даны k-однородные гиперграфы  и , а также их векторы  и

, тогда
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Доказательство аналогично предыдущей теореме.
Теперь покажем, что можно выразить все операции через одну из уже определенных нами

операций. Для демонстрации возьмем пересечение как базисную операцию над векторами.
Перейдем к вектору от операции разности однородных гиперграфов.
Т е о р е м а  4. Пусть даны k-однородные гиперграфы  и , а также их векторы  и

, тогда

= ∩ = − − + ∪ = − ∩ .4 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )F FA A G G A G A A A G G A G A G G

1G 2G =1 1( )A A G
=2 2( )A A G

= = − ∩ ;3 1 2 1 1 2( / ) ( )A A G G A A G G

Рисунок. Графы-результаты операций и их векторы степеней вершин
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Доказательство аналогично теореме 2.
Теперь рассмотрим связь векторов и операции эквивалентности.
Т е о р е м а  5. Пусть даны k-однородные гиперграфы  и , а также их векторы  и

, тогда

Д о к а з а т е л ь с т в о. Операцию эквивалентности можно представить как

Теперь возьмем вектор от полученного гиперграфа:

При этом , так как . Следовательно,

Отсюда легко получить следующую теорему.
Т е о р е м а  6. Пусть даны k-однородные гиперграфы  и , а также их векторы  и

, тогда

Д о к а з а т е л ь с т в о. Данное утверждение легко доказывается, если вспомнить, что гипер-
граф .

Единственное препятствие для простого расчета вектора от результата любой из предложен-
ных операций состоит в том, что нужно находить вектор от пересечения k-однородных гипергра-
фов. Для данной проблемы можно предложить следующее решение.

З а м е ч а н и е  2. Пусть даны k-однородные гиперграфы  и  и их матрицы смежности X1 и
X2 соответственно. Тогда для вектора  его координаты можно найти следу-
ющим образом:

Проиллюстрируем полученные результаты на примере.
П р и м е р  2. Рассмотрим векторы, представленные в примере 1: 

и . Также возьмем вектор .
Так как  и  – это графы (2-однородные гиперграфы), то вектор полного графа на восьми

вершинах будет равен .
Теперь мы можем найти векторы для других операций:
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При сравнении с примером 1 видим, что все векторы найдены верно.
В заключение рассмотрим пример с 5-однородными гиперграфами.

П р и м е р  3. Пусть заданы два 5-однородных гиперграфа  и , где
 – множество вершин,  и  – множества гиперребер. Зададим гиперребра из мно-

жества  в упрощенном виде как наборы по 5 чисел-индексов вершин:

Легко находим векторы степеней вершин  и A2 = A(G2) = (10, 11, 11,
. Также легко определить вектор полного 5-однородного гиперграфа на семи верши-

нах: .

Далее построим гиперграф-пересечение , где :

Соответственно вектор . Следовательно, векторы остальных ги-
перграфов-результатов операций равны:

В завершение примера построим множества гиперребер для гиперграфов-результатов рассмат-
риваемых операций. Убедиться в соответствии найденных векторов построенным гиперграфам
несложно:
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{1,2,4,5,7},{1,3,4,5,6},{1,4,5,6,7},{2,3,4,5,7},{2,4,5,6,7},{3,4,5,6,7}};

S

=
=

2

1 2

{{1,2,3,5,6},{1,2,3,5,7},{1,2,5,6,7},{1,3,4,6,7},{1,4,5,6,7},{2,3,4,5,6}};
/ {{1,2,5,6,7},{1,3,4,6,7},{2,3,4,5,6}};

S
S S

=1 2/ {{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,6},{1,2,3,4,7},{1,2,3,6,7},{1,2,4,5,6},
{1,2,4,5,7},{1,3,4,5,6},{2,3,4,5,7},{2,4,5,6,7},{3,4,5,6,7}};

S S

∩ =1 2 {{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,6},{1,2,3,4,7},{1,2,3,5,6},{1,2,3,5,7},
{1,2,3,6,7},{1,2,4,5,6},{1,2,4,5,7},{1,2,5,6,7},{1,3,4,5,6},{1,3,4,6,7},
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ЕГОРОВА и др.

Заключение. Таким образом мы получили способ нахождения вектора от результата любой из
рассматриваемых операций через вектор от пересечения k-однородных гиперграфов, который
также можно легко определить через матрицу смежности. В частном случае, алгоритм для вычис-
ления вектора от пересечения графов имеет сложность O(nk), но, вычислив один раз вектор пе-
ресечения, можно рассчитать остальные операции со сложностью O(n).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Mironov A.A. Minimax under Transportation Constraints. Dordrecht: Kluwer Acad. Publ., 1999. 309 p.
2. Mironov A.A., Tsurkov V.I. Network Models with Fixed Parameters at the Communication Nodes. 1 // J. Com-

puter and Systems Sciences International. 1995. V. 33. № 3. P. 107–116.
3. Mironov A.A., Tsurkov V.I. Network Models with Fixed Parameters at the Communication Nodes. 2 // J. Com-

puter and Systems Sciences International. 1994. V. 32. № 6. P. 1–11.
4. Egorova E.K., Mokryakov A.V., Vang L. Development of Hypergraph Theory // J. Computer and Systems Sci-

ences International. 2018. V. 57. № 1. P. 109–114.
5. Зыков А.А. Гиперграфы // УМН. 1974. Т. XXIX. № 6 (180). С. 89–154.
6. Александров П.С. Комбинаторная топология. М.: Гостехтеориздат, 1947. 660 с.
7. Мокряков А.В., Селин П.С., Цурков В.И. Минимакс и восстановление по вектору в графах. М.: Физмат-

лит, 2017. 309 с.
8. Mokryakov A.V. Hypergraphs as Algebraic Structures // J. Computer and Systems Sciences International. 2011.

V. 50. № 5. P. 734–740.
9. Kostyanoi D.S., Mokryakov A.V., Tsurkov V.I. Hypergraph Recovery Algorithms from a Given Vector of Vertex

Degrees // J. Computer and Systems Sciences International. 2014. V. 53. № 4. P. 511–516.

∪ =

∪ =

1 2

1 2

{{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,6},{1,2,3,4,7},{1,2,3,6,7},{1,2,4,5,6},{1,2,4,5,7},{1,2,4,6,7},
{1,2,5,6,7},{1,3,4,5,6},{1,3,4,5,7},{1,3,4,6,7},{1,3,5,6,7},{2,3,4,5,6},{2,3,4,5,7},{2,3,4,6,7},

{{1,2,3

S S

S S ,5,6},{1,2,3,5,7},{1,4,5,6,7}};

⊕ =1 2 {{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,6},{1,2,3,4,7},{1,2,3,6,7},{1,2,4,5,6},{1,2,4,5,7},{1,2,5,6,7},
{1,3,4,5,6},{1,3,4,6,7},{2,3,4,5,6},{2,3,4,5,7},{2,4,5,6,7},{3,4,5,6,7}};

S S

≡ =1 2 {{1,2,3,5,6},{1,2,3,5,7},{1,2,4,6,7},{1,3,4,5,7},{1,3,5,6,7},{1,4,5,6,7},
{2,3,4,6,7},{2,3,5,6,7}}; {2,3,5,6,7},{2,4,5,6,7},{3,4,5,6,7}}.

S S



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


