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Рассматривается задача моделирования и анализа выходных процессов линейных непрерыв-
ных стохастических систем и предлагается метод ее решения, основанный на спектральной
форме математического описания систем управления. Предложенный подход дает явное
представление выходного сигнала системы в виде функционального ряда со случайными ко-
эффициентами либо при приближенном решении в виде частичной суммы, что отличает этот
метод от других подходов, когда результатом решения задачи являются детерминированные
характеристики выходного сигнала: первые два момента или плотность распределения веро-
ятностей. В качестве приложения рассмотрена задача моделирования ветровых воздействий
с помощью формирующего фильтра Драйдена.
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Введение. Представление функций с помощью рядов широко применяется для решения са-
мых разных прикладных задач, в том числе задач теории управления. Один из подходов к реше-
нию задачи анализа выходных процессов линейных детерминированных систем, основанный на
представлении функций рядами по произвольным полным ортонормированным системам
функций (базисным системам), т.е. обобщенными рядами Фурье, породил спектральную форму
математического описания систем управления и спектральный метод анализа и синтеза [1, 2].
Эта форма предполагает переход от операций с функциями к операциям с их спектральными ха-
рактеристиками – упорядоченными наборами коэффициентов разложения по базисной систе-
ме, которые могут быть представлены в виде матриц-столбцов. Элементарным и типовым зве-
ньям линейных систем, например усилительному, дифференцирующему, интегрирующему,
апериодическому, колебательному и др., ставятся в соответствие матрицы, а преобразования
сигналов сводятся к линейным преобразованиям спектральных характеристик. Спектральная
форма математического описания использовалась и для нелинейных систем управления различ-
ных классов.

Хорошо известно, что для линейных непрерывных стохастических систем управления можно
получить замкнутую систему обыкновенных дифференциальных уравнений для моментных ха-
рактеристик ее вектора состояния. Если выходной сигнал имеет нормальное распределение
(гауссовская случайная функция), то его можно описать первыми двумя моментами. Это свой-
ство линейных систем учитывалось и для спектрального метода: он применялся для анализа ли-
нейных систем при случайных воздействиях в рамках корреляционной теории, т.е. задача анали-
за выходных процессов решалась как детерминированная, где входные и выходные сигналы за-
давались своими математическими ожиданиями и ковариационными функциями [1, 3, 4].
Анализ нелинейных систем при случайных воздействиях сводился к детерминированной задаче
нахождения плотности распределения вероятностей вектора состояния [5].

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 17-08-00530-a).
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В статье предлагается расширить спектральную форму математического описания для пред-
ставления случайных функций, что позволит решать задачу анализа выходных процессов линей-
ных стохастических систем, не переходя от случайных функций к их моментным характеристи-
кам или плотностям распределения вероятностей. Предложенный метод дает возможность рас-
сматривать линейные системы как с аддитивным, так и с мультипликативным шумом и находить
явный вид выходного сигнала как случайной функции, т.е. не ограничиваться детерминирован-
ными характеристиками вектора состояния. Это особенно важно при моделировании систем
управления.

Опишем простейший пример двумерной системы с мультипликативным шумом, модель ко-
торой задается двумя стохастическими дифференциальными уравнениями [6]:

где ,  – стандартные независимые гауссовские белые шумы (процессы с единичной спек-
тральной плотностью мощности). Пусть также w1(t), w2(t) – соответствующие стандартные вине-
ровские процессы. Решение первого уравнения очевидно: , решение второго уравне-
ния не выражается аналитически через винеровские процессы, его можно формально записать в
виде стохастического интеграла (есть разные определения стохастических интегралов, наиболее
часто используемые – интегралы Ито и Стратоновича, но для данного интеграла это не имеет
принципиального значения):

Исследование этой случайной функции составляет отдельную проблему [7–11]. Она не явля-
ется гауссовской, знание моментных характеристик (нулевое математическое ожидание и дис-
персия t2/2) не позволяет моделировать ее траектории или сечения, в то время как такое модели-
рование, например, обеспечивает построение численных методов решения стохастических диф-
ференциальных уравнений с порядком сильной или среднеквадратической сходимости выше,
чем у стохастического метода Эйлера.

В общем нелинейном случае для решения задачи моделирования и анализа выходных процес-
сов основной метод, используемый на практике, заключается в применении разностных схем
[10–12]. В результате процедура моделирования состоит в том, что строится дискретная аппрок-
симация выходного сигнала шаг за шагом по времени, т.е. с применением рекуррентных фор-
мул, и переход от текущего узла дискретизации к следующему связан с добавлением случайной
величины, а именно приращения случайной функции. Для моделирования стохастического ин-
теграла, приведенного выше, в [7] был предложен метод, основанный на разложении процесса
броуновского моста по собственным функциям его ковариационного оператора, причем этот
метод оказался эффективнее дополнительной дискретизации по времени (в пределах выбранно-
го шага дискретизации). Далее в [8, 9] были предложены разложения в виде обобщенных рядов
Фурье по различным базисным системам, причем в [8] – сразу для стохастических интегралов,
которые связаны с более сложными нестационарными системами, размерность которых больше
двух. Численные методы, описанные в [7, 8, 10, 11], используют как дискретизацию по времени,
так и представление случайных функций обобщенными рядами Фурье между узлами дискрети-
зации.

В результате применения разностных схем накапливается ошибка, характерная для числен-
ных методов, и приближенное решение определено только в узлах дискретизации. Предлагае-
мый в статье подход позволяет отказаться от дискретизации по времени, получить непрерывную
аппроксимацию выходного сигнала сразу на всем заданном промежутке времени для линейных
систем с аддитивным и мультипликативным шумом и найти явный вид выходного сигнала как
случайной функции. Он обеспечивает моделирование линейных систем, причем свойства траек-
торий выходного сигнала могут варьироваться с помощью подбора базисной системы, и нахож-
дение в явном виде выходного сигнала системы как случайной функции. В дальнейшем такой
подход может быть применен для решения задач оптимизации линейных систем и оценивания
сигналов (фильтрации, интерполяции и экстраполяции). В основе метода кроме спектральной
формы математического описания систем управления лежат известные факты о представлении
случайных функций с помощью функциональных рядов со случайными коэффициентами, об-
суждаются связи с разложением Карунена–Лоэва [13] и каноническим представлением случай-
ных функций [14, 15].
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Статья помимо введения содержит два раздела и Приложение. В разд. 1 рассматривается за-
дача моделирования и анализа выходных процессов линейных одномерных непрерывных стоха-
стических систем и предлагается спектральный метод для ее решения. В разд. 2 результаты
разд. 1 обобщаются для решения задачи моделирования и анализа выходных процессов линей-
ных многомерных непрерывных стохастических систем. Приложение содержит теоретические
основы предлагаемого метода.

Апробация метода моделирования и анализа выходных процессов проведена на примере фор-
мирующего фильтра Драйдена и его двумерной модификации, которые позволяют моделировать
продольные ветровые воздействия на летательный аппарат в неспокойной атмосфере [16–19].

1. Моделирование и анализ выходных процессов одномерных линейных стохастических систем.
1.1. П о с т а н о в к а  з а д а ч и. Рассмотрим одномерные линейные системы, которые описыва-
ются стохастическим дифференциальным уравнением (структурная схема системы приведена
на рис. 1):

(1.1)
где a(t), b(t), c(t) и d(t) – заданные функции, g(t) – заданный детерминированный входной сиг-
нал,  – стандартный гауссовский белый шум, x0 – случайная величина с конечным вторым

моментом:  (закон распределения x0 задан), x(t) – выходной сигнал, .
Уравнение модели системы записано в форме Ланжевена, под решением этого уравнения бу-

дем понимать случайный процесс x(t), удовлетворяющий интегральному соотношению

в котором второй интеграл понимается в смысле Стратоновича, w(t) – стандартный винеровский
процесс. Это обеспечивает возможность применения таких же правил дифференцирования для
случайной функции x(t), как если бы x(t) была гладкой детерминированной функцией. При

  = 0 уравнение (1.1) задает линейную систему с аддитивным шумом, а при  – линей-
ную систему с мультипликативным шумом. Отметим, что если трактовать белый шум  как
входной сигнал, то при  систему следует называть билинейной. Линейность уравнения
(1.1) и конечность второго момента случайной величины x0 обеспечивает существование и един-

ственность решения, а также условие  [20].
Задача анализа выходных процессов состоит в нахождении выходного сигнала x(t) как случай-

ной функции по заданной модели (1.1) и входному сигналу g(t).
1.2. С п е к т р а л ь н ы й  м е т о д  м о д е л и р о в а н и я  и  а н а л и з а  в ы х о д н ы х  п р о -

ц е с с о в. Воспользуемся для решения задачи анализа выходных процессов спектральным мето-
дом (все необходимые сведения приведены в Приложении), представляя все входящие в уравне-
ние (1.1) функции спектральными характеристиками (см. Приложение, разд. А). Для этого нуж-
но применить спектральное преобразование  (см. Приложение, формула (П.4)) к левой и
правой частям (1.1):

(1.2)

Подробно записывать все шаги представляется излишним, поскольку в целом они не отлича-
ются от применения спектрального метода к анализу выходных процессов линейных детермини-
рованных систем [1, 3, 4]. Однако нужно ввести обозначения для спектральных характеристик
относительно выбранной базисной системы  на отрезке  (см. Приложение, разд. А и Д,
формулы (П.2), (П.6), (П.9)): ,  и  – спектральные характеристики входного, выходного
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Рис. 1. Структурная схема линейной стохастической системы

x(t) = a(t)x(t) + b(t)g(t) + (c(t)x(t) + d(t))v(t)

x0

g(t) x(t)
v(t)

.
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сигналов и функции  соответственно;  – спектральная характеристика стандартного гаус-
совского белого шума ; A, B и C – спектральные характеристики операторов умножения на
функции a(t), b(t) и c(t) соответственно;  – спектральная характеристика оператора дифферен-
цирования;  – спектральная характеристика дельта-функции , т.е. матрица-столбец значе-
ний функций базисной системы  в точке t = 0. Отличие от детерминированного случая
состоит в том, что одна из спектральных характеристик, а именно , образована случайными ве-
личинами, начальное значение x0 также случайно. Кроме того, в уравнении модели имеется про-
изведение  при .

Если условие  выполнено, то требуется определить спектральную характеристику мно-
жительного звена или трехмерную нестационарную передаточную функцию множительного
звена – бесконечную пространственную матрицу  с элементами

С помощью этой матрицы можно преобразовать спектральные характеристики функций в
спектральные характеристики операторов умножения на эти функции [1, 5]:

где для нахождения произведения пространственной матрицы и матрицы-столбца производится
суммирование по любому индексу i, j или k. Например, если обозначить произведение  через

, то Y – бесконечная матрица с элементами

а суммирование по другим индексам возможно из-за свойства симметрии: Vijk = Vjki = Vkij =
=  = Vjik.

В результате из соотношения (1.2) получаем

где  – спектральная характеристика оператора дифференцирования с учетом на-
чального условия [1, 3, 4]. Действительно,

и

т.е. .
Таким образом,

(1.3)
и

(1.4)

При  целесообразно определить спектральную характеристику оператора умножения
на функцию d(t), обозначив ее , а спектральную характеристику D, определенную ранее, не ис-
пользовать. Тогда можно обойтись без пространственной матрицы V, а уравнение (1.3) примет
вид

(1.5)
его решение представляется следующим образом:

(1.6)
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Применяя обратное спектральное преобразование, находим решение задачи анализа выход-
ных процессов, согласно формуле обращения (см. Приложение, разд. А, формула (П.2)), в виде
ряда

(1.7)

коэффициенты Xi которого зависят от элементов спектральной характеристики  стандартного
гауссовского белого шума , т.е. от счетного числа независимых случайных величин, имеющих
стандартное нормальное распределение, а также от случайной величины x0.

Выполнение операций с бесконечными матрицами затрудняет нахождение выходного сигна-
ла точно, особенно это касается умножения и обращения бесконечных матриц. Поэтому перей-
дем к приближенному решению, используя тот же подход, что и при анализе выходных процес-
сов линейных детерминированных систем, а именно усечение всех спектральных характеристик
до некоторого выбранного порядка L [1, 3, 5]. Это означает, что все матрицы, входящие в соот-
ношение (1.4), являются конечными размера L по каждому измерению, т.е. L для матриц-столб-
цов, L × L для квадратных и L × L × L для пространственных матриц. В этом случае будет полу-
чено приближенное решение задачи анализа выходных процессов в виде частичной суммы:

(1.8)

где коэффициенты Xi зависят от элементов усеченной спектральной характеристики  стандарт-
ного гауссовского белого шума , т.е. от конечного числа L независимых случайных величин,
имеющих стандартное нормальное распределение, а также от случайной величины x0.

В качестве базисной системы  могут использоваться различные полные ортонорми-
рованные системы функций, успешно применяемые при решении задач в спектральной форме
математического описания, например, полиномы Лежандра, косинусоиды, функции Уолша и
функции Хаара [1, 3]. Для всех перечисленных базисных систем разработано алгоритмическое
обеспечение (элементарные и специализированные алгоритмы динамического расчета), вклю-
чающее алгоритмы расчета спектральных характеристик типовых входных воздействий, спек-
тральных характеристик операторов умножения на типовые функции, операторов дифференци-
рования и интегрирования, а также спектральную характеристику множительного звена [1, 3, 5].
Все эти алгоритмы реализованы в виде пакетов программ для систем компьютерной математики
и отдельных приложений [21].

Приведем методику решения задачи анализа выходных процессов одномерных линейных
стохастических систем.

1. Выбрать отрезок , на котором нужно найти решение задачи анализа выходных про-
цессов, а также соответствующую базисную систему .

2. Найти спектральную характеристику G входного сигнала ; спектральную характеристи-
ку  стандартного гауссовского белого шума ; спектральные характеристики ,  и  опера-
торов умножения на функции ,  и  соответственно; спектральную характеристику 
оператора дифференцирования; матрицу-столбец  значений функций базисной системы

 в точке t = 0. Дополнительно определить при  спектральную характеристику D
функции , спектральную характеристику V множительного звена, а при  – спектраль-
ную характеристику  оператора умножения на функцию .

3. При  записать уравнение (1.3) для спектральной характеристики X выходного сигна-
ла  и найти его решение (1.4). При  записать уравнение (1.5) для спектральной харак-
теристики X и найти его решение (1.6).

4. Применить обратное спектральное преобразование: найти выходной сигнал  по спек-
тральной характеристике X, используя формулу обращения (1.7).

При приближенном решении задачи анализа выходных процессов дополнительно задается
порядок усечения спектральных характеристик  и на шаге 4 методики применяется форму-
ла (1.8) вместо (1.7). Для получения выборочной траектории выходного сигнала достаточно вос-
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пользоваться методикой для реализаций спектральной характеристики  и случайной вели-
чины x0.

Получив явный вид выходного сигнала как случайной функции, можно оценить моментные
характеристики любого порядка и плотность распределения вероятностей состояния системы,
описываемой уравнением (1.1), т.е. решить задачу статистического анализа стохастической си-
стемы. Использовать этот прием для моментных характеристик вряд ли оправдано, поскольку
для линейных непрерывных стохастических систем управления можно записать замкнутую си-
стему обыкновенных дифференциальных уравнений для моментных характеристик, ее решение
с вычислительной точки зрения значительно проще. Для плотности распределения вероятно-
стей  состояния, если она не является гауссовской, можно предложить следующую ядер-
ную оценку [22]:

(1.9)

где K(x) – ядро, т.е. функция, обладающая свойствами плотности (неотрицательность, условие
нормировки);  – параметр сглаживания; M – число выборочных траекторий; j – номер
траектории, каждому номеру соответствует реализация  выходного сигнала , а также ре-
ализации  спектральной характеристики  и  случайной величины x0. Например, если  –
стандартная гауссовская плотность, то для оценки  используется полигауссовская аппрок-
симация.

П р и м е р  1. Рассмотрим формирующий фильтр Драйдена для моделирования продольного
турбулентного ветра [19]. Он задается линейным стохастическим дифференциальным урав-
нением

(1.10)

где  – продольная скорость полета,  – масштаб турбулентности, σ0 – среднеквадратическое
отклонение скорости ветра, т.е. , , , ; выходной сигнал  – ско-
рость ветра, x0 – его начальное значение.

На основе формулы (1.6) запишем выражение для спектральной характеристики X про-
цесса , удовлетворяющей уравнению (1.5):

(1.11)
пользуясь свойством спектрального преобразования операторов умножения, а именно равен-
ством спектральной характеристики оператора умножения на константу произведению этой
константы на единичную матрицу E, т.е. , , ,  (O – нулевая матрица).

В выражении (1.11)  – спектральная характеристика оператора дифференцирова-
ния с учетом начального условия;  – матрица-столбец значений функций базисной системы

 в точке ;  – спектральная характеристика стандартного гауссовского белого
шума . Тогда точное решение уравнения (1.10) задается формулой (1.7), а приближенное ре-
шение – формулой (1.8) с учетом усечения всех спектральных характеристик до некоторого вы-
бранного порядка L.

Далее приведем результаты моделирования на основе соотношений (1.8) и (1.11) для базисной
системы косинусоид:

при  c,  м/с,  м,  = 1.5 м/с. Начальное значение  будем полагать слу-
чайной величиной, имеющей нормальное распределение с нулевым математическим ожидани-
ем и дисперсией . Для рассматриваемой модели значение дисперсии  соответствует устано-
вившемуся режиму, поэтому при таком выборе начального распределения выходной сигнал
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будет иметь нулевое математическое ожидание и постоянную дисперсию . Порядок усечения
выбран следующим образом: .

Для выбранной базисной системы элементы спектральной характеристики P оператора диф-
ференцирования с учетом начального условия задаются в виде [1, 3, 4]

Пример трех траекторий выходного сигнала (скорости ветра) приведен на рис. 2, а–в. Макси-
мальное отклонение выборочной дисперсии выходного сигнала на рассматриваемом промежут-
ке времени, рассчитанной по ансамблю 106 траекторий, от точного значения  составля-
ет 2.07%, при увеличении порядка усечения до  и 256 максимальные отклонения состав-
ляют 1.10 и 0.69% соответственно, т.е. увеличение порядка усечения в 2 раза примерно в 2 раза
сокращает погрешность расчетов для дисперсии. Данные приведены для узловых точек, которые
получены следующим образом: отрезок [0, T] был разбит на 20 отрезков одинаковой длины и взя-
ты центры этих отрезков. Для базисной системы косинусоид выборочная дисперсия меньше
точного значения в узловых точках. Здесь нужно принять во внимание, что помимо методиче-
ской погрешности спектрального метода, связанной с усечением спектральных характеристик,
есть еще и статистическая погрешность, обусловленная моделированием конечного числа тра-
екторий.
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Рис. 2. Пример трех траекторий выходного сигнала для формирующего фильтра Драйдена
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2. Моделирование и анализ выходных процессов многомерных линейных стохастических систем.
2.1. П о с т а н о в к а  з а д а ч и. Рассмотрим систему стохастических дифференциальных уравне-
ний, записанную в матричной форме:

(2.1)

при условии, что , ,  и  – заданные матричные и векторные функции размеров
, ,  и  соответственно,  – заданный детерминированный q-мерный входной

сигнал,  – стандартный гауссовский белый шум (все шумы попарно независимы), ;
 – случайный n-мерный вектор с конечными вторыми моментами:  (закон распреде-

ления  задан),  – -мерный вектор состояния, :

Решение этой системы следует понимать как случайный процесс x(t), удовлетворяющий ин-
тегральному соотношению (см. одномерный случай), в котором стохастический интеграл – ин-
теграл Стратоновича. Решение такой системы существует, единственно и удовлетворяет усло-
вию  [20].

Задача анализа выходных процессов, как и для одномерного случая, состоит в нахождении
сигнала x(t) как случайной вектор-функции по заданной модели (2.1) и входному сигналу g(t).

2.2. С п е к т р а л ь н ы й  м е т о д  м о д е л и р о в а н и я  и  а н а л и з а  в ы х о д н ы х  п р о -
ц е с с о в. Перепишем систему (2.1) в координатной форме:

(2.2)

где , ,  и  – элементы матричных и векторных функций a(t), b(t),  и 
соответственно. Здесь и далее индексы принимают следующие значения: ; ;

.
Применим спектральное преобразование  (см. Приложение, формула (П.4)) к левой и пра-

вой частям (2.2):

(2.3)

тогда

(2.4)

где наряду с обозначениями, введенными для одномерного случая, используются следующие
(см. Приложение, разд. А и Д, формулы (П.2), (П.6), (П.9)): ,  и  – спектральные характе-
ристики функций ,  и  соответственно;  – спектральные характеристики стан-
дартных гауссовских белых шумов ; ,  и  – спектральные характеристики операторов
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умножения на функции ,  и  соответственно. Все перечисленные спектральные ха-
рактеристики определены относительно базисной системы , заданной на отрезке .

Как и в одномерном случае, при  полученные соотношения можно упростить, опреде-
лив  как спектральные характеристики операторов умножения на функции  вместо спек-
тральных характеристик . Тогда систему уравнений (2.4) можно записать в виде

(2.5)

Решение задачи анализа выходных процессов в многомерном случае может быть получено в
результате нахождения спектральных характеристик Xl, удовлетворяющих линейной системе (2.4)
или (2.5), и применения обратного спектрального преобразования, или формулы обращения
(см. Приложение, разд. А, формула (П.2)):

(2.6)

где коэффициенты  выражаются через элементы спектральных характеристик  стандарт-
ных гауссовских белых шумов , т.е. зависят от счетного числа независимых случайных вели-
чин, имеющих стандартное нормальное распределение, а также от  координат случайного век-
тора x0. Для детерминированных систем, т.е. при отсутствии случайных возмущений, такие урав-
нения приведены в [23].

Приближенное решение задачи анализа выходных процессов выражается в виде частичных
сумм:

(2.7)

где коэффициенты  зависят от элементов усеченных спектральных характеристик , т.е. от
конечного числа sL независимых случайных величин, имеющих стандартное нормальное рас-
пределение, а также от  координат случайного вектора x0.

Опишем подробнее частный случай: n = 2 (размерность ),  (входной сигнал  и
белый шум  скалярные), т.е. системы уравнений (2.2) и (2.4) имеют вид

и

Решение последней системы матричных уравнений несложно получить методом исключения
неизвестных:

(2.8)

где

или при :

Если размерность  больше двух и матричные функции a(t) и  имеют специальный вид,
например это треугольные или трехдиагональные матрицы, то решение систем (2.2) и (2.4) также
несложно получить методом исключения неизвестных. В случае матричных функций a(t) и 
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общего вида при использовании спектрального метода можно применить специальные опера-
ции для матриц: агрегирование и декомпозицию [5].

Приведем методику решения задачи анализа выходных процессов многомерных линейных
стохастических систем.

1. Выбрать отрезок , на котором нужно найти решение задачи анализа выходных про-
цессов, а также соответствующую базисную систему .

2. Найти спектральные характеристики  координат входного сигнала ; спектральные
характеристики  стандартных гауссовских белых шумов ; спектральные характеристики

,  и  операторов умножения на функции ,  и  соответственно; спектральную
характеристику  оператора дифференцирования; матрицу-столбец  значений функций ба-
зисной системы  в точке t = 0. Дополнительно определить при  спектральные ха-
рактеристики  функций , спектральную характеристику V множительного звена, а при

 = 0 – спектральные характеристики  операторов умножения на функции .
3. При  записать систему уравнений (2.4) для спектральных характеристик Xl коорди-

нат выходного сигнала  и решить эту систему (при n = 2 воспользоваться формулой (2.8)).
При  записать систему уравнений (2.5) для спектральных характеристик Xl и найти реше-
ние этой системы.

4. Применить обратное спектральное преобразование: найти координаты выходного сигнала
 по спектральным характеристикам Xl, используя формулу обращения (2.6).

При приближенном решении задачи анализа выходных процессов дополнительно задается
порядок усечения спектральных характеристик L и на шаге 4 методики применяется форму-
ла (2.7) вместо (2.6).

Здесь, как и для одномерного случая, используя явный вид выходного сигнала как случайной
функции, можно оценить моментные характеристики любого порядка и плотность распределе-
ния вероятностей вектора состояния системы, описываемой уравнением (2.1). Ядерная оценка
плотности распределения вероятностей  вектора состояния имеет вид, аналогичный (1.9):

где все параметры имеют тот же смысл, что и в одномерном случае, но ядро K(x) теперь является
функцией n-мерного вектора.

П р и м е р  2. Рассмотрим двумерный формирующий фильтр Драйдена [19]. Он задается си-
стемой линейных стохастических дифференциальных уравнений:

(2.9)

где используются обозначения предыдущего примера, а также , σ* = , т.е.
n = 2, , , , , ,  = 0, c11(t) = c12(t) =
=  = 0, , ; выходной сигнал  – скорость ветра. Эта модель
сглаживает траекторию, которую формирует фильтр Драйдена из примера 1, с сохранением зна-
чения  для дисперсии выходного сигнала в установившемся режиме.

Воспользуемся соотношением (2.8), в котором

т.е. , , , , ,  = O, ,
 (E – единичная матрица, O – нулевая матрица).

Решение системы матричных уравнений можно представить в виде

(2.10)
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где все обозначения были введены в примере 1. Тогда точное решение системы уравнений (2.9)
задается формулой (2.6), а приближенное решение – формулой (2.7) с учетом усечения всех
спектральных характеристик до некоторого выбранного порядка L.

Далее приведем результаты моделирования на основе соотношений (2.7) и (2.10) для той же
базисной системы косинусоид и тех же числовых параметров. Дисперсии координат x1(t) и x2(t),
которые соответствуют установившемуся режиму, равны  и  соответственно, поэтому на-
чальные значения x10 и x20 зададим как случайные величины, имеющие нормальное распределе-
ние с нулевым математическим ожиданием и дисперсиями для установившегося режима. Други-
ми словами, дисперсии координат  и  не зависят от времени для рассматриваемой моде-
ли, а их математические ожидания нулевые. Порядок усечения не меняется: L = 64.

Пример трех траекторий выходного сигнала (скорости ветра) приведен на рис. 3, а–в, допол-
нительно на этом рисунке пунктиром показаны траектории из примера 1 для сравнения. Макси-
мальное отклонение выборочной дисперсии выходного сигнала на рассматриваемом промежут-
ке времени, рассчитанной по ансамблю 106 траекторий, от точного значения  составля-
ет 0.82%, при увеличении порядка усечения до L = 128 и 256 максимальные отклонения
составляют 0.35 и 0.22% соответственно, т.е. наблюдается такая же зависимость погрешности
расчетов для дисперсии от порядка усечения спектральных характеристик. Знак отклонения вы-
борочной дисперсии от точного значения для базисной системы косинусоид в этом примере за-
висит от узловых точек (узловые точки формируются так же, как и в примере 1). Меньшая по-
грешность по сравнению с результатами примера 1 объясняется сглаженностью траектории вы-
ходного сигнала.

Заключение. Предложен спектральный метод решения задачи моделирования и анализа вы-
ходных процессов линейных непрерывных стохастических систем. При его применении выход-
ной сигнал системы представляется в виде функционального ряда или частичной суммы со слу-
чайными коэффициентами, которые выражаются через независимые случайные величины,
имеющие стандартное нормальное распределение, а также через начальные данные, т.е. получа-

σ2
0 λμσ2

0

1( )x t 2( )x t

σ =2
0 2.25

Рис. 3. Пример трех траекторий выходного сигнала для двумерного формирующего фильтра Драйдена и их
сравнение с рис. 2
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ется непрерывная аппроксимация выходного сигнала на всем заданном промежутке времени.
В дальнейшем этот метод можно развивать в нескольких направлениях. Первое из них – приме-
нение спектральной формы математического описания для общего пуассоновского процесса и
решение задачи моделирования и анализа выходных процессов линейных стохастических си-
стем с пуассоновской составляющей [24], второе – оптимизация линейных стохастических си-
стем, третье – решение задачи оценивания сигналов (фильтрации, интерполяции и экстраполя-
ции) в линейных стохастических системах по косвенным измерениям, предполагающее сов-
местное применение спектральной формы математического описания и фильтров частиц [25].

ПРИЛОЖЕНИЕ

Спектральная форма математического описания линейных нестационарных систем управления
А. О п и с а н и е  ф у н к ц и й  (с и г н а л о в). Пусть система функций , определенных на
отрезке  со значениями в , является полной и ортонормированной, т.е. базисной си-
стемой:

(П.1)

где δij – символ Кронекера,  означает скалярное произведение элементов пространства
квадратично-интегрируемых функций  и  – квадратично-интегрируемая функ-
ция:

Тогда функция x(t) представляется обобщенным рядом Фурье:

(П.2)

где коэффициенты разложения Xi вычисляются по формуле

при этом функциональный ряд сходится к  по норме  и

Упорядоченный набор X коэффициентов разложения  функции  по базисной системе
 представляется в виде бесконечной матрицы-столбца и называется нестационарной

спектральной характеристикой функции . Этот термин был введен в [1], нестационарность
состояла в том, что границы отрезка  в общем случае могли быть функциями времени, однако
здесь ограничимся фиксированным отрезком и будем называть X и аналогичные ей характери-
стики спектральными характеристиками. Представление функции x(t) в виде ряда (П.2) называ-
ется формулой обращения. Также можно в качестве  рассматривать отрезок , однако здесь
удобно положить t0 = 0.

Для функций двух переменных , , также вводится спектральная ха-
рактеристика, по терминологии [1] – двумерная нестационарная спектральная характеристика
(ДНСХ), т.е. бесконечная матрица H с элементами:

тогда

Последнее соотношение для представления функции  в виде ряда также называется фор-
мулой обращения.
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Определение спектральных характеристик можно расширить на случайные функции ,
удовлетворяющие условию

где

В этих соотношениях E – математическое ожидание,  – ковариация (  – ковариаци-
онная функция).

Таким образом, если

где Xi – случайные величины, то упорядоченный набор X этих случайных величин будем также
представлять в виде бесконечной матрицы-столбца и называть спектральной характеристикой
случайной функции . При этом функциональный ряд сходится к  в среднеквадратическом
смысле и

(П.3)

Для указания соответствия функций и их спектральных характеристик будем использовать
обозначение  – спектральное преобразование (  – обратное спектральное преобразование):

(П.4)
Отметим, что определение спектральной характеристики функции можно расширить на

обобщенные функции, например дельта-функцию и ее производные. Так, спектральной харак-
теристикой функции  при фиксированном  называется упорядоченный набор 
значений функций базисной системы  в точке . Аналогично можно расширить
класс случайных функций, для которых вводится определение спектральной характеристики, но
для них не будет выполняться свойство (П.3).

Рассмотрим стандартный винеровский процесс, или броуновское движение, w(t) (гауссов-
ский случайный процесс с нулевым математическим ожиданием и ковариационной функцией

) и представим его в виде следующего ряда [8, 9, 26]:

(П.5)

в котором коэффициенты  – независимые случайные величины, имеющие стандартное нор-
мальное распределение. Дифференцируя формально левую и правую части, получаем выраже-
ние для стандартного гауссовского белого шума (единичной интенсивности):

(П.6)

т.е. спектральная характеристика  стандартного гауссовского белого шума – это бесконечная
матрица-столбец, элементы которой являются независимыми случайными величинами , име-
ющими стандартное нормальное распределение, для любой базисной системы .
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н о й  т е о р и и. Укажем, как связана спектральная характеристика X случайной функции с пер-
вой и второй нестационарными спектральными плотностями (НСП) – спектральными характе-
ристиками математического ожидания и ковариационной функции x(t). По определению [1]
первой НСП  называется спектральная характеристика математического ожидания
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следовательно,

Второй НСП Sx называется спектральная характеристика ковариационной функции Rx(t, τ) =
= , т.е.

По аналогии с первой НСП можно показать, что

Таким образом, , . Например, для стандартного

гауссовского белого шума   – бесконечная нулевая матрица-столбец, а  – бесконеч-
ная единичная матрица.

В. С в я з ь  с  р а з л о ж е н и е м  К а р у н е н а–Л о э в а. Разложение Карунена–Лоэва [13] –
это разложение случайной функции x(t) в ряд по собственным функциям линейного интеграль-
ного оператора с ядром , т.е. система функций  формируется из условия

При таком выборе базисной системы вторая НСП  – диагональная матрица, образованная
собственными значениями , а спектральная характеристика  формируется на основе значе-
ний  и некоррелированных случайных величин с единичной дисперсией. Однако разложение
Карунена–Лоэва сопряжено с нахождением собственных функций и собственных значений ли-
нейного оператора, поэтому далее оно не применяется, а в качестве базисных систем предлага-
ется использовать универсальные системы функций, например полиномы Лежандра, тригоно-
метрические функции (косинусоиды) и др., в том числе и системы функций, порожденные вей-
влетами [3].

Г. С в я з ь  с  к а н о н и ч е с к и м и  п р е д с т а в л е н и я м и  с л у ч а й н ы х  ф у н к ц и й.
Если представить случайную функцию  в виде суммы , где , то несложно
установить связь с каноническим представлением случайной функции [14, 15]:

где  – некоррелированные случайные величины с нулевым математическим ожиданием, упо-
рядоченный набор  которых образует спектральную характеристику случайной функции :

, . Следовательно, X =  и .
Д. О п и с а н и е  л и н е й н ы х  с и с т е м. Перейдем к описанию линейных систем управле-

ния [2, 4]. Такие системы можно описывать линейными дифференциальными уравнениями с
постоянными (для стационарных систем) или переменными (для нестационарных систем) ко-
эффициентами. В теории управления широкое применение нашло описание линейных систем
переходными функциями, в частности импульсной переходной функцией (ИПФ)  – реак-
цией системы на импульсное входное воздействие  при нулевых начальных условиях.
В спектральной форме математического описания для линейных систем применяется двумерная
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нестационарная передаточная функция (ДНПФ) – ДНСХ ИПФ , т.е. бесконечная мат-
рица W, элементы которой рассчитываются по формуле

(П.7)

с учетом условия физической реализуемости:  при .
В [5] применялось эквивалентное определение матрицы W:

(П.8)

где  – линейный оператор, соответствующий линейной системе с ИПФ . В [5] матрица W
названа спектральной характеристикой линейного оператора , а в [14] – матричным операто-
ром.

Связь вход-выход для линейной системы с ИПФ  при детерминированных воздействиях

где  и  – входной и выходной сигналы соответственно, в спектральной форме математи-
ческого описания определяется соотношением  [1, 3, 4], в котором , X = .

При случайных воздействиях

где , , ,  – математические ожидания и ковариационные функции входного

и выходного сигналов соответственно, имеем ,  [1, 3, 4]. Здесь 1Sg =

= , ,  и .
В работе используются усилительное ( ,  – коэффициент усиления), диф-

ференцирующее ( ) и интегрирующее (  – единичная ступенчатая
функция) звенья. Для каждого из этих звеньев определяется ДНПФ [1, 3] или спектральная ха-
рактеристика соответствующего линейного оператора: умножения, дифференцирования или
интегрирования [5], т.е. матрицы A,  и P–1 с элементами

(П.9)

согласно (П.8).
С учетом введенных обозначений можно записать представление спектральной характери-

стики  стандартного винеровского процесса  с помощью спектральной характеристики P–1

оператора интегрирования и спектральной характеристики  стандартного гауссовского белого
шума:

(П.10)
что является следствием связи

т.е. винеровский процесс  – это выходной сигнал интегрирующего звена, входной сигнал для
которого – гауссовский белый шум .
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Установим связь между формулами (П.4) и (П.10). Представим функцию  в виде ряда по
базисной системе , тогда с учетом определения элементов  имеем

Обозначая выражение в скобках через , получаем упорядоченный набор  коэффициен-
тов разложения .

Кроме того, используя связи вход–выход для линейной системы при случайных воздействиях
в спектральной форме математического описания и учитывая, что , находим Sw =
= , где Sw – спектральная характеристика ковариационной функции винеровского про-
цесса . Таким образом,  и матрица P–1 определяет линейное пре-
образование столбца , результатом которого будет столбец с ковариационной матрицей Sw.
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