
58

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2020, № 4, с. 58–82

НЕУСТОЙЧИВЫЕ КОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ
С ГИСТЕРЕЗИСОМ: ЗАДАЧИ СТАБИЛИЗАЦИИ И УПРАВЛЕНИЯ1

© 2020 г.   А. Л. Медведскийa,*, П. А. Мелешенкоb,c, В. А. Нестеровd,
О. О. Решетоваb, М. Е. Семеновb,e,f,*, А. М. Соловьевg

a Федеральное государственное унитарное предприятие “Центральный аэрогидродинамический институт
им. проф. Н.Е. Жуковского”, Жуковский, Россия

b Воронежский государственный университет, Воронеж, Россия
c Целевая поисковая лаборатория прорывных технологий радиосвязи Фонда перспективных исследований, 

Воронеж, Россия
d Московский авиационный институт (национальный исследовательский ун-т), Москва, Россия

e ФГБУН Федеральный исследовательский центр “Единая геофизическая служба Российской академии наук”, 
Москва, Россия

f Воронежский государственный технический ун-т, Воронеж, Россия
g АО “Концерн “Созвездие”, ГК “Ростех”, Воронеж, Россия

*e-mail: mkl150@mail.ru
Поступила в редакцию 11.01.2019 г.

После доработки 20.12.2019 г.
Принята к публикации 27.01.2020 г.

Работа посвящена изучению динамики неустойчивых колебательных систем (в форме пере-
вернутого маятника), управляемых посредством воздействия гистерезисной природы. Пред-
ставлены результаты для различных типов движения точки подвеса, а именно для вертикаль-
ного и горизонтального движения. Рассмотрена математическая модель обратного маятника
с вертикально осциллирующим подвесом, для которого получены явные критерии устойчи-
вости для линеаризованных уравнений движения. Описаны зависимости между начальными
условиями и значением управляющих параметров, которые обеспечивают периодические
колебания маятника.
Приведена математическая модель обратного маятника, управление которым строится по
принципу обратной связи в условиях горизонтальных движений точки крепления. Получены
условия, гарантирующие стабилизацию рассматриваемой системы, формулируемые в терми-
нах ограничений на начальные условия. Представлено решение задачи об оптимальном
управлении колебательной системой в смысле минимизации квадратичного целевого функ-
ционала.
В работе также рассмотрена задача стабилизации неустойчивой системы с распределенными
параметрами – гибкого обратного маятника, для которой сформулированы условия. Их вы-
полнение обеспечивает ограниченность фазовых координат на бесконечном промежутке
времени. Идентифицированы оптимальные (в смысле минимизации квадратичного целевого
функционала) параметры, отвечающие стабилизации распределенной системы.

DOI: 10.31857/S0002338820030099

Введение. Изучение динамики неустойчивых колебательных систем, на примере обратного
или перевернутого маятника, имеет весьма длинную историю [1–3], однако практическая зна-
чимость этой задачи наиболее ярко проявилась лишь в последнее время [4–10]. Как известно,
модель перевернутого маятника является классической задачей в теории управления [11–18].
В работах [19–21] приводятся различные варианты решения задачи оптимального по быстродей-
ствию управления для однозвенных и многозвенных маятников, а также рассмотрены вопросы,
связанные со стабилизацией в верхнем неустойчивом положении равновесия таких систем [22].
Также указанная модель имеет широкое применение при тестировании алгоритмов управления
(пропорционально-интегрально-дифференцирующих регуляторов, нейронных сетей, нечёткого

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 19-08-00158) и РНФ (грант № 19-11-0197).
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управления и т.д.). Развитие идей и подходов, связанных с управлением и стабилизацией обрат-
ного маятника, имеет место в различных областях технических наук, начиная от робототехники
(в этой связи отметим работу, в которой рассматривается задача о стабилизации обратного маят-
ника, являющегося модельным приближением перемещения центра масс при ходьбе двуногих
шагающих роботов [23]), до космических технологий [24], где возникает задача о стабилизации
и управлении гибким манипулятором посредством вращательных движений. Также отметим,
что стабилизация ракеты в вертикальном положении на начальном участке полета идейно близ-
ка к задаче стабилизации обратного маятника, поскольку двигатель ракеты размещен ниже цен-
тра масс.

Модель обратного маятника с осциллирующей точкой подвеса (рис. 1,а) подробно исследова-
на Капицей. Известно, что если движение точки подвеса имеет гармонический характер, то ди-
намика маятника описывается уравнением Матье, подробно изученным в [25]. Однако для адек-
ватного описания динамики реальных физических и механических систем необходимо учиты-
вать эффекты гистерезисной природы, такие, как “люфты”, “упоры” и т.д. [26], возникающие в
процессе длительного функционирования в силу естественного старения и износа механических
составляющих.

Математические модели таких нелинейностей, согласно классическим схемам Красносель-
ского и Покровского [27], сводятся к операторным соотношениям, в которых соответствующие
операторы трактуются как преобразователи, как правило, определенные на пространствах не-
прерывных функций, зависящие от своего начального состояния, как от параметра, динамика
которых описывается следующими соотношениями: вход-состояние и состояние-выход.

В частности, люфт в точке подвеса представляет собой одну из типичных гистерезисных не-
линейностей, при этом большинство реальных физических и технических систем содержат раз-
личные части, которые могут быть представлены в виде цилиндра с поршнем. Возникновение
люфта в таких системах соответствует явлениям “износа” или “старения” материала.

В настоящей работе подробно исследованы различные варианты стабилизации обратного ма-
ятника посредством гистерезисного управления, т.е. рассматривается ситуация, когда маятник
шарнирно закреплен на цилиндре, движение которого определяется находящимся внутри него
поршнем в условиях горизонтального и вертикального его расположения. В свою очередь изуча-
ются случаи с сосредоточенной и распределенной массой (гибкий маятник), а также различные
алгоритмы стабилизации: на основе принципа обратной связи и управление, определяемое за-
данным законом движения поршня.

1. Обратный маятник с гистерезисным управлением: вертикальная осцилляция точки подвеса.
1.1. М а т е м а т и ч е с к а я  м о д е л ь. Рассмотрим систему, в которой основание маятника явля-
ется физической системой (P, S), образованной цилиндром длиной H и поршнем P. Цилиндр и
поршень могут перемещаться в направлении вертикальной оси, как показано на рис. 1, б. Поло-
жение поршня определяется координатой , а положение цилиндра – координатой . Зада-
дим, что “ведущий” элемент в системе (P, S) – цилиндр P. В этом предположении систему (P, S)
можно рассматривать как преобразователь  с входным сигналом  (положение поршня) и вы-
ходным сигналом  (положение цилиндра). Такой преобразователь называется люфтом, набор

( )f  t v( )t

Γ ( )f t
v( )t

Рис. 1. Модель обратного маятника с осциллирующей точкой подвеса (а), цилиндр в основании маятника (б)
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возможных состояний которого представляется полосой ,
(H > 0). Положение цилиндра  при  определяется как , где  –
оператор, найденный для каждого  на множестве непрерывных входов  соот-
ношением:

на монотонных выходах. На кусочно-монотонных выходах этот оператор определяется из полу-
группового тождества: 

На всех непрерывных входах этот оператор доопределяется с помощью специальной предель-
ной конструкции, детально описанной в [27], в этой же монографии приведены основные свой-
ства указанного оператора.

Предположим, что ускорение поршня периодически изменяется от  до  с частотой ω0.
Это предположение соответствует тому, что линеаризованное уравнение движения такого маят-
ника можно записать в виде [28]

(1.1)

где φ – угол вертикального отклонения маятника, l – длина маятника,  – ускорение свободного
падения, sgn(z) – функция знака числа,  – ускорение точки подвеса, а безразмерная
функция определена следующим образом:

Здесь t* – моменты, после которых происходит изменение знака ускорения,  –
время, за которое поршень проходит через цилиндр.

1.2. У с т о й ч и в о с т ь  л и н е а р и з о в а н н о г о  у р а в н е н и я. Введем следующие безраз-
мерные параметры:

В результате из (1.1) получим уравнение, аналогичное уравнению Мейснера и совпадающее с
ним, если цилиндр имеет нулевую длину:

(1.2)

Уравнение (1.2) запишем в виде эквивалентной системы с соответствующими начальными
условиями:

(1.3)

Поведение кусочно-постоянной функции  представлено на рис. 2.
В рамках сделанных предположений матрица  системы (1.3) является периодической с пери-
одом 2π:

В дальнейшем будем исследовать систему (1.3) на устойчивость по Лагранжу, которая означа-
ет, что все решения x(τ) уравнения (1.3) ограничены на положительной временной полуоси.
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Следуя результатам теории Флоке [29], устойчивость такой системы определяется спектром
матрицы монодромии, т.е. оценкой ее собственных значений ρ или мультипликаторов. Для
асимптотической устойчивости системы с периодической матрицей необходимо и достаточно,
чтобы выполнялось следующее условие:  – все мультипликаторы расположены внутри еди-
ничного круга комплексной плоскости. При выполнении противоположного неравенства систе-
ма неустойчива. Случай  будет рассмотрен ниже применительно к вопросу об устойчивости
периодических решений.

Так как матрица системы (1.3) является кусочно-постоянной, матрица монодромии может
быть представлена в явной форме. Для этого необходимо последовательно решить четыре систе-
мы линейных уравнений (соответствующие количеству участков постоянства матрицы си-
стемы (1.3), учитывая непрерывность данного решения).

В рассматриваемом случае матрица монодромии (являющаяся произведением матриц фунда-
ментальных решений соответствующих систем на участках постоянства) имеет вид

(1.4)

где   

Запишем характеристическое уравнение для матрицы A:

(1.5)

Здесь  – операция взятия следа матрицы . Произведение корней ρ1 и ρ2 (1.5) равно
единице, поэтому движение будет устойчиво только при , т.е. когда модули обоих мульти-
пликаторов равны единице. Таким образом, условие, обеспечивающее устойчивость, имеет вид

(1.6)
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Рис. 2. График функции 
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Используя явное представление матрицы монодромии (1.4), условие (1.6) можно записать
как:

(1.7)

Таким образом, зоны устойчивости системы (1.3) в пространстве параметров определяются
соотношением (1.7).

На рис. 3 построены зоны устойчивости в плоскости параметров k, s для системы (1.3) при
различных значениях длины поршня H для маятника длиной l = 1 м. Из рис. 3 следует, что зоны
устойчивости при варьировании параметра H качественно не изменяются, при этом незначи-
тельно меняется форма границ диаграммы с ростом H. Изменение зоны устойчивости в положи-
тельной полуплоскости показано на рис. 4. Также на этом рисунке видно, что рост параметра H
приводит к увеличению нижней границы зоны устойчивости.

Зоны устойчивости в пространстве параметров системы  и  изображены на рис. 5. Как сле-
дует из графика, площадь зоны устойчивости практически не изменяется с увеличением длины
поршня H. Это означает, что для любого H из представленного интервала существует пара зна-
чений  и a, которые обеспечивают устойчивость вертикального положения обратного маятни-
ка с осциллирующим подвесом и гистерезисной нелинейностью. Однако при H = 1 существуют
две области значений  и a, которые обеспечивают устойчивость вертикального положения.
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Рис. 3. Диаграммы устойчивости при различных длинах поршня H
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Отметим также, что аналогично с рис. 4 границы зон устойчивости (функция ) становятся
многозначными функциями при увеличении длины поршня H.

На рис. 6 изображена зависимость частоты колебаний  (частота, которая лежит на границе
зоны устойчивости) от длины поршня H при различных значениях амплитуды колебаний порш-
ня. Параметры, удовлетворяющие неравенству (1.7), соответствуют почти периодическим коле-
баниям [30] относительно подвеса маятника. Для иллюстрации результатов на рис. 7, б представ-
лен фазовый портрет системы (линеаризованная модель системы (1.3) при следующих значениях
параметров: l = 1 m,  м, a = 0.15 м,  с–1,  = 0.2 и  = 1 с–1).
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= 0.05H ω =0 30 φ(0) φ�(0)

Рис. 5. Графики областей устойчивости при различных длинах поршня H
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1.3. П е р и о д и ч е с к и е  р е ш е н и я. Рассмотрим поведение маятника на границах зоны
устойчивости. В характеристическом уравнении для матрицы монодромии (1.5) такая ситуация
соответствует двум случаям: α = –2 (левый край) и α = 2 (правый край). Мультипликаторы в этом
случае принимают значения  и  соответственно.

Если , то решение  будет удовлетворять равенству 
(при соответствующем выборе начальных условий). Поэтому (1.3) имеет периодическое реше-
ние с периодом колебаний . Во втором случае ( ) решение будет удовлетво-
рять равенству  (через еще один период ). Это озна-
чает, что в случае, когда мультипликаторы равны –1, система (1.3) имеет периодическое решение
с периодом .

Решения системы (1.3) являются периодическими и, следовательно, ограниченными в обоих
случаях. Следовательно, параметры маятника (в периодическом режиме колебаний) должны
удовлетворять следующим условиям:

(1.8)

(1.9)

Условия (1.8)–(1.9) являются необходимыми, но недостаточными для реализации периодиче-
ских решений. Необходимо отметить, что для рассматриваемого управления, описываемого
функцией  = , начальные условия, отвечающие периодическим реше-
ниям, лежат в первой и третьих четвертях фазовой плоскости.

Рассмотрим случай периодических колебаний с периодом . В этом случае имеет место ра-
венство , а также соотношение

(1.10)

Последнее в свою очередь означает, что начальные условия удовлетворяют следующим равен-
ствам:

(1.11)

т.е. лежат на прямой z1: , где коэффициент K1 определяется как

(1.12)

Последнее равенство гарантирует выполнение условия (1.8). Если для начальных условий
 можно найти пару параметров a и , лежащих на границе зоны устойчивости (при фик-

сированном H) и удовлетворяющих соотношению (1.11), то эта пара единственна. Противопо-
ложное утверждение также верно. Аналогичным образом находим, что периодические решения
с периодом T2 существуют для начальных условий, удовлетворяющих уравнениям:

(1.13)

Аналогично эти начальные условия лежат на прямой z2:  с коэффициентом

(1.14)

Параметры a и , соответствующие границам устойчивости, могут быть получены из числен-
ного решения неравенства (1.6), преобразованного в равенство. Для решений, отвечающих на-
чальным условиям (1.13), критические значения параметров, соответствующие границам зон
устойчивости, имеют вид a = 0.2 м и  с–1 (длина цилиндра  м). Для решений
системы с начальными условиями (1.11) соответствующие параметры равны a = 0.43 м и  =
= 15.02 с–1 (при одном и том же значении длины цилиндра). Однако полученные периодические
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решения (с использованием параметров a и ) неустойчивы, так как матрица монодромии име-
ет вид

с ненулевыми значениями параметров α и , и, как следствие, имеют место соотношения:

Следовательно, малым отклонениям начальных значений, отвечающих периодическим ре-
шениям, соответствуют линейно-возрастающие отклонения при возрастающем времени. Таким
образом, численное построение этих решений не может быть выполнено без специальной ста-
билизирующей процедуры.

Множество начальных значений в пространстве параметров , a и H, отвечающих существо-
ванию периодических решений, имеет достаточно сложную структуру (см. рис. 8). Отметим, что
сложная форма полученных поверхностей связана с тем, что уравнения, определяющие зону
устойчивости, существенно нелинейны – содержат преобразователи гистерезисной природы.

В заключение этого раздела, отметим, что решение исходной задачи стабилизации в нелиней-
ной постановке требует иного подхода, поскольку оператор сдвига по траекториям системы за
время, соответствующее периоду правой части (аналог матрицы монодромии), невозможно по-
лучить в явной форме. Области устойчивости в пространстве параметров можно идентифициро-
вать по свойствам оператора сдвига, а именно значения параметров, при которых этот оператор
является сжимающим, соответствуют устойчивым решениям. В рассматриваемом случае эти об-
ласти могут быть получены путем “сканирования” пространства параметров и многочисленных
вычислительных экспериментов.

2. Перевернутый маятник: стабилизация гистерезисным управлением на основе принципа обрат-
ной связи. Рассмотрим задачу стабилизации верхнего положения обратного маятника посред-
ством горизонтальных движений нижней точки крепления в условиях “гистерезисных” связей
между управлением и непосредственным воздействием на систему.

2.1. М а т е м а т и ч е с к а я  м о д е л ь. Уравнения движения системы (рис. 9), представляется
в следующем виде:

(2.1)
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Рис. 8. Поверхности в пространстве параметров ,  и H, удовлетворяющие соотношениям (1.12) и (1.14)
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(2.2)

где A – общий момент инерции маятника,  – угол отклонение от вертикали,  – закон дви-
жения цилиндра длины h,  – закон движения поршня, который можно интерпретировать как
управляющий параметр,  – оператор люфта. В дальнейшем предполагается, что ускорение
поршня кусочно-постоянно, а именно .

Далее будем рассматривать линеаризованную модель (отклонения маятника малы):

(2.3)

Опишем управление по принципу обратной связи, т.е. предположим, что ускорение поршня
подчиняется следующему соотношению:

(2.4)

где α > 0.
Уравнение (2.3) представим в эквивалентной матричной форме:

(2.5)

где

Собственными значениями матрицы V являются числа B и –B с соответствующими собствен-
ными векторами  и . Отметим, что прямая  является собственным под-
пространством, отвечающим отрицательному собственному числу. Следовательно, управление
должно быть организовано (на концептуальном уровне) таким образом, чтобы “удержать” фазо-
вые координаты в окрестности этой линии. На каждом из интервалов, где функция  постоянна,
система (2.5) может быть проинтегрирована:

(2.6)
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Рис. 9. Схема обратного маятника с люфтом в нижней точке крепления
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где

(2.7)

Здесь  и  – начальное отклонение и угловая скорость маятника соответственно, – ускоре-
ние цилиндра на интервале.

Поведение системы (2.6) на всем временном интервале может быть представлено следующим
рекуррентным соотношением:

, (2.8)

где tk – моменты времени, соответствующие смене знака ускорения цилиндра.
Уравнение (2.3) называется диссипативным, если существует ограниченная область Ω в пря-

мом произведении фазового пространства системы (2.6) и пространства состояний гистерезис-
ного преобразователя, такая, что для любых начальных значений  решения уравне-
ния (2.3) остаются равномерно ограниченными. Другими словами, система называется диссипа-
тивной, если существует область в фазовом пространстве и согласованная с ней область в
пространстве состояний гистерезисного преобразователя, такая, что решение, начавшееся в
этой области, не уходит в бесконечность. Тогда справедлива следующая теорема.

Т е о р е м а  1. Область диссипативности системы (2.5) определяется неравенством:

(2.9)

где τ – время, в течение которого поршень преодолевает расстояние, равное длине цилиндра.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользовавшись (2.6), с учетом (2.7) легко получить соотношение,

определяющее динамику изменения линейной комбинации начальных условий :

(2.10)

Очевидно, что для ограниченности этой линейной комбинации необходимо, чтобы выполня-
лось неравенство:

(2.11)

В условиях отсутствия управления поршень движется от одной стенки цилиндра к другой и
соответственно k = 0:

(2.12)
Следовательно, стабилизация будет иметь место, если за время, отвечающее движению порш-

ня от одной стенки до другой, линейная комбинация не покидает область, определяемую нера-
венством (2.11), т.е. выполняется неравенство

Теорема доказана.
2.2. Н е и д е а л ь н о е  р е л е  в  к о н т у р е  о б р а т н о й  с в я з и. Как известно, измеритель-

ные приборы любых механических систем не всегда работают корректно, а именно разнообраз-
ные эффекты, связанные с проявлением задержек измерительных сигналов, их отклонением от
истинных значений можно моделировать посредством гистерезисных преобразователей, анало-
гичных неидеальному реле. Рассмотрим проблему стабилизации перевернутого маятника в слу-
чае, когда имеет место неопределенность в управлении. Предположим, что эта неопределен-
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ность фиксирована, т.е. ускорение точки подвеса (параметр управления) соответствует выходно-
му состоянию преобразователя неидеального реле:

(2.13)

Подробное описание этого преобразователя приведено в [26].
Параметр ε можно рассматривать как неопределенность в измерении значения . Пред-

положим также, что имеет место следующее неравенство:

в противном случае стабилизации маятника не происходит.
Динамика системы с неидеальным реле в контуре обратной связи описывается уравнением:

(2.14)

Здесь матрицы V и вектор W определяются так же, как и в уравнениях (2.5). Предположим, что в
начальный момент времени выполняется равенство  Время, в течение которого первая
фазовая координата системы (2.7) под воздействием управления принимает значение ,
находится посредством следующих соотношений:

(2.15)

(2.16)

Аналогичный результат имеет место в случае, если . Таким образом, общий период
 и  Если и  то за конечное время фазовые координаты си-

стемы перейдут в положение  или . Оказывается, что среди решений с указанной
выше динамикой существуют асимптотически устойчивые решения. Справедлива следующая
теорема.

Т е о р е м а  2. Пусть параметр  удовлетворяет неравенству , тогда система (2.1) с
неидеальным реле в контуре обратной связи имеет асимптотически устойчивое по Ляпунову ре-
шение в форме замкнутого цикла:
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу непрерывной зависимости решения от начальных условий, до-
статочно доказать, что матрица, фигурирующая в правой части соотношения (2.18) при , бу-
дет иметь спектральный радиус меньше 1. Как известно [31], для этого достаточно, чтобы соб-
ственные числа этой матрицы по модулю не превосходили 1.

Выпишем характеристическое уравнение матрицы из (2.17), введя обозначение :

корни уравнения имеют вид

(2.19)

Выполнение неравенства в условиях теоремы гарантирует условия  , которые в
свою очередь означают, что спектральный радиус матрицы меньше 1. Теорема доказана.

В качестве иллюстрации полученного результата на рис. 10 представлен фазовый портрет си-
стемы (2.14). Параметры моделирования: m = 1 кг, k = 0.2 м ⋅ с–2,  м ⋅ с–2,  м, 
с–1, ,  с–1. Случай, когда измерительные устройства имеют случайную не-
определенность (десинхронизация в управлении), представляет особый интерес. Численные
эксперименты показывают, что увеличение времени моделирования приводит к тому, что веро-
ятность стабилизации системы уменьшается и стремится к нулю. Это означает, что маятник не
может сохранить вертикальное положение при рассинхронизации управления.

3. Гибкий перевернутый маятник под воздействием гистерезисной нелинейности: стабилизация и
оптимальное управление. 3.1. П о с т а н о в к а  з а д а ч и. Ниже рассматривается обратный маят-
ник в виде упругого стержня, который шарнирно закреплен на цилиндре, а движение цилиндра
в свою очередь определяется горизонтальным движением поршня (см. рис. 11). Система, близ-
кая к изучаемой, исследовалась в [32], также отметим, что различные аспекты динамики гибкого
обратного маятника изучались в работах [33–36]. Введем инерциальную систему координат 
(см. рис. 11), в которой рассматриваются движения гибкого стержня с массой m и плотностью .
При этом ось  совпадает с касательной к профилю стержня в точке крепления;  – угол накло-
на касательной к профилю стержня, I – осевой момент инерции сечения стержня;  – систе-
ма координат, связанная с маятником,  – масса цилиндра с длиной L, F – сила, соединенная
с поршнем с массой mp (трактуемая далее как управление). В настоящем разделе исследуется за-
дача стабилизации описанной системы, т.е. идентификация условий на управляющее воздей-
ствие (ускорение поршня), а также параметры системы, обеспечивающие ограниченность от-
клонения маятника от положения равновесия на бесконечной временной полуоси.
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Рис. 10. Фазовый портрет системы (2.14)
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Далее воспользуемся более удобной для дальнейших построений операторной трактовкой
люфта [27]:

Здесь  – выход и вход соответственно преобразователя люфта.

Предположим, что отклонение y и угол θ малы, т.е.  и граничные условия, определяю-
щие кривизну стержня, однородны:

(3.1)

Точка с координатами  описывает поведение профиля маятника во времени и показы-
вает отклонение точек маятника от вертикальной оси, при этом  – смещение точки
крепления в горизонтальной плоскости.

Системы координат  и  связаны следующим образом:

(3.2)

Рассмотрим математическую модель указанной механической системы. Для этого использу-
ем формализм Лагранжа. В предположении малости y и  функция Лагранжа может быть запи-
сана в виде

(3.3)

Проинтегрировав (3.3) на интервале , получим функцию действия:

(3.4)
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Рис. 11. Модель гибкого маятника
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Используя классический вариационный принцип наименьшего действия и разложение подын-
тегральных функций в ряд Тейлора, ограничиваясь линейными слагаемыми, получим следую-
щее уравнение:

(3.5)

Ниже θ будем трактовать как обобщенную координату в соответствии с уравнением Лагранжа и (3.3):

(3.6)

С учетом (3.5) последнее соотношение примет вид

(3.7)

или

(3.8)

Используя начальные условия (3.1), можно показать, что интеграл в левой части выражения (3.8)
равен нулю, а правую часть запишем как

(3.9)

Проинтегрировав (3.5) по длине стержня, получим

(3.10)

Принимая во внимание соотношения ρl = m и граничное условие , а также следствие
из (3.9)

имеем следующее уравнение:

(3.11)
На следующем шаге, используя s как обобщенную координату в функции Лагранжа, получим

(3.12)

Здесь  – сила, приложенная к опоре стержня.
С учетом сделанных предположений воздействие, приложенное к опоре стержня, определит-

ся следующим образом:
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Учтем уравнение движения поршня:

(3.14)

где Y – смещение поршня в горизонтальной плоскости.

Подстановка (3.3) в (3.2) дает следующее соотношение:

(3.15)

Используя уравнение (3.5), найдем

(3.16)

Сделав преобразования, аналогичные (3.10), получим следующее равенство:

(3.17)

Таким образом, система уравнений, описывающая динамику маятника, совместно с систе-
мой цилиндр-поршень будет иметь вид

(3.18)

В системе координат  эти уравнения преобразуются к следующей форме:

(3.19)

с граничными условиями  из (3.1).

Здесь учтено, что  в силу 

Система (3.19) путем последовательных изменений приводится к виду:
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Далее для решения задачи управления маятником будем использовать принцип обратной
связи. Для этого силу, определяющую движение поршня, подчиним следующему соотношению:

(3.21)

Здесь e1 – средний угол отклонения стержня, e2 – средняя угловая скорость стержня.
С учетом сделанных предположений решение задачи стабилизации упругого перевернутого

маятника сводится к системе:

(3.22)

3.2. Ч и с л е н н а я  р е а л и з а ц и я  р е ш е н и я. Для численной реализации решения систе-
мы (3.22) введем прямоугольную сетку (рис. 12). Для проекции функции  на узлы сетки
примем следующие обозначения:

(3.23)

где hx – шаг сетки по оси x,  – шаг сетки по временной оси, T – временной интервал, на кото-
ром рассматривается задача.

Для аппроксимации производных используем правые конечные разности:

(3.24)
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Дискретный аналог системы (3.22) запишем следующим образом:

(3.25)

Соответствующие начальные условия могут быть представлены в виде:

(3.26)

Алгоритм решения состоит из двух этапов расчета: прямого и обратного (рис. 13).
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ходим, что
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Далее вычисляются оставшиеся значения при 

(3.28)

О б р а т н ы й  р а с ч е т: определяются Xi, j при  :

(3.29)

Далее переопределяются начальные параметры  и контрольные параметры:

(3.30)

Из приведенного алгоритма следует, что численное значение силы F должно пересчитываться
на каждом новом временном интервале.

Предложенное управление по принципу обратной связи, формализованное в (3.21), включает
в себя коэффициенты α и k, значения которых непосредственно влияют на возможность стаби-
лизации системы (3.22) в окрестности вертикального положения равновесия. Очевидно, что
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существует область значений коэффициентов управления (включая их оптимальные значения),
приводящих к стабилизации системы (3.22).

Проведем вычислительный эксперимент и, используя разностную схему, приведенную выше,
найдем значения α и k, стабилизирующие систему (3.22). Рассмотрим систему со следующими
параметрами:

Экспериментальным путем были найдены значения коэффициентов α = 10 и k = 1, стабили-
зирующие систему (рис. 14, слева). Изменение значений коэффициентов (α = 12, k = 0.3) приво-
дит к ситуации, когда величины управления F становится недостаточно для стабилизации систе-
мы (рис. 14, справа).

3.3. О п т и м и з а ц и я. Как было показано выше, параметры обратной связи существенным
образом влияют на переходный процесс и возможность стабилизации. В связи с этим возникает
вопрос об идентификации оптимальных в некотором смысле параметров. В настоящем разделе
рассматривается задача оптимизации, соответствующая идентификации параметров  и k, кото-
рые минимизируют среднеквадратичное отклонение маятника от положения равновесия за ко-
нечное время.

Для оценки качества оптимизации введем функцию, характеризующую среднеквадратиче-
ские отклонение и скорость элементов гибкого маятника:

(3.31)

Тогда задача оптимизации управления будет соответствовать минимизации функционала следу-
ющего вида:

(3.32)

Для решения этой задачи воспользуемся бионическим алгоритмом [37], так как при примене-
нии классических методов возникают трудности, связанные с недифференцируемостью гисте-
резисных преобразователей.

Ниже используется модель адаптивного поискового поведения на примере личинок Chae-
topteryx villosa [37]. Основная схема поведенческого поиска может быть охарактеризована двумя
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Рис. 14. Фазовый портрет динамики системы с люфтом при коэффициентах управления α = 10 и k = 1 (слева)
и α = 12, k = 0.3 (справа)
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этапами: движение в выбранном направлении (консервативная тактика); случайное изменение
направления движения (тактика стохастического поиска). Проиллюстрируем модель для случая
поиска экстремума функционала двух переменных.

1. Рассмотрим анимата, который перемещается в двумерном пространстве . Главная цель
анимата – поиск минимума функционала .

2. Анимат функционирует в дискретном времени , оценивая изменение текущего
значения  по сравнению с предыдущим временем: 

3. Каждый раз, когда анимат перемещается, его координаты α и k изменяются на  и 
соответственно.

4. Анимат имеет в своем распоряжении две возможные тактики поведения: (А) консерватив-
ная; (Б) стохастическая.

Т а к т и к а  (А). Анимат движется в выбранном направлении:

(3.33)

(3.34)

где угол  определяет постоянное направление движения анимата:

, (3.35)

(3.36)

Т а к т и к а  (Б). Анимат делает случайный ход:

(3.37)

(3.38)

где   – угол, характеризующий направление движения за текущее время t, w – рав-
номерно распределенная на отрезке [0, 2π] случайная величина.

Переключение между указанными тактиками описывается знаком индикативной функ-
ции M(t):

(3.39)

где k1 – параметр, который определяет инерционность поведения анимата   – нор-
мально распределенная случайная величина со средним значением, равным нулю, и среднеквад-
ратическим отклонением σ,  – интенсивность раздражителя. В свою очередь, I(t) определя-
ется одним из следующих соотношений:

(3.40)
или

(3.41)

где . Как следует из (3.40)–(3.41), интенсивность положительна, когда на очередном шаге
происходит увеличение функции, в противном случае интенсивность отрицательна.

Будем считать, что при M(t) > 0 анимат следует тактике (А) и при M(t) < 0 следует за тактикой (Б).
Таким образом, значение M(t) можно рассматривать как мотивацию к выбору тактики (А). Из-
ложенный алгоритм использовался для минимизации функционала (3.32).

3.4. Ч и с л е н н ы е  р е з у л ь т а т ы. Рассмотрим поведение гибкого обратного маятника, ис-
пользуя соответствующую разностную схему при отсутствии люфта (L = 0). Характеристики и
начальные условия для рассматриваемой механической системы определяются следующим об-
разом:

Бионический алгоритм позволяет найти оптимальные значения коэффициентов  и k. В про-
цессе оптимизации с применением бионического алгоритма были получены следующие
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Рис. 15. Фазовая траектория (слева), функция V (в центре) и производная функции V в силу системы (справа)
 (α = 22 и k = 0.5)
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Рис. 16. Фазовая траектория (слева), функция V (в центре) и производная функции V в силу системы (справа)
 (α = 50 и k = 0.3)
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Рис. 17. Фазовая траектория (слева), функция V (в центре) и производная функции V в силу системы (справа)
 м (α = 6 и k = 1.5)
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Рис. 18. Фазовая траектория (слева), функция V (в центре) и производная функции V в силу системы (справа)
 м (α = 10 и k = 1)
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значения коэффициентов: α = 22 и k = 0.5. Для оценки качества оптимизации используем функ-
ции ,  и V из (3.31).

Параметрическая зависимость величин , , функция, определяемая соотношением (3.31), а
также ее производная в силу системы в зависимости от времени показаны на рис. 15 и 16. Как
видно из рисунков, функция V асимптотически стремится к нулю, что в свою очередь означает
стремление системы к вертикальному неустойчивому положению равновесия.

При наличии люфта (L = 0.01 м) в точке подвеса рассматриваемой системы с использованием
бионического алгоритма получены следующие оптимальные значения коэффициентов: α = 6 и
k = 1.5 (при условии, что масса поршня равна 1 кг).

Динамические характеристики исследуемой системы при указанных значениях параметров в
терминах обозначений (3.31) представлены на рис. 17–19. Согласно этим рисункам, рассматри-
ваемая система за конечное время оказывается в сколь угодно малой окрестности неустойчивого
положения равновесия.

Заключение. Рассмотрена задача стабилизации перевернутого маятника в окрестности не-
устойчивого положения равновесия с учетом гистерезисных свойств управляющего воздействия.
В частности, получено условие устойчивости обратного маятника посредством вертикальных
движений нижней точки крепления в условиях гистерезисной связи между управляющим воз-
действием и стабилизируемой системой. Основные результаты основывались на анализе матри-
цы монодромии. Построены зоны устойчивости, исследована их эволюция в зависимости от па-
раметров гистерезисной связи, также доказано существование континуума неустойчивых пери-
одических решений в условиях, когда параметры рассматриваемой системы соответствуют
граничным точкам зоны устойчивости.

Рассмотрена математическая модель обратного маятника с гистерезисным управлением на
основе принципа обратной связи. Полученные результаты позволяют идентифицировать обла-
сти в фазовом пространстве, начальным значениям из которой соответствуют ограниченные ре-
шения. Введение неидеального реле (как модели неопределенности в определении фазовых ко-
ординат стабилизируемой системы) в управление на основе принципа обратной связи позволи-
ло идентифицировать устойчивые периодические режимы в соответствующей системе.

�1e �2e

�1e �2e

Рис. 19. Фазовая траектория (слева), функция V (в центре) и производная функции V в силу системы (справа)
 м (α = 10 и k = 1)
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Исследована проблема стабилизации гибкого перевернутого маятника с люфтом в точке
крепления, а также решена задача оптимизации в смысле минимизации квадратичного функци-
онала (на конечном временном промежутке) по параметрам управляющего воздействия. Пара-
метры, обеспечивающие решение задачи оптимизации, идентифицированы с использованием
бионического алгоритма. Динамические особенности рассматриваемой системы проиллюстри-
рованы результатами компьютерного моделирования.
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