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Предлагается метод прогонки для решения задачи оптимального управления с неразделен-
ными краевыми условиями, суть которого заключается в сведении граничных условий к на-
чальному условию. Используя свойства J-симметричности соответствующей Гамильтоновой
матрицы, уравнений Эйлера–Лагранжа, показано, что линейные алгебраические уравнения
для определения недостающих начальных данных решаемой системы имеют симметричную
матрицу коэффициентов. Предложенный алгоритм позволяет уменьшить размерность зада-
чи нахождения фундаментальной матрицы Гамильтоновой системы. Результаты иллюстри-
руются на примере линейно квадратичной задачи оптимального управления (стационарный
случай) с минимальными управляющими воздействиями.

DOI: 10.31857/S0002338821010029

Введение. Как известно [1–3], для решения линейно квадратичной задачи оптимизации с не-
разделенными краевыми условиями в непрерывном случае [3–6] существуют разные методы:
метод, повышающий размерности исходной системы [7, 8], метод прогонки [9, 10], метод Мо-
щинского [11, 12]. Однако каждый из этих методов сталкивается с трудностями [13, 14] при опре-
деленных случаях: например, обобщение метода [9] к многоточечному случаю с неразделенными
краевыми условиями, переход через узловые точки сталкивается с серьезными трудностями из-
за неединственности переходов и т.п. Поэтому в данном случае предлагается новый метод, не
требующий решения матричных уравнений Риккати, линейных матричных уравнений и др. Да-
лее для построения соответствующих фундаментальных матриц приводится алгоритм, требую-
щий решения матричных дифференциальных уравнений гораздо меньшей размерности. Резуль-
таты иллюстрируются на примере стационарной линейно квадратичной задачи (ЛКЗ) оптими-
зации с минимальным управляющим воздействием.

1. Постановка задачи. Пусть движение описывается системой линейных дифференциальных
уравнений

(1.1)

с неразделенными краевыми условиями

(1.2)

где x – -мерный фазовый вектор,  – m-мерный вектор управляющих воздействий, ,  –
известные кусочно-непрерывные функции-матрицы n × n-, n × m-размерности, ,  – посто-
янные матрицы k × n-размерности, q – постоянный -мерный вектор,  – заданное время.
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Предполагается, что пара  управляема в каждой точке отрезка времени  [15], а

СЛАУ (1.2) имеет хоть одно решение .
Требуется найти управляющие воздействия  так, чтобы с соответствующим  из (1.1),

(1.2) минимизировали квадратичный критерий качества

(1.3)

Здесь ,  – соответственно n × n-, m × m-размерные, кусочно-непре-
рывные функции-матрицы.

2. Метод, повышающий размерности исходной системы. Как известно [16], решение задачи
(1.1)–(1.3) сводится к нахождению решения следующей системы уравнений Эйлера–Лагранжа:

(2.1)

с дополнительными краевыми условиями:

(2.2)

где  – -мерный и  – -мерный соответствующие сопряженные векторы Лагранжа оптими-
зационной задачи (1.1)–(1.3), a  определяется из соотношений .

Пусть  является фундаментальной матрицей системы (2.1), т.е.

(2.3)

где  – -единичная матрица. Обозначая

(2.4)

решение системы (2.1) представим в виде

(2.5)

Пусть из (2.5) существует , тогда из второго уравнения находим  и, подставив в пер-
вое уравнение, получим

(2.6)

При t = τ, решив системы линейно алгебраических уравнений (1.2), (2.2), (2.6), находим ,
, ,  и ν. Далее из (2.5) находим текущие значения ,  а управляющие воздей-

ствия определяются из соотношений

(2.7)

Такой подход является методом, повышающим размерность исходной системы (1.1), который
изложен в [9]. Поэтому попытаемся уменьшить размерность в процессе решения задачи (1.1)–(1.3).

3. Новый метод прогонки. Для уменьшения вычислений используем соотношение (2.2) при t = τ в
уравнениях (2.6), т.е. напишем (2.6) при t = τ:

(3.1)
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Далее, учитывая (2.2) в (3.1), имеем

(3.2)

Подставляя из (3.2)  в (1.2) и объединяя со вторым уравнением (3.2), для определения  и
 имеем следующую систему алгебраических уравнений:

(3.3)

Теперь докажем симметричность матрицы коэффициентов:

системы линейных алгебраических уравнений (3.3), т.е. покажем, что

(3.4)

(3.5)

(3.6)
Используя J-симметричность системы (2.1), из [2]

(3.7)

легко доказывается, что при помощи соотношений из  (здесь E – -
мерная) получаем

(3.8)

Из условий (3.8) верхнюю внедиагональную подматрицу напишем как

(3.9)

Умножая с правой стороны (3.9) на , а с левой стороны – на , получим соот-
ношение (3.4). Таким образом доказана следующая лемма.

Л е м м а  1. В системе линейных матричных алгебраических уравнений (3.3) блочная матрица
 – симметричная.

Теперь покажем, что в (3.3) матрица  – симметричная, т.е.

(3.10)
Тогда нижняя диагональная блочная матрица в (3.3) тоже будет симметричной. На самом деле

Теперь докажем равенство (3.10). Из (3.8) следует, что

(3.11)
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(3.14)
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где 0 в формулах (3.12), (3.13) – нулевая матрица. Умножая с левой стороны (3.12) на  по-
лучим

Далее, транспонируя обе части полученного последнего выражения, будем иметь

Умножим полученное равенство с левой стороны на :

(3.15)

Тогда, умножая (3.11) с левой стороны на , запишем

Подставляя полученные выражения  в (3.13), имеем

Отсюда

Учитывая здесь (3.15), получим

(3.16)

и определим из (3.14) :

значение которого подставим в (3.16), тогда имеем

Таким образом доказана следующая лемма.
Л е м м а  2. В системе линейных матричных алгебраических уравнений (3.3) блочная матрица

 является симметричной.
Теперь докажем, что вне диагональные матрицы уравнения (3.3) также симметричны, т.е.

(3.17)
Для выполнения (3.17) достаточно показать, что

(3.18)
Действительно из (3.11)–(3.14) и (3.18) следует, что

т.е. удовлетворяется условие симметричности (3.18).
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Таким образом доказана следующая лемма.
Л е м м а  3. В системе линейных матричных уравнений (3.3) удовлетворяется условие симмет-

ричности (3.17).
Результаты лемм 1–3 позволяют сделать вывод, что матрица коэффициентов системы алгеб-

раических уравнений (3.3) является симметричной. Для этого сначала уравнение запишем в мат-
ричном виде, т.е., обозначая

(3.19)

напишем (3.3) в следующем более компактном виде:

(3.20)

Имеем следующую теорему.
Т е о р е м а. Матрица (3.19) является симметричной.
Поскольку в выражениях (2.6) и (2.7) для определения x(t) и u(t) содержится , попытаемся

получить выражения для x(t) и u(t) без использования . Для этого выражение  из (2.5) под-
ставим в первое выражение (2.6), а для определения x(t) и u(t) учитываем . Тогда для
x(t) получим

(3.21)

(3.22)
Таким образом имеется следующий алгоритм.

Ш а г  1. Формируются матрицы , , K1, K2, ,  из (1.1)–(1.3).
Ш а г  2. Формируется матрица H(t) из (2.1).
Ш а г  3. Решается дифференциальное матричное уравнение (2.3) и находится  из (2.4).

Ш а г  4. Восстанавливается матрица  и вектор  согласно (3.19), и решается матрич-
ное алгебраическое уравнение (3.20), находятся , ν.

Ш а г  5. Из формул (3.21), (3.22) вычисляются  и u(t) через  и ν.
Теперь приведем формулы для u(t) через фазовые координаты . Для этого напишем в (2.5)
первое соотношение из (2.2):

(3.23)

Тогда при предположении существования  находим  из первого соотношения (3.23)
в виде

(3.24)
Подставив (3.24) в последнее соотношение (3.23), получим

(3.25)

который является выражением  через фазовые состояния . Подставив выражение  из
(3.25) в (2.7), получим для управляющих воздействий следующее выражение:

(3.26)
которое является обратной связью для решения задачи (1.1)–(1.3).

− −

− −

 −Φ τ Φ τ −Φ τ +
=  

− Φ τ − Φ τ Φ τ Φ τ Φ τ Φ τ  

1 1 т т
22 0 21 0 22 0 2 1

1 1 т
1 2 11 0 12 0 22 0 21 0 2 12 0 22 0 2

( , ) ( , ) ( ( , ) )
,

( ( , ) ( , ) ( , ) ( , )) ( , ) ( , )

t t t K K
D

K K t t t t K t t K

 =  
 

0
,W

q

  = ν 
�

0( )
.

x t
D W

λ( )t
λ( )t λ( )t

λ = − νт
0 1( )t K

= Φ − Φ νт
11 0 0 12 0 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ,x t t t x t t t K

− −= − Φ + Φ ν1 1 т
21 0 0 22 0 1( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) .u t C t G t t t x t C t G t t t K

( )F t ( )G t ( )R t ( )C t

Φ 0( , )t t

= тD D � ,W
0( )x t
( )x t 0( )x t

( )x t

= Φ − Φ νт
11 0 0 12 0 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ,x t t t x t t t K

λ = Φ − Φ νт
21 0 0 22 0 1( ) ( , ) ( ) ( , ) .t t t x t t t K

−Φ 1
11 0( , )t t 0( )x t

−= Φ + Φ ν1 т
0 11 0 12 0 1( ) ( , )( ( ) ( , ) ).x t t t x t t t K

− −λ = Φ Φ + Φ Φ Φ − Φ ν1 1 т
21 0 11 0 21 0 11 0 12 0 22 0 1( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ( , ) ( , ) ( , ) ( , )) ,t t t t t x t t t t t t t t t K

λ( )t ( )x t λ( )t

− − −= − Φ Φ + Φ Φ Φ − Φ ν1 1 1 т
21 0 11 0 21 0 11 0 12 0 22 0 1( ) ( ) ( )[ ( , ) ( , ) ( ) ( ( , ) ( , ) ( , ) ( , )) ],u t C t G t t t t t x t t t t t t t t t K



ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 1  2021

НОВЫЙ АЛГОРИТМ ПРОГОНКИ 57

Подставляя (3.26) в (1.1), для нахождения  имеем следующую систему дифференциальных
уравнений:

(3.27)

с начальными условиями , найденными из системы линейных алгебраических уравнений (3.20).
В этом случае в вышеизложенном алгоритме шаг 5 заменяется.

Ш а г  6. По формуле (3.26) определяется u(t), а x(t) находится из решения дифференциальных
уравнений (3.27) с начальным условием .

4. Построение фундаментальных матриц (2.3). Таким образом, решение задачи (1.1)–(1.3) сво-
дится к нахождению фундаментальной матрицы системы (2.1), т.е. к решению задачи (2.3). Од-
нако решение задачи (2.3) в общем случае представляется возможным с трудностями (из-за раз-
мерности плохой обусловленности матриц H и т.д.). Поэтому для нахождения  воспользу-
емся методом Захар-Иткина [20]. Действительно из [17, 18]

(4.1)

где , W,  – матрицы, которые удовлетворяют следующим дифференциальным уравнениям и
начальным условиям:

(4.2)

Приводя некоторые преобразования из (4.1), получим

(4.3)

Отсюда следует, что фундаментальная матрица (2.4), образованная через , ,
, , определяется как

(4.4)

Приведем следующий алгоритм на основе вышесказанных результатов. Иллюстрируем вы-
шеизложенный алгоритм на следующем примере.

П р и м е р. Пусть в (1.1)–(1.3) , , ,  – постоянные матрицы с
соответствующими размерностями. Для начала восстанавливаем фундаментальную матрицу

 через матричные дифференциальные уравнения (4.2) и формулы (4.3), (4.4). На самом де-
ле, в данном случае (4.2) упрощается и переходит к более простому виду:

(4.5)
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где решение (4.5) в аналитическом виде представляется как

(4.6)

Здесь  является решением матричного уравнения Ляпунова:

(4.7)
Отметим, что уравнение Ляпунова имеет решение в следующем виде [13]:

(4.8)

Теперь формируем фундаментальную матрицу  через решения уравнений (4.5):

(4.9)

Подставляя (4.9) в (3.26), имеем для управления следующее выражение:

а фазовая координата  определяется из дифференциального уравнения

где  и ν являются решением системы линейных алгебраических уравнений (3.20). Здесь мат-
рица  формируется через (4.9) в следующем виде:

Заключение. В данной работе в отличие от известных алгоритмов предлагается вычислитель-
ный алгоритм для решения задачи (1.1)–(1.3), который гораздо больше уменьшает размерность
исходной задачи. Достоинство такого нового алгоритма заключается в том, что он позволит ре-
шать задачи построения программных траекторий и управлений гораздо большей размерности
[19–25] при эксплуатации нефтяных скважин газлифтным способом и штангонасосными уста-
новками и др. Кроме того, приведенный здесь алгоритм можно использовать при редукции фун-
даментальных матриц задачи типа (2.3). Относительно вычислительной сложности предложен-
ного алгоритма следует отметить, что этот алгоритм в 2 раза (в некоторых случаях в 4 раза [11, 12])
уменьшает размерность задачи нахождения фундаментальной матрицы Гамильтоновой систе-
мы. Кроме того, рассматриваемый метод позволяет распараллеливать вычислительный алго-
ритм для решения систем дифференциальных матричных уравнений (4.2), что дает возможность
уменьшить вычислительную сложность данного алгоритма, а также применять его к задачам, в
которых движение объекта описывается системой. В уравнения этой системы помимо обычных
производных входят и дробные производные [26–28].
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