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Рассматривается нелинейная система конечно-разностных уравнений общего вида, допуска-
ющая “частичное” (по части переменных) нулевое положение равновесия. Описывается под-
ход к изучению устойчивости этого положения равновесия, основанный на предварительном
изучении устойчивости по части определяющих его переменных на базе метода функций Ля-
пунова, с последующим анализом структурной формы системы. Для расширения возможно-
стей данного подхода предлагается проводить корректировку области, в которой строится
функция Ляпунова; это достигается введением второй (векторной, вообще говоря) вспомога-
тельной функции. Приводятся примеры, показывающие особенности данного подхода.
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Введение. Дискретные (конечно-разностные) системы широко используются в теории про-
цессов управления, вычислительной математике и ее приложениях, а также при моделировании
дискретных во времени процессов. При этом в сравнении с моделями с непрерывной динамикой
дискретные модели в ряде случаев могут более точно отражать моделируемые процессы. С дру-
гой стороны, дискретные системы являются дискретными приближениями или разностными
схемами для систем дифференциальных уравнений с непрерывной динамикой, а также состав-
ной частью гибридных (с импульсным эффектом) систем, эволюция которых происходит в не-
прерывно-дискретном времени. Теории и методам качественного исследования нелинейных
дискретных по времени систем, включая исследования устойчивости дискретных по времени
процессов, посвящена обширная литература, в том числе ряд монографий [1–6].

Одно из активно развивающихся направлений исследований связано с изучением задач ча-
стичной устойчивости дискретных процессов. Такие задачи естественным образом возникают в
приложениях и часто сводятся к обладающей большой общностью задаче устойчивости по части
переменных (а не по всем переменным) нулевого положения равновесия нелинейной системы
конечно-разностных уравнений при общих допущениях относительно ее правой части [6–11];
рассматривается также устойчивость по заданным функциям фазовых переменных (по выходу)
[2]. Приложения связаны, в частности, с задачами: вычислительной математики и оптимизации
[2, 10, 11]; балансировки загрузки компьютерных сетей [7]; адаптивного управления [8]; оценки
устойчивости фильтров Калмана [9]; моделирования эпидемических ситуаций [10, 11]; построе-
ния законов наведения на маневрирующую цель [12]. Отметим, что систематические исследова-
ния задач частичной устойчивости в значительной степени инициированы работой [13] (см. так-
же обзор [14]).

В статье рассматривается нелинейная система конечно-разностных уравнений общего вида,
для которой существует “частичное” (по некоторой части переменных) нулевое положение рав-
новесия. Сначала устойчивость и асимптотическая устойчивость данного положения равнове-
сия анализируются по отношению не ко всем определяющим его переменным, а только по их ча-
сти. При этом делается допущение о том, что начальные возмущения переменных, не определя-
ющих “частичное” положение равновесия, могут быть большими (ограниченными по норме
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произвольным наперед заданным числом) по одной части и произвольными по оставшейся ча-
сти этих переменных. Для случая нелинейных систем с непрерывной динамикой такие задачи
изучались ранее в [15, 16]. Отметим, что предположение о существовании “полного” (по всем пе-
ременным) нулевого положения равновесия у рассматриваемых классов систем часто не являет-
ся необходимым и даже может противоречить смыслу решаемых задач.

Для анализа поставленных задач частичной устойчивости применяется дискретный вариант
метода функций Ляпунова [1] в соответствующей модификации. Получены условия частичной
устойчивости указанного вида, обобщающие ряд известных результатов по частичной устойчи-
вости дискретных систем. С целью расширения возможностей используемого метода предлага-
ется проводить корректировку области, в которой строится вспомогательная функция Ляпунова.
Это достигается посредством введения дополнительной (векторной, вообще говоря) вспомога-
тельной функции. В результате основная функция Ляпунова, а также ее приращение в силу изу-
чаемой системы, могут быть знакопеременными и не удовлетворять используемым разностным
неравенствам в обычно рассматриваемой при изучении частичной устойчивости области фазо-
вого пространства системы.

Затем указываются условия на структурную форму нелинейной системы, при которых устой-
чивость (асимптотическая устойчивость) по отношению к части переменных “частичного” ну-
левого положения равновесия означает устойчивость (асимптотическую устойчивость) этого по-
ложения равновесия по всем определяющим его переменным. При соответствующем уточнении
такие условия определяют свойство частичной детектируемости (partial detectability) данной си-
стемы [17–21].

Полученные результаты позволяют сформулировать подход к изучению устойчивости “ча-
стичного” положения равновесия нелинейной конечно-разностной системы, включающий два
этапа: 1) предварительный анализ устойчивости по части определяющих это положение равно-
весия переменных на основе метода функций Ляпунова; 2) последующий анализ частичной де-
тектируемости системы. Предложенный подход может использоваться также при решении соот-
ветствующих задач частичной стабилизации нелинейных дискретных управляемых систем по-
средством управлений, дискретно формируемых по принципу обратной связи.

Для линейных конечно-разностных систем указаны достаточные условия на коэффициенты,
при выполнении которых асимптотическая устойчивость системы по отношению к части пере-
менных означает еe асимптотическую устойчивость по отношению к бóльшей части перемен-
ных.

1. Постановка задачи. Рассмотрим линейное конечномерное пространство Rn векторов x с ев-

клидовой нормой ||x|| =  (xi – i-я компонента вектора x). Введем разбиение x =
= (yT, zT)T (T – транспонирование). Обозначим через  = {k = 0, 1, 2, …} множество целых неот-
рицательных чисел.

Пусть дана нелинейная система конечно-разностных уравнений [1–6]

которую, с учетом разбиения x = (yT, zT)T, представим в виде двух групп уравнений:

(1.1)

В системе (1.1) k ∈ – дискретное время, x = (yT, zT)T – фазовый вектор. Вектор-функция X =
= (YT, Z T)T, определяющая правые части системы (1.1), при каждом k ∈  непрерывна по x в об-
ласти ||x|| < ∞. В этом случае для всех k0, x0 существует единственное решение x(k) = x(k; k0, x0)
системы (1.1), удовлетворяющее начальному условию x(k0) = x0, которое определено для всех k ≥ k0.
При выполнении условия Y(k, 0, z(k)) ≡ 0 множество М = {x(k): y(k) = 0} является “частичным”
положением равновесия (инвариантным множеством) системы (1.1).

Далее будет рассматриваться устойчивость по части переменных (разд. 2) и по всем перемен-
ным (разд. 3, 4) “частичного” положения равновесия y(k) = 0 системы (1.1). При этом помимо са-
мостоятельного интереса задача устойчивости по части переменных используется как вспомога-
тельная на первом этапе анализа устойчивости по всем переменным.

Имея в виду анализ устойчивости “частичного” положения равновесия y(k) = 0 по отноше-
нию не ко всем определяющим его переменным, а только по их некоторой заданной части, пред-
положим, что y = ( , )T. Вектор y1 включает те компоненты вектора y, устойчивость по отно-
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шению к которым рассматривается. Кроме того, чтобы расширить потенциальные возможности
понятий устойчивости, представим также компоненту z вектора x в виде z = ( , ).

Обозначим через Dδ область значений x0, таких, что ||y0|| < δ, ||z10|| ≤ L, ||z20|| < ∞; область D∆ по-
лучается заменой δ на ∆.

О п р е д е л е н и е  1.“Частичное” положение равновесия y(k) = 0 системы (1.1) при больших
значениях z10 в целом по z20 (for a large values of z10 and on the whole with respect to z20):

1) y1-устойчиво, если для каждого k0 ∈ , а также для произвольного числа ε > 0, как бы мало
оно не было, и для любого наперед заданного числа L > 0 найдется δ(ε, k0, L) > 0, такое, что не-
равенство ||y1(k, k0, x0)|| < ε имеет место для всех k ≥ k0 и x0 ∈ Dδ ;

2) равномерно y1-устойчиво, если δ = δ(ε, L);

3) равномерно асимптотически y1-устойчиво, если оно равномерно y1-устойчиво и существует
∆(L) > 0, такое, что для произвольного решения x(k; k0, x0) системы (1.1), для которого x0 ∈ D∆,
предельное соотношение ||y1(k; k0, x0)|| = 0, k → ∞ выполняется равномерно по k0, x0 из области
k0 ≥ 0, x0 ∈ D∆ (для любых η > 0, k0 ∈  и любого наперед заданного числа L > 0 найдется целое
число T(η, L) > 0, такое, что ||y1(k; k0, x0)|| < η при всех k ≥ k0 + T(η, L), x0 ∈ D∆).

Соответствующие понятия устойчивости по всем переменным “частичного” положения рав-
новесия y(k) = 0 системы (1.1) при больших значениях z10 в целом по z20 получаются из введенных
понятий заменой y1(k, k0, x0) на y(k, k0, x0).

З а м е ч а н и е  1. Определение 1 содержит дискретные аналоги понятий частичной устойчи-
вости, введенных для систем с непрерывной динамикой [16]. Наиболее близкими к ним являют-
ся понятия устойчивости по всем переменным “частичного” положения равновесия y(k) = 0 си-
стемы (1.1), предполагающие [4], что ||y0|| < δ, ||z0|| < ∞, где δ может зависеть не только от ε, k0, но
и от z0 (это условие эквивалентно условиям ||y0|| < δ, ||z0|| ≤ L, где L > 0 – любое наперед заданное
число и δ зависит не только от ε, k0, но и от L). В определении 1 имеет место включение x0 ∈ Dδ
и, кроме того, рассматривается устойчивость по части переменных; поэтому данное понятие
устойчивости более общее. Мотивацией к разделению вектора z0 на две части является возмож-
ность поиска компромисса между содержательным смыслом понятия частичной устойчивости и
соответствующими требованиями к функциям Ляпунова. Действительно, введенные определе-
ния 1)–3) являются “промежуточными” между обычно используемыми понятиями устойчиво-
сти (как по всем, так и по части переменных) при больших значениях z0 или в целом по z0 “ча-
стичного” положения равновесия y(k) = 0 системы (1.1), которые приводят к различным требо-
ваниям к функциям Ляпунова.

З а м е ч а н и е  2. В случае dim y1 = dim y2 = dim z1 = 1 введенному понятию частичной устой-
чивости можно дать наглядную геометрическую интерпретацию в трехмерном пространстве
Oy1y2z1. Для каждого k0 ∈  и для любого сколь угодно малого числа ε > 0, а также для любого
наперед заданного числа L > 0 граница допустимой области x0 ∈ Dδ начальных возмущений яв-
ляется цилиндром ||y0|| = δ высоты 2L, расположенном между двумя плоскостями y1= ±ε (см. ри-
сунок). Если решения системы (1.1) начинаются при k = k0 внутри этого δ-цилиндра (при произ-
вольном значении z20), то соответствующие этим решениям траектории будут оставаться при
всех k ≥ k0 между указанными двумя ε-плоскостями.

З а м е ч а н и е  3. Введенные понятия устойчивости возникают, в частности, при переходе
(посредством обозначений x(r) = x(k), xn + 1(r) = k, r = k − k0) от системы (1.1) с начальным усло-
вием x(k0) = x0 к стационарной дискретной системе

когда требования равномерности (неравномерности) по k0 в задачах y1-устойчивости при боль-
ших значениях z0 или в целом по z0 “частичного” положения равновесия y(k) = 0 заменяются тре-
бованиями “в целом по xn + 1(0)” (“при больших значениях xn + 1(0)”).

T
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Для решения поставленных задач частичной устойчивости будут использоваться однознач-
ные непрерывные по x при каждом k ∈ скалярные функции V = V(k, x), V(k, 0) ≡ 0, определен-
ные в области

(1.2)
а также соответствующие приращения этих функций в силу системы (1.1), вычисляемые по фор-
муле ∆V(k, x(k))) = V(k + 1, X(k, x(k))) – V(k, x(k)).

Также будут рассматриваться: 1) вспомогательные скалярные функции V*(k, y, z1), V*(y, z1) и
вектор-функция (k, x), (k, 0) ≡ 0, при каждом k ∈  непрерывные по x в области (1.2); 2) не-
прерывные монотонно возрастающие по r > 0 скалярные функции ai(r), ai(0) = 0 (i = 1, 2, 3)
(функции типа Хана).

2. Условия частичной устойчивости. Пусть можно указать векторную функцию (k, x), (k, 0) ≡ 0,
такую, что при каждом k ∈ в области

(2.1)
вспомогательная V-функция в силу исходной системы (1.1) удовлетворяет разностному неравен-
ству [22]

(2.2)

ω(k, (k)) – непрерывная при k ∈ , (k) ≥ 0 функция, такая, что для уравнения
(2.3)

выполнены условия существования и единственности решений для всех k0,  ≥ 0.
Т е о р е м а  1. Пусть для системы (1.1), наряду с основной скалярной V-функцией, можно ука-

зать дополнительную векторную функцию (k, x), (k, 0) ≡ 0, для которых при каждом k ∈  в
области (2.1) выполняется условие

(2.4)
а также имеет место разностное неравенство (2.2).

Тогда при больших значениях z10 в целом по z20 “частичное” положение равновесия y(k) = 0:
1) y1-устойчиво, если выполнены условия

(2.5)
и решение (k) = 0 уравнения (2.3) устойчиво;

2) равномерно y1-устойчиво (равномерно асимптотически y1-устойчиво), если выполнены
условия

(2.6)
и решение (k) = 0 уравнения (2.3) равномерно устойчиво (равномерно асимптотически устой-
чиво).

+
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Рис. 1. Области допустимых начальных и текущих отклонений от инвариантного множества y1(k) = y2(k) = 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о  приведено в Приложении.
Полученные условия частичной устойчивости опираются на дискретный вариант [22] прин-

ципа сравнения с функцией Ляпунова [23, 24] для анализа устойчивости нелинейных динамиче-
ских систем. Однако при этом, в отличие от [22], изучаются более общие свойства системы (1.1),
а для расширения возможностей указанного подхода наряду с основной вспомогательной функ-
цией Ляпунова рассматривается дополнительная (векторная, вообще говоря) вспомогательная
функция для корректировки области, в которой строится основная функция Ляпунова. В резуль-
тате V-функция и ее приращение ∆V в силу системы (1.1) в теореме 1 при каждом k ∈  являют-
ся, вообще говоря, знакопеременными функциями в области

(2.7)
которая обычно рассматривается при анализе y1-устойчивости, и могут не удовлетворять в этой
области разностному неравенству (2.2).

В рамках предложенного подхода используемые нелинейные V-функции Ляпунова могут
быть построены как знакоопределенные квадратичные формы V(k, x) ≡ V*(k, y1, (k, x)) перемен-
ных y1, , что расширяет возможности конструктивного построения таких функций.

З а м е ч а н и е  4. Теорема 1 дополняет результаты по частичной устойчивости дискретных си-
стем: у-устойчивости положения равновесия x(k) = 0 (при условии ||x0|| < δ) [2, 6–11] и устойчи-
вости “частичного” положения равновесия y(k) = 0 [4]. Введение дополнительной -функции
позволяет расширить класс используемых V-функций Ляпунова. Условия (2.5) являются “про-
межуточными” между менее ограничительным условием V(k, 0, z) ≡ 0 и более ограничительными
условиями V(k, x) ≤ V*(k, y), V*(k, 0) ≡ 0, при выполнении которых “частичное” положение рав-
новесия y(k) = 0 системы (1.1) соответственно y1-устойчиво при больших значениях z0 или
y1-устойчиво в целом по z0. Аналогично условию (2.6) являются “промежуточными” между усло-
виями V(k, x) ≤ V*(y, z), V*(0, z) ≡ 0 и условием V(k, x) ≤ a2(||y||), при выполнении которых “частич-
ное” положение равновесия y(k) = 0 системы (1.1) соответственно равномерно y1-устойчиво при
больших значениях z0 или равномерно y1-устойчиво в целом по z0.

З а м е ч а н и е  5. Требования к основной функции Ляпунова в теореме 1 можно ослабить, ес-
ли вместо нее использовать классическую вектор-функцию Ляпунова [24], область построения
которой корректируется посредством вспомогательной вектор-функции (k, x).

П р и м е р  1. Пусть система (1.1) состоит из уравнений

(2.8)

где a, b, c, d, e, l – постоянные параметры, а функция Z2 удовлетворяет только общим требова-
ниям к системе (1.1).

Наряду с основной V-функцией

(2.9)
также рассмотрим вспомогательную функцию μ1 = y2z1. Для V-функции (2.9) в области (2.1) вы-
полняются условия (2.4) и (2.6).

Для каждого k ∈  в области (2.1) приращение ∆V выбранной V-функции (2.9) в силу систе-
мы (2.8) определяется следующим образом:

+

< < + < ∞1 1 2|| || ,  || || || || ,  h hy y z

( ) ( ) ( )[ ] ( )+ = +1 2 1 11 ,y k a ly k z k y k

( ) ( )[ ] ( )+ = +2 1 21 ,y k b dy k y k

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )+ = + + =1 1 1 2 21 ,   1 ,( ),z k c ey k z k z k Z k kx

= +2 2 2
1 2 12( )V y y zx

+

Δ = + +2 2
2 1 1[ ( ) ( )] (  )V a ly k z k y k

+ + + − − =2 2 2 2 2 2
2 1 1 1 1 2 1

2( ) ( ) [ ( )] [ ( )] 2   2  ( ) ( ) ( )y k z k b dy k c ey k y k y k z k

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + + + +2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 1 2 1 2 12 2a y k aly k y k z k l y k y k z k b c y k z k

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ + + +2 2 2 2 2 3 2 2
1 1 2 1 2 1 2 1 3 1 2 1r y k y k z k r y k y k z k r y k y k z k

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ − − = 2 2 4 2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 1 2 2d e y k y k z k y k y k z k

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − + μ + μ + μ +2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 11 2 – 1( 2) ( )a y k b c k r y k k aly k k
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При выполнении условий

(2.10)

для каждого k ∈  квадратичная часть (∆V)* полученного выражения для ∆V является опреде-
ленно отрицательной по y1(k), μ1(k) функцией:

причем γ* ∈ (0, 1). Поэтому для каждого k ∈  при достаточно малом h1 > 0 в области (2.1) (но
не в области (2.7)) для значений параметров a, b, c, удовлетворяющих условиям (2.10), и при лю-
бых значениях параметров d, e, l для функции Ляпунова (2.9) в силу системы (2.8) имеет место
неравенство ∆V ≤ − γV(x(k)), в котором γ = min [(1 – a2), (1 – b2c2)].

На основании второй части теоремы 1 заключаем, что при условиях (2.10) “частичное” поло-
жение равновесия y1(k) = y2(k) = 0 системы (2.8) равномерно асимптотически y1-устойчиво при
больших значениях z10 в целом по z20.

Для численной характеристики рассматриваемой системы и применяемого метода исследо-
вания устойчивости допустим, что a = b = 1/2, c = 1. В этом случае вытекающая из условия ∆V ≤
≤ −γV(x(k)) оценка (k) ≤ (1 − γ)kV(x0) (при k0 = 0, x0 ∈ Dδ) решений системы (2.8) по переменной
y1 имеет место при γ = 0.25 и не зависит от значений d, e, l. Для сравнения при начальных данных
y1(0) = y2(0) = 0.1 и z1(0) = 1 в таблице наряду с указанными “оценочными” значениями y1(k)
(верхняя строка) также приводятся точные значения y1(k) (нижняя строка), вычисленные при
l = − d = 1, e = 2.

3. Условия частичной детектируемости. Выделим структурную форму системы (1.1), для кото-
рой y1-устойчивость (асимптотическая y1-устойчивость) “частичного” положения равновесия
y(k) = 0 означает его устойчивость (асимптотическую устойчивость) по всем переменным.

В соответствии с разбиением x = ( , , zT)T представим первую группу уравнений системы
(1.1) в виде двух групп уравнений:

а вектор-функцию Y2(k, x(k)) разделим на две части следующим образом:

Дискретная (конечно-разностная) система уравнений

(3.1)

будет “приведенной” (по переменным y2) подсистемой системы (1.1).

Допустим, что вектор-функция  для каждого k ∈  непрерывна по y2 в области ||y2|| < ∞ и
равномерно по k ∈  на каждом компактном подмножестве из этой области удовлетворяет
условию Коши–Липшица по y2.

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ μ + μ + μ2 2 3 2 2 2 4 2
2 1 1 3 1 1 1 12 ,r y k k r y k k d e y k k

( )= + = = + + + =2 2 2 2 2
0 1 0 2 3 04 , ,   2 4 ,   .( )r be cd r bcr r b e bcde c d l r der

< <2 2 21,  1  a b c

+

( ) ( )Δ ≤ −γ + μ γ = − −2 2 2 2 2
1 1( ) [ ] [* * , * min 1 , ) ,( ) 2(1 ]V y k k a b c

+

2
1y

T
1y T

2y

+ = + =1 1 1 2 2 2 1 21 , , , ,  ( ) ( ( ) ( ) ( )) ( )1 , , , ,( ( ) ( ) ( ))k k k k k k k k k ky Y y y z y Y y y z

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= +0
2 2 2 1 2( ) (, , , , ,) ( )k k k k k k k kY x Y y R y y z

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − ≡ ≡0
2 2 2 2, , , ,  , , ,( ( ) ( ) ( ) ( , ,) ( ) ), .k k k k k k k k k kR x Y x Y y R 0 y 0 R 0 0 z 0

+ = 0
2 2 2( ) ( 1 , ( )) k k ky Y y

0
2Y +

+

Таблица 1. Оценки и точные значения переменной y1(k) системы (2.8)

y1(k) k = 0 k = 5 k = 10 k = 15 k = 20 k = 25

Оценка 0.1414 0.0844 0.0411 0.0200 0.0098 0.0048
Точное значение 0.1 0.0049 0.00016 5.1 × 10–6 1.6 × 10–7 5.04 × 10–9
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Т е о р е м а  2. Пусть выполняются условия:

1) найдется непрерывная для каждого k ∈  вектор-функция (y1(k), y2(k)), (0, 0) ≡ 0, та-
кая, что для каждого k ∈  в области

(3.2)
имеет место неравенство

(3.3)
2) положение равновесия y2(k) = 0 “приведенной” подсистемы (3.1) равномерно асимптоти-

чески устойчиво по всем переменным;
3) “частичное” положение равновесия y(k) = 0 системы (1.1) равномерно y1-устойчиво (рав-

номерно асимптотически y1-устойчиво) при больших значениях z10 в целом по z20.
Тогда “частичное” положение равновесия y(k) = 0 системы (1.1) равномерно устойчиво (равно-

мерно асимптотически устойчиво) по всем переменным при больших значениях z10 в целом по z20.
Д о к а з а т е л ь с т в о  приведено в Приложении.
Условие 1) теоремы 2 можно ослабить, если учесть то обстоятельство, что y1-устойчивость

“частичного” положения равновесия y(k) = 0 системы (1.1) фактически является некоторой
“расширенной” (y1, )-устойчивостью, “промежуточной” между y1-устойчивостью и устойчиво-
стью по всем переменным. Наличие такой устойчивости позволяет использовать вместо нера-
венства (3.2) менее ограничительное неравенство

(3.4)

выполняющееся для каждого k ∈  в области ||y|| + ||(k, x)|| < h, ||z|| < ∞.
З а м е ч а н и е  6. Теорема 2 является развитием соответствующих результатов из [25, 26]. В от-

личие от [25], где указаны условия, при которых из устойчивости по части переменных нулевого
положения равновесия системы (1.1) следует устойчивость по всем переменным, изучаются бо-
лее общие задачи частичной устойчивости. Такие задачи рассмотрены ранее в [26] для систем с
непрерывной динамикой. Кроме того, в отличие от [26] ограничение на связь “приведенной”
подсистемы с другими частями системы анализируется на основе понятий (y1, )-устойчивости.

З а м е ч а н и е  7. При выполнении условия (3.3) динамика системы (1.1) в случае y1(k; k0, х0) ≡ 0
(нуль-динамика по отношению к “измеримому выходу” y1, следуя терминологии [17]) определя-
ется подсистемой

которая включает “приведенную” подсистему (3.1). При этом “приведенная” подсистема (3.1)
определяет частичную нуль-динамику системы (1.1) по отношению к “измеримым” переменным y1:
динамику y-компоненты решений x(k; k0, х0), для которых y1(k; k0, х0) ≡ 0.

Поэтому при выполнении условий 1), 2) теоремы 2 система (1.1) обладает следующим свой-
ством частичной детектируемости (zero – partial state – detectability): если y1(k; k0, х0) ≡ 0, то для
каждого k0 ∈  и для любого заданного числа L > 0 найдется δ(ε, L) > 0, такое, что имеет место
предельное соотношение ||y(k; k0, х0)|| = 0, k → ∞ при x0 ∈ Dδ. При этом условие 3) теоремы 2 рас-
сматривается как предположение.

З а м е ч а н и е  8. Предложенный подход может использоваться при решении задачи стабили-
зации “частичного” положения равновесия y(k) = 0 системы (1.1) при добавлении к этой системе
дополнительных управляющих воздействий, дискретно формируемых по принципу обратной
связи. В данном случае стабилизация проводится только по части определяющих это положение
равновесия переменных (по переменным, входящим в вектор y1), а устойчивость по другой части
переменных (по переменным, входящим в вектор y2) определяется полученными условиями на
структуру системы. В рамках данной схемы решения допускается ситуация, когда входящие в
вектор y2 переменные не измеряются и не входят в управляющие воздействия.

П р и м е р  2. Рассмотрим управляемую систему

(3.5)

+ 2*Y 2*Y

+
< < ∞,|| || || ||hy z

≤1 2 2 1 2|| ( ( ) ( ) ( ))|| || (*, , , , ;( ) ( ))||k k k k k kR y y z Y y y

≤1 2 2 1 2|| ( ( ) ( ) ( ))|| || ( ( )**, , , , , ,( ) ( ))||,k k k k k k kR y y z Y y μ x y

+

( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ = + =0
2 2 2 2( ) ( )1 , , 1 , , , ,k k k k k k ky Y y z Z 0 y z

+

+ = + +1 2 1 1 1( ) [ ( ) ( )] (1 ,)y k a ly k z k y k u

( ) ( )[ ] ( ) ( )+ = + + v2 1 2 11 , ,( )y k b dy k y k k kx
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полученную из системы (2.8) добавлением управляющего воздействия u1 вида u1 = αy1(k) (α – const)
и нелинейного возмущающего воздействия (k, x(k)).

1. Допустим сначала, что (k, x(k)) ≡ 0. Используя наряду с функцией Ляпунова (2.9) допол-
нительную вспомогательную функцию μ1 = y2z1, аналогично анализу системы (2.8) можно пока-
зать, что при выполнении условий

(3.6)

“частичное” положение равновесия y1(k) = y2(k) = 0 системы (3.5) равномерно асимптотически
y1-устойчиво при больших значениях z10 в целом по z20.

“Приведенная” подсистема (3.1) в данном случае имеет вид

(3.7)

и при выполнении условия b2 < 1 ее нулевое положение равновесия y2(k) = 0 равномерно асимп-
тотически устойчиво. Кроме того, верно неравенство типа (3.3), в котором  = dy1(k)y2(k).

На основании теоремы 2 заключаем, что при условиях (3.6) и условии b2 < 1 “частичное” по-
ложение равновесия y1(k) = y2(k) = 0 системы (3.5) равномерно асимптотически устойчиво для
больших значений z10 в целом по z20.

2. Допустим теперь, что возмущающее воздействие  удовлетворяет условию | (k, x(k))| ≤
≤ | (y(k), μ1)| типа (3.4), не нарушающему “частичное” положение равновесия системы (3.5),
причем (k, y1(k), 0, z1(k)) ≡ 0. В этом случае для проверки выполнимости условий частичной де-
тектируемости важно, что “частичное” положение равновесия y1(k) = y2(k) = 0 системы (3.5) не
только равномерно асимптотически y1-устойчиво, но и равномерно асимптотически (y1, μ1)-устой-
чиво при больших значениях z10 в целом по z20.

“Приведенная” подсистема (3.1) по-прежнему имеет вид (3.7). Поэтому при выполнении
условий (3.6) и условия b2 < 1 “частичное” положение равновесия y1(k) = y2(k) = 0 системы (3.5)
также равномерно асимптотически устойчиво при больших значениях z10 в целом по z20 на осно-
вании теоремы 2.

4. Условия частичной детектируемости линейных стационарных дискретных систем. Рассмотрим
линейную конечно-разностную систему

(4.1)

где Ai, Bi, Ci, i = 1, 2, 3, – постоянные матрицы соответствующих размеров.
О п р е д е л е н и е  2. Линейная система (4.1) частично детектируема (y1/y-детектируема), ес-

ли асимптотическая y1-устойчивость этой системы означает асимптотическую y-устойчивость.
Для анализа y1/y-детектируемости системы (4.1) введем матрицы

Т е о р е м а  3. Если выполняется условие

(4.2)
то линейная дискретная система (4.1) y1/y-детектируема.

Д о к а з а т е л ь с т в о  приведено в Приложении.
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v1

v1

+ α < <2 2 21,   1(  )a b c

+ =2 2(1( ) ),y k by k

2*Y

v1 v1

2**Y
v1

+ = + +1 1 1 1 2 1( ) ( ) (1 ) ),(k A k B k C ky y y z

( ) ( ) ( ) ( )+ = + +2 2 1 2 2 21 ,k A k B k C ky y y z

( ) ( ) ( ) ( )+ = + +3 1 3 2 31 ,k A k B k C kz y y z

+ − −= =т т т т т т т т т т 1 1
1 2 3 3( , , ,( ) ), ( , , ,( ) ),r p pK D G D G D K L C L C L

( )    = = =   
   

2 2 1
1 1

3 3 2
, , , ,

B C C
D B C G L

B C C

( )= =2( )dim , dim .r py z

= +1 2rank rank ,K r K



ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 3  2022

ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К АНАЛИЗУ УСТОЙЧИВОСТИ 65

Условие (4.2) предполагает анализ только структурной формы (4.1) без анализа ее асимптоти-
ческой устойчивости по соответствующим группам переменных. Это условие, однако, не охва-
тывает случай нулевых матриц B1, C1, когда первая группа уравнений системы (4.1) имеет вид

(4.3)
Если подсистема (4.3) асимптотически устойчива, то y1/y-детектируемость системы (4.1) за-

висит от наличия свойства y2-устойчивости подсистемы

(4.4)
З а м е ч а н и е  9. Из условия (4.2), как частный случай, следует условие rank K1 = r + p “пол-

ной” детектируемости (y1/x-детектируемости) линейной дискретной системы (4.1).
П р и м е р  3. Пусть система (4.1) состоит из уравнений (a – некоторая постоянная)

(4.5)

В данном случае r = 1, p = 2 и матрицы K1 и K2 определяются следующим образом:

В результате имеем

и условие (4.2) выполняется при всех a ≠ 0.
На основании теоремы 3 система (4.5) y1/y-детектируема при всех a ≠ 0.
Заключение. Предложен подход к изучению устойчивости “частичного” положения равнове-

сия нелинейной дискретной (конечно-разностной) системы. Подход основан на предваритель-
ном анализе устойчивости по части определяющих данное положение равновесия переменных
на базе метода функций Ляпунова с последующим анализом структурной формы системы для
выявления условий ее частичной детектируемости. Эти условия включают требование равно-
мерной асимптотической устойчивости нулевого положения равновесия подсистемы, “приве-
денной” по переменным, устойчивость “частичного” положения равновесия по которым изна-
чально не известна, а также ограничение на связь “приведенной” подсистемы с другими частями
системы.

Полученные результаты дополняют ранее выполненные исследования по частичной устой-
чивости дискретных систем [2, 4, 6–11, 25], устойчивости инвариантных множеств динамиче-
ских систем с непрерывной и дискретной динамикой [27–32] на основе метода функций Ляпу-
нова, а также исследования задач стабилизации связей динамических систем [33, 34], в которых
устойчивость инвариантных множеств является необходимым условием. При этом в рамках раз-
работанного подхода требования к функциям Ляпунова ослабляются за счет сужения области
фазового пространства, в которой происходит их построение; фактически можно использовать
даже знакопеременные функции Ляпунова, приращения которых в силу изучаемой системы мо-
гут быть также знакопеременными. Кроме того, ослабления требований к основной V-функции
Ляпунова можно добиться путем согласования постановки рассматриваемой задачи частичной
устойчивости с предложенным разбиением на две части “неконтролируемых” фазовых перемен-
ных изучаемой дискретной системы.

ПРИЛОЖЕНИЕ
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Поскольку V-функция удовлетворяет разностному нера-

венству (2.2), то из V(k0, x0) ≤  следует [22]

(П.1)

+ =1 1 1( ) (1 .)k A ky y

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ = + + = +2 2 2 2 3 2 31 , 1 .k B k C k k B k C ky y z z y z

( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ = + +1 1 2 1 21 1/2 – 2 ,y k y k y k z k z k

( ) ( ) ( ) ( )+ = −2 2 1 2[1 3/4 – 2 ],y k y k a z k z k
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1. Пусть решение (k) = 0 уравнения (2.3) устойчиво. Тогда для k0 ∈ , ε > 0 существует
ρ(ε, k0) > 0 такое, что из  < ρ вытекает (k; k0, ) < a1(ε) при всех k ≥ k0. На основании условий
(2.5) для любого заданного числа L > 0 найдется δ1(ρ, k0, L) = δ(ε, k0, L) > 0, такое, что V(k0, х0) < ρ,
если x0 ∈ Dδ. Полагая  = V(k0, х0), в силу условий (2.4), (П.1) заключаем, что при x0 ∈Dδ и всех
k ≥ k0 справедливы неравенства

(П.2)
откуда ||y1(k; k0, х0)|| < ε для всех k ≥ k0, если x0 ∈Dδ .

2. Если решение  = 0 уравнения (2.3) равномерно устойчиво и выполняются условия (2.6), то
ρ(ε) > 0 не зависит от k0. Поэтому δ = δ(ε, L).

Допустим, что решение  = 0 уравнения (2.3) равномерно асимптотически устойчиво. В этом
случае найдется ρ0 > 0, такое, что для любого ε > 0 существует целое число Т(ε) > 0, при котором
имеет место неравенство

(П.3)
если только  < ρ0. На основании неравенств (2.6) для каждого k0 ∈  и любого заданного числа
L > 0 можно подобрать Δ(L) > 0 так, чтобы V(k0, х0) < ρ0 при x0 ∈ DΔ. Тогда в силу (П.2) |y1(t; t0, х0)| < ε
при k ≥ k0 + Т(ε), x0 ∈ DΔ.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2. Найдется функция Ляпунова V(k, y2), определенная и
непрерывная для каждого k ∈ в области ||y2|| < h и удовлетворяющая условиям (l = const > 0) [1]:

(П.4)

(П.5)

(П.6)
При выполнении (П.4) приращения V-функции в силу систем (1.1) и (3.1) связаны соотноше-

нием

которое в силу неравенств (3.3), (П.5), (П.6) принимает следующий вид:

(П.7)
Дальнейшее доказательство разобьем на две части, соответствующие случаям, когда “частич-

ное” положение равновесия y(k) = 0 системы (1.1): 1) равномерно y1-устойчиво; 2) равномерно
асимптотически y1-устойчиво.

I. Положим δ1(ε) = b(ε)/l, b(ε) = a3( (a1(ε))). Можно указать δ2(ε) > 0, такое, что при каждом

k ∈ из ||y1(k)|| < δ2 следует || (y1(k), y2(k)) || < δ1 для ||y2(k)|| < ε. С другой стороны, в силу равно-
мерной y1-устойчивости “частичного” положения равновесия y(k) = 0 системы (1.1) имеем
||y1(k; k0, х0)|| < δ2(ε) при всех k ≥ k0, если x0 ∈ Dδ и δ = δ[δ2(ε)]. Поэтому из неравенства (П.7) сле-
дует, что

(П.8)
Пусть δ*(ε, L) = min{δ(ε, L), δ[δ2(ε)], δ3(ε)}, δ3(ε) = a2

−1(a1(ε)). Рассмотрим произвольное реше-
ние системы (1.1) для которого x0 ∈ Dδ и δ = δ*(ε, L). В силу условий (П.5) имеем V(k0, y20) ≤
≤ a2(δ3(ε)) и, следовательно, V(k0, y20) ≤ a1(ε). Покажем, что имеет место неравенство

(П.9)
Предположим противное: V(k, y2(k; k0, х0)) < a1(ε) при k ∈ [k0, k1), но V(k, y2(k; k0, х0)) = a1(ε)

при k = k1. Тогда ∆V(1.1) ≥ 0 при k = k1, что противоречит условию (П.8). Значит неравенство (П.9)

v +
v0 v v0

v0
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справедливо для всех k ≥ k0 и на основании условия V(k, y2) ≥ a1(||y2||) заключаем, что ||y2(k; k0, х0)|| < ε
для всех k ≥ k0, если x0 ∈ Dδ и δ = δ*(ε, L).

II. В рассматриваемом случае предельное соотношение
(П.10)

выполняется равномерно по k0 ≥ 0 и x0 ∈ DΔ (Δ < δ*), если Δ определяет область равномерного
y1-притяжения “частичного” положения равновесия y(k) = 0.

Положим η ∈ (0, Δ); в этом случае η < δ*(ε, L) < (a1(ε)) < ε. В силу условий (П.7), (П.10) при

(a1(η)) ≤ ||y2|| < ε и x0 ∈ DΔ (Δ < δ*) найдется такое целое число T1(η, L) > 0, что для всех k ≥ T1(η, L)
верно неравенство

(П.11)
Следовательно, при k ≥ T1(η, L) имеем

(П.12)

Положим  = max[k0, T1(η, L)] и пусть T2(η) > 0 есть первое целое число, такое, что

Покажем, что на “целочисленном” отрезке [ ,  + T2(η, L)] существует число , для кото-
рого

(П.13)

Допустим противное: V(k, y2(k; k0, х0)) ≥ a1(η) для всех k ∈ ( ,  + T2(η, L)). Тогда на этом

интервале ||y2(k; k0, х0)|| ≥ (a1(η)) и справедливо соотношение (П.11). В результате получаем
противоречивые неравенства

Из условий (П.12), (П.13) заключаем, что V(k, y2(k; k0, х0)) < a1(η) для всех k ≥ . Действитель-
но, допустим противное: V(k, y2(k; k0, х0)) < a1(η) при k ∈[ , k*), но V(k*, y2(k*; k0, х0)) = a1(η).
Тогда ∆V(1.1) ≥ 0 при k = k*, что противоречит условию (П.13). Поэтому неравенство ||y2(k; k0, х0)|| < η
выполняется для всех k ≥  на основании условия V(k, y2) ≥ a1(||y2||). Следовательно, неравенство
||y2(k; k0, х0)|| < η имеет место для любого k ≥ k0 + T(η, L), где T = T1(η, L) + T2(η), если x0 ∈ DΔ
(Δ < δ*).

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  3. Для понимания “механизма” влияния структурной фор-
мы системы (4.1) на возникновение свойства y1/y-детектируемости введем вспомогательные ли-
нейные системы [35, 36]:

(П.14)

(П.15)
определяющие соответственно динамику переменных y1 и y исходной системы (4.1). В системе
(П.14) компоненты вектора μ1 являются линейными комбинациями компонент векторов y2, z, а
в (П.15) компоненты вектора μ2 – линейные комбинации компонент вектора z.

Размерность вспомогательной линейной дискретной системы (П.14) равна l + rank K1, l =
= dim(y1), а размерность системы (П.15) равна l + r + rank K2. Поэтому при выполнении усло-
вия (4.2) размерности систем (П.14) и (П.15) совпадают. Следовательно, асимптотическая y1-устой-
чивость системы (4.1) возможна только в случае, когда имеет место асимптотическая y-устойчи-
вость. Но это значит, что линейная система (4.1) y1/y-детектируема.
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