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Рассматривается задача оптимального управления случайной скачкообразной структурой
объекта в условиях противодействия. Смена состояний структуры объекта наблюдается про-
тивоборствующими сторонами с помощью индикаторов, работающих с ошибками. Критери-
ем оптимальности управлений является некоторый функционал состояния объекта, который
один из противников стремится минимизировать, а другой – максимизировать. Игроки
управляют структурой объекта в смешанных стратегиях, применяя случайным образом управ-
ление. Оптимальные управления находятся в классе детерминированных зависимостей веро-
ятностей управлений от результатов наблюдений, предшествующих текущему моменту. При-
водится пример решения задачи оптимизации управления структурой объекта с двумя состо-
яниями методами теории систем со случайной скачкообразной структурой в игровой
постановке.
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Введение. В работе [1] рассматривалась задача игрового управления случайной скачкообраз-
ной структурой (ССС) [1–8] некоторого динамического объекта в чистых стратегиях.

Структура объекта имеет конечное множество состояний, переходы которых из одного в дру-
гое происходят в случайные моменты времени и управляются двумя противоборствующими сто-
ронами, преследующими строго противоположные цели.

При этом каждый из противников (“игроков”) располагает конечным числом возможных
стратегий (управлений) и руководствуется некоторым своим априорным представлением об
управляемом объекте и информацией, которую он получает от своего индикатора структуры, ре-
гистрирующего с ошибками текущее состояние структуры объекта.

Как показано в [1], задача представляет собой игру с ненулевой суммой и не имеет седловой
точки. Основная причина этого – неодинаковая информированность игроков о состоянии
структуры.

Согласно теореме фон Нейманна–Моргенштерна [9, 10], переход от управления в чистых
стратегиях к управлению в смешанных стратегиях приводит к появлению седловой точки игры в
задачах с полной информацией о состоянии управляемого объекта.

В задачах с неполной информацией при различной информированности игроков о состоянии
объекта седловой точки игры в общем случае не должно быть. Однако следует ожидать опреде-
ленного сближения верхней и нижней цены игры при переходе от управления в чистых страте-
гиях к управлению в смешанных стратегиях.

В статье рассматривается задача построения информационно-управляющих алгоритмов про-
тивников (“игроков”), состоящая в нахождении оптимальных вероятностей случайных управле-
ний в текущий момент времени k в классе детерминированных зависимостей от показаний ин-
дикаторов структуры на отрезке времени от начального момента до текущего k.

Для решения задачи используются теория систем ССС [1–4], теория игр [5, 7, 9–15], теория
стохастического динамического программирования [16, 17] на основе метода динамического

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 19-08-00502а, 19-08-00487).
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программирования Беллмана [18], байесовская обработка информации [1–4, 9, 16, 17] и марков-
ские математические модели [1–4, 9, 16, 17, 19]. Применение этих методов позволяет построить
алгоритмы, сочетающие точность решения с простотой реализации. Их достоинствами являют-
ся: обратная связь управляющих сигналов с состоянием объекта, комплексирование априорной
и апостериорной информации о состоянии объекта и рекуррентная форма алгоритмов, не требу-
ющая запоминания всей совокупности наблюдений на отрезке времени, предшествующих теку-
щему моменту. Это особенно важно для систем с ограниченной памятью цифровых вычисли-
тельных систем (ЦВС), в бортовых ЦВС систем навигации и наведения летательных аппаратов
[4, 20].

1. Постановка задачи. Дано: рассматривается объект ССС, управляемый двумя игроками – A
и B, преследующими строго противоположные цели. Структура  описывается управляемой

марковской цепью с конечным числом возможных состояний , где k – текущий момент
времени: .

Априорная и текущая информированности игроков о состоянии структуры неодинаковы:

(1.1)

(1.2)

где ,  – вероятности переходов структуры из состояния  в состояние  при фиксиро-
ванных управлениях: Θk – игрока A,  – игрока ; ,  – начальные вероятности со-

стояний структуры; ,  – вероятности переходов индикаторов структуры, описывамых
управляемыми условными марковскими цепями, из состояния  в состояние  – для игрока A
и из  в  – для игрока B при фиксированных , , .

Другими словами, индикаторы структуры регистрируют с ошибками состояния структуры
, обладают некоторой инерционностью (зависимость от , ) и зависят от управлений  .

Зависимость  от  означает, что игрок B может управлять характеристикой индикатора
своего противника, осуществляя, таким образом, информационное противодействие игроку A.
Аналогичный смысл имеет зависимость  от Θk.

Игроки управляют структурой объекта в смешанных стратегиях, применяя случайным обра-

зом управление ,  с вероятностями  и , , с вероятностями
.

Показатели качества игры JA и JB аналогичны для обеих игроков. Разница между ними состоит
в использовании различной информации, которую каждый из противников получает от своего
индикатора структуры:  для игрока A и  для игрока :

(1.3)

(1.4)

где  – заданная текущая функция потерь. При этом

(1.5)

(1.6)
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Здесь функции ,  являются вероятностями
состояний структур для игроков А и В; ,  и  – символы соответственно математического
ожидания, вероятности и равенства по определению.

Критерии оптимальности управлений игроков отражают диаметральную противоположность
их интересов и описывается формулами

(1.7)

(1.8)

т.е. игрок A выбирает оптимальную стратегию на отрезке , добиваясь минимума показате-
ля качества  и предполагая, что его противник будет придерживаться стратегии, максимизи-
рующей этот показатель. Противоположным образом действует игрок , который максимизирует
показатель качества  в расчете на стратегию игрока A, минимизирующего этот показатель.

Требуется найти: алгоритмы оптимального управления структурой для обоих игроков в виде
детерминированных зависимостей вероятностей ,  от показателей индикаторов структуры

, .

2. Алгоритм игрокa A. 2.1. Р е г у л я т о р  с т р у к т у р ы. Найдем уравнения регулятора струк-
туры (блока управления), связывающие оптимальные вероятности управлений с вероятностью
состояния структуры.

С учетом спекцифики поставленной задачи применим метод динамического программирова-
ния Р. Беллмана, обобщенный и модифицированный для синтеза оптимальных управлений с
обратной связью по состоянию объекта в стохастических системах [1, 2, 4, 16, 17].

Введем понятие “функция оставшихся потерь” , которую определим формулами

(2.1)

(2.2)

Представив  в виде суммы двух слагаемых  и оставшейся части суммы из (2.1), (2.2),
получаем

(2.3)
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(2.5)

Здесь  – апостериорная вероятность состояния струк-
туры.

Так как в силу марковских свойств вероятность  не зависит от , , то
формула (2.5) принимает вид
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Оптимизируем функцию оставшихся потерь  по минимаксному критерию:

(2.7)

Так как  в (2.7) от ,  не зависит, а

,

то из (2.7) следует рекуррентное уравнение для :

(2.8)

Пара минимаксных смешанных стратегий, согласно (2.8), определяется формулой

(2.9)

где  – оптимальная стратегия игрока A, а  – предполагаемая игроком  оптимальная страте-
гия игрока , основанные на показаниях индикатора структуры , принадлежащего игроку A.

Рекуррентные уравнения (2.8), (2.9) описывают алгоритм регулятора структуры игрока A. Вы-
ходными сигналами регулятора являются стратегии ,  – вероятности управлений иг-
роков , , а входным сигналом – апостериорная вероятность состояния структуры , ко-
торая определяется классификатором структуры.

2.2. К л а с с и ф и к а т о р  с т р у к т у р ы. Апостериорная вероятность состояния структуры
, согласно формуле Байеса, обобщенной на класс систем ССС [1–4], и формуле полной ве-

роятности, определяется рекуррентными уравнениями

(2.10)

В целом, оптимальный минимаксный информационно-управляющий алгоритм игрока  опи-
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лятора (2.8), (2.9) решаются в “обратном” времени  при начальных условиях

, а уравнения классификатора (2.10) – в прямом времени  при начальных
условиях  (двухточечная краевая задача (ДКЗ)).

При этом оптимальные стратегии определяются как функции апостериорных вероятностей

состояния структуры: ,  и запоминаются в ЦВМ. Таким образом, мы имеем
закон управления с обратной связью по состоянию структуры. Для того, чтобы воспользоваться
им, необходим второй этап – нахождение апостериорной вероятности . Эта вероятность
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находится в результате решения уравнений (2.10) в процессе управления структурой sk. При этом

в качестве управляющих воздействий используются запомненные функции , .
3. Алгоритм игрокa B. Аналогичный информационно-управляющий максиминный алгоритм

игрока  описывается уравнениями (2.8)–(2.10), в которых производятся следующие замены:

; индекс  индекс B; ; , , где

 – оптимальная стратегия B, а  – предполагаемая игроком  оптимальная стратегия
его противника A, основанная на показаниях индикатора структуры , принадлежащего игро-
ку .

Алгоритм имеет следующий вид.
3.1. Р е г у л я т о р  с т р у к т у р ы.

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

где

3.2. К л а с с и ф и к а т о р  с т р у к т у р ы.

(3.7)

(3.8)

(3.9)

4. Пример. Рассмотрим задачу оптимизации управления ССС объекта с двумя состояниями в
смешанных стратегиях как частный случай общей постановки задачи из разд. 1.

Дано.
1. Матрицы вероятностей переходов:  – из состояния  в состояние  и  – из со-

стояния  в состояние :

(4.1)
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k k kp s β ( )k

A
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где

Индекс k у квадратных скобок у (4.1) означает, что все элементы матриц Qk и Gk зависят от k.

2. Игрок A случайным образом с вероятностью  применяет управление , а игрок  с
вероятностью  применяет управление :

3. Стратегии игроков основываются на показаниях индикаторов структуры соответственно
 и , которые описываются условно-марковскими цепями, заданными вероятностями пере-

ходов , , ; ; ; ; sk = 1, 2.
4. Критерии оптимальности управлений игроков:

(4.2)

где , ;

(4.3)

(4.4)

Здесь JA, JB – показатели качества;  – текущая функция потерь;  – символ Кронекера:

Требуется найти: оптимальные алгоритмы управления противников в виде детерминирован-
ных зависимостей вероятностей ,  от показателей индикаторов структуры , .

Решение
Регулятор структуры игрока . Из (2.2), (2.8), (2.10), (4.3), (4.4) следует

(4.5)

где

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

здесь ,  – неопределенные коэффициенты.
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Из (2.5), (2.7), (4.5), (4.9) вытекает

(4.10)

Пара минимаксных смешанных стратегий  определяется формулой (2.9). Подставив

 в (2.6), (4.5), (4.10) получаем

откуда, учитывая, что , следует

(4.11)

Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях  в левой и правой частях уравне-
ния (4.11) и обозначив

(4.12)

получаем рекуррентные уравнения для , :

(4.13)

Согласно (2.11), (4.5), (4.9), (4.12), пара  определяется формулой

(4.14)

Так как ,  и  не зависят от , , то из (4.12), (4.14) следует

(4.15)

где

(4.16)

Из теории игр известно, что для парной матричной игры 2 × 2 в смешанных стратегиях опти-

мальная пара  определяется формулами [15]
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где

(4.18)

+ − − − − − − − −ψ + ψ − α β + α β +�

�1 1 1 1 1 1 1 1 1* ˆ ˆ= (1) = {[1 ( , )] (1) ( , ) (2)} .A A A A A A A A
k k k k k k k k k k k k k kJ p m q p g p m

− −α β1 1*( , )A
k k

− −α β1 1*( , )A
k k

− − − − − − − − − − −

− − − − − − − −

ψ + − α β + α β +

+ ψ − α β + α β +
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

* *ˆ ˆ ˆ(1) = [1 ( , )] (1) ( , ) (2)

* *ˆ ˆ{[1 ( , )] (1) ( , ) (2)} ,

A A A A A A
k k k k k k k k k k k

A A A A A
k k k k k k k k k k

p m q p g p

q p g p m

− −−1 1ˆ ˆ(2) = 1 (1)A A
k kp p

− − − − − −

− − − − − − −

ψ + + ψ − α β −

− α β + α β +
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

*ˆ (1) = (1 ){[1 ( , )

* *ˆ( , )] (1) ( , )} .

A A A
k k k k k k k

A A A A
k k k k k k k k

p m q

g p g m

−1ˆ (1)A
kp

− − − − − − − − −α β − α β − α β�1 1 1 1 1 1 1 1 1* * *( , ) 1 ( , ) ( , ),A A A A
k k k k k k k k kh q g

ψA
k

A
km

− − − − − − − −ψ α β + ψ + α β
− ψ ≡…

1 1 1 1 1 1 1 1* *= ( , )(1 ), = ( , ),

= , 1, ,1; 0.

A A A A A A A
k k k k k k k k k k

A
n

h m m g

k n n

− −α β1 1*( , )A
k k

− −

− −

− − +α β

− − − − − − −α β

α β ⋅ + ⋅

+ ψ α β + α β +

�

1 1

1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

* *( , ) = arg min max[ ( ) ( )] =

ˆ= arg min max{(1 )[ ( , ) (1) ( , )] }.
k k

k k

A A A
k k k k

A A A
k k k k k k k k k

W J

h p g m

ψA
k

A
km −1ˆ (1)A

kp −α 1k −β 1k

− −

− −

− − − − − − − − − −α β

− − −α β

α β − α β + α β

α β
1 1

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

* ˆ ˆ( , ) = arg min max[ ( , ) (1) ( , ) (2)] =

= arg min max ( , ), = 1, ,
k k

k k

A A A
k k k k k k k k k k

k k k

q p g p

l k n

− − − − −⋅ − ⋅ + ⋅�1 1 1 1 1ˆ ˆ( ) ( ) (1) ( ) (2).A A
k k k k kl q p g p

− −α β1 1*( , )A
k k

− −

− − − −

− −
α β

α − α β − β

# #

1 1
1 1

2 1 2 1
1 1 1 1

(1|2,2) (1|2,1) (1|2,2) (1|1,2)* = , = ,

* *= 1 ; = 1 ; = 1, ,

A

A A

A A A A
k k k k

k kA A
k k

k k k k

p p p p

p p

k n

− − − −

+ − −
− +

�
#

1 1 1 1

(1|1,1) (1|2,2) (1|1,2) (1|2,1),

ˆ ˆ(1| , ) = (1 ) (1) (2), , = 1,2.

A A A A A
k k k k k

A ij A ij A
k k k k k

p p p p p

p i j q p g p i j



ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 5  2022

ИГРОВОЕ УПРАВЛЕНИЕ 21

Цена игры  и критерий оптимальности находятся по формулам

(4.19)

Классификатор структуры игрока A. Согласно (2.8), (2.10), (2.12), рекуррентные уравнения
классификатора структуры принимают вид

(4.20)

В целом, информационный-управляющий алгоритм игрока A в смешанных стратегиях опи-

сывается замкнутой системой рекуррентных уравнений (4.17)–(4.20) относительно  в

“прямом времени” , где  – оптимальная минимаксная стратегия игрока A, а  –
предполагаемая игроком A оптимальная максиминная стратегия игрока , основанные на пока-
заниях индикатора структуры, принадлежащего игроку А.

Регулятор структуры и классификатор структуры игрока . Согласно (3.1)–(3.9) и по анало-
гии с (4.17)–(4.20) уравнения регулятора и классификатора для игрока  принимают вид

где

(4.21)

(4.22)
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Информационно-управляющий алгоритм игрока  в смешанных стратегиях описывается за-

мкнутой системой рекуррентных уравнений (4.21), (4.22) относительно  в “прямом вре-
мени” , где  – оптимальная максиминная стратегия игрока B, а  – предпола-
гаемая игроком B оптимальная минимаксная стратегия игрока A, основанные на показаниях 
индикатора структуры, принадлежащего игроку B.

Заключение. Каждый из игровых информационно-управляющих алгоритмов противобор-
ствующих сторон состоит из двух взаимосвязанных блоков: регулятора структуры и классифика-
тора структуры.

Несмотря на то, что задача решается в смешанных стратегиях, она является, в отличие от
классического варианта [9, 11–15], игрой с ненулевой суммой и не имеет седловой точки вслед-
ствие различной информированности игроков о результатах игры, так как каждый из игроков
основывает свою оптимальную стратегию на данных своего индикатора структуры, показания
которых в общем случае не совпадают .
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