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Задача разработки математического обеспечения управления техническим состоянием слож-
ных технических систем по их фактическому состоянию становится все более актуальной.
Построенная вероятностная модель сложной технической системы позволит осуществлять
замены или ремонты элементов в оптимальные моменты времени, обеспечивающие макси-
мизацию вероятности безотказной работы систем при минимуме экономических затрат.

DOI: 10.31857/S0002338822060129

Введение. Для определения срока службы сложной системы по фактическому техническому
состоянию, а не по нормируемым межремонтным срокам необходимо построить вероятностную
модель этой системы. Это позволит осуществлять замены или ремонты элементов сложной тех-
нической системы в соответствии с максимально возможным сроком службы, обеспечивающим
заданную вероятность безотказной работы.

1. Постановка задачи. В качестве показателя надежности сложной технической системы возь-
мем коэффициент оперативной готовности. Он характеризует способность элемента системы
быть готовым к эксплуатации в произвольный момент времени и проработать после этого еще
определенное время с заданной вероятностью безотказной работы.

Коэффициент оперативной готовности представим вероятностью p(x, t) того, что в момент t
элемент будет в работоспособном состоянии и после момента t элемент проработает время x [1–4].
Назовем обозначенное выше время x интервалом безотказности. За единицу времени примем
интервал, в течение которого сложная техническая система испытывает единичную нагрузку.

Обозначим через Т1 среднюю длительность планового предупредительного ремонта или заме-
ны, а через Т2 – среднюю длительность внепланового аварийного ремонта или замены. Пусть
G(t) – функция распределения интервалов времени между плановыми заменами или ремонтами,
т.е. заменами или ремонтами, происходящими по определенному графику.

Будем считать отказом сложной технической системы момент времени, при котором вероят-
ность безотказной работы системы достигает своего установленного предельного значения, на-
пример 0.95 или 0.98.

Допустим, что F(t) – функция распределения интервалов времени между внеплановыми за-
менами или ремонтами, т.е. заменами или ремонтами, возникающими при обнаружении отказа;
H(t) – математическое ожидание числа отказов за время от 0 до t. Функция H(t) дифференциру-
ема.

2. Решение задачи максимизации показателя надежности. Сложная техническая система функ-
ционирует долгий период. Следовательно, коэффициент оперативной готовности p(x, t) можно
рассмотреть при t  [5]. Обозначим
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В этом случае задача максимизации выбранного показателя надежности p(x, t) сводится к вы-
бору такого закона распределения G(t), при котором вероятность p(x) принимает максимальное
значение, так как можно произвольно варьировать интервалами времени между плановыми за-
менами или ремонтами. Назовем профилактикой ремонт или замену работоспособного элемен-
та.

Так как вероятность p(x, t) характеризует событие, состоящие в том, что в момент времени t
элемент находится в рабочем состоянии и он безотказно проработает интервал длительностью x
(т.е. вероятность безотказной работы системы к моменту t + x не достигнет своего установленно-
го предельного значения), то это событие является суммой двух следующих событий [6] в тече-
ние интервала времени:

в интервале (0, t) не планируется проведение профилактик, а в интервале (0, t + x) элемент не
отказал;

в момент ξ (0 ≤ ξ ≤ t) окончилось восстановление системы (внеплановый аварийный ремонт
либо плановая предупредительная профилактика), а далее в оставшемся интервале (ξ, t) не пла-
нируется проведение плановой предупредительной профилактики и в интервале (ξ, t + x) не про-
изошло ни одного отказа этого элемента [1, 2, 7, 8].

Вероятность первого события:

(2.2)

Вероятность второго события выразим через интеграл Лебега–Стилтьеса:

(2.3)

В силу несовместности этих событий коэффициент оперативной готовности запишем следу-
ющим образом:

(2.4)

Обозначим

(2.5)

Чтобы в выражении (2.4) перейти к пределу при t , воспользуемся узловой теоремой вос-
становления: поскольку Q(t) – неотрицательная, невозрастающая функция, определенная при
всех t и Q(t) < , то

(2.6)

где μ – математическое ожидание интервала между заменами (ремонтами) элемента (либо после
отказа, либо после выработанного расчетного ресурса), т.е. математическое ожидание времени
между двумя соседними моментами замен (ремонта) элемента [9]. Переходя в выражении (2.4) к
пределу при  и учитывая, что первое слагаемое стремится к нулю, получим

(2.7)

Интервал между моментами обновления системы состоит из двух частей: интервала от мо-
мента окончания предыдущего обновления до момента начала восстановительных работ, кото-
рый равен min(θ, η), где θ – случайное время безотказной работы системы, η – случайная вели-
чина, определяющая момент последующей предупредительной профилактики. Поэтому μ нахо-
дится по формуле полного математического ожидания:
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После подстановки выражения из правой части (2.8), в уравнение (2.7) получим

(2.9)

Так как числитель и знаменатель выражения из правой части (2.9) представлены интегралами, то
математические преобразования для упрощения громоздких выкладок проведем отдельно для
числителя и знаменателя, а потом соберем вместе.

Интегрируем по частям числитель в уравнении (2.9):

(2.10)

Тогда последнее выражение в равенствах (2.10), а следовательно, числитель в выражении (2.9)
преобразуются к виду

(2.11)

Интегрируем по частям знаменатель выражения, стоящего в правой части (2.9):

(2.12)

Подставив  из (2.11) в (2.12), получим (2.13) в следующем виде:

(2.13)

Подставляя числитель из (2.11) и знаменатель из (2.13) в (2.9), получим выражение для p(x):

(2.14)
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где ω(t, x) определяется из (2.11).
Обозначим:

(2.15)

Тогда выражение для p(x) из (2.14) представляется как

(2.16)

Правая часть уравнения (2.16) является дробно-линейным функционалом относительно G(t).
Для достижения поставленной цели требуется обеспечить максимум вероятности p(x) за счет

выбора G(t). Это задача чрезвычайно сложна, однако ее можно свести к задаче нахождения экс-
тремума функции одного аргумента. Если предположить, что элемент будет ремонтироваться че-
рез постоянное время τ, тогда G(t) можно представить в виде ступенчатого распределения:

(2.17)

Исследования, проведенные в [10], показали, что распределение (2.17) в виде функции Хеви-
сайда обеспечивает максимум дробно-линейного функционала (2.16). Учитывая (2.17), получим
выражение (2.18):

(2.18)

Продифференцируем выражение (2.18) по τ:

(2.19)
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а также тем, что

(2.21)

Для поиска экстремума функции  приравняем выражение в фигурных скобках из (2.19)
к 0 и, применяя (2.20) и (2.21), получим

(2.22)

После упрощений (2.22) найдем, что
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Дальнейшие упрощения (2.23) приводят к следующему результату:
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Преобразуем уравнение (2.24):
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При некоторых допущениях (2.27) можно упростить, например, если считать, что интервал
безотказности x намного меньше среднего времени безотказной работы элемента, что чаще всего
и бывает на практике, т.е.

где T0 – среднее время безотказной работы элемента, которое можно вычислить по формуле

Тогда на основании теоремы Лагранжа о среднем в дифференциальном исчислении

В этом случае (2.19) преобразуется к виду

(2.27)

Дифференцируя (2.28) по τ и приравнивая полученный результат к нулю, получаем уравне-
ние, которое является необходимым условием экстремума функции p(x, τ) с учетом введенного
допущения:

(2.28)

При T1 < T2 и λ'(t) > 0 уравнение (2.29), в силу монотонного возрастания функции, стоящей в
правой части этого уравнения, имеет единственный корень τ0 – величину оптимального значе-
ния интервала предупредительных замен (ремонта). По истечении интервала τ0 элемент должен
быть обязательно заменен (отремонтирован).

Если задать еще одно часто выполняемое на практике допущение Т1λ(τ)x ≪ 1, то (2.29) запи-
шем как

(2.29)

Уравнение (2.30) можно привести к виду уравнения Трулава [1]:

(2.30)

3. Решение интегродифференциального уравнения. Решением уравнения (2.29) является опти-
мальный интервал замен или ремонтов элементов τ0, который обеспечивает экстремум функции
(2.25) и, следовательно, максимум функционала (2.27). Таким образом, если произвести замену
или ремонт элемента сложной технической системы через интервал времени τ0, то будет обеспе-
чен максимум вероятности безотказной работы данного элемента от этого момента времени в те-
чение предупредительного интервала x. Решение интегродифференциального уравнения (2.29) в
аналитическим виде не представляется возможным. Следовательно, необходимо применение
численных методов.

Для нахождения величины оптимального значения интервала предупредительной замены
(ремонта) необходимо решить интегродифференциальное уравнение (2.29). Оно может быть ре-
шено с помощью различных численных методов, одним из которых является графический ме-
тод, основанный на построении графиков функции и определении точек их пересечения. Дан-
ный метод весьма приближенный и имеет невысокую точность.
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Для численного решения уравнения (2.29) необходимо выбрать оптимальный метод вычисле-
ния интегралов, входящих в это уравнение. Поставим в соответствие интегралу в правой части
(2.29) квадратурную формулу:

(2.31)

где s – фиксированный аргумент, pk – весовые коэффициенты квадратурной формулы.
Проведенный анализ показал, что для (2.30) оптимальным будет вычисление интеграла в пра-

вой части уравнения методом Симпсона. Суть метода заключается в приближении подынте-
гральной функции на отрезке [a, b] интерполяционным многочленом второй степени :

(2.32)

где  

(2.33)

– значения функции в соответствующих точках: на концах отрезка и в его середине.
Таким образом решение интегродифференциального уравнения (2.30) производится с ис-

пользованием метода Симпсона. С помощью представленного алгоритма проведены расчеты
оптимальных интервалов предупредительных замен (ремонтов) элементов целого ряда эксплуа-
тируемых в настоящее время сложных технических систем [11].

Заключение. В настоящее время наблюдается устойчивая тенденция перехода от стратегии
управления техническим состоянием сложных технических систем на основе нормируемых
межремонтных сроков к стратегии управления по фактическому техническому состоянию, при
применении которой решается задача оптимального управления по критерию “надежность–за-
траты” [12–14]. В результате решения полученного интегродифференциального уравнения
(2.30) с помощью численного метода находится величина оптимального значения интервала
предупредительной замены (ремонта) для каждого элемента системы. Построенная вероятност-
ная модель сложной технической системы позволит осуществлять замены или ремонты элемен-
тов в оптимальные моменты времени, обеспечивающие максимизацию вероятности безотказ-
ной работы сооружений при минимуме экономических затрат.
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