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В рамках вычислительных экспериментов на многопродуктовой сетевой модели изучаются
функциональные возможности телекоммуникационной системы по обеспечении связи для
заданных пар узлов-корреспондентов. Анализируются две стратегии распределения про-
пускной способности и различные правила маршрутизации. При реализации первой страте-
гии осуществляется поиск распределения ресурсов, при котором межузловые потоки равны
друг другу. Вторая стратегия предполагает получение недискриминирующего распределения
ресурсов сети между всеми корреспондентами. При использовании каждой стратегии срав-
ниваются различные правила маршрутизации. Оценка минимальных удельных затрат произ-
водится при передаче каждого вида потока по кратчайшим маршрутам с минимальным чис-
лом ребер. При поиске различных путей соединения предварительно определяется макси-
мальный однопродуктовый поток для данной пары и маршруты прокладываются по всем
ребрам соответствующего минимального разреза. Вычислительные эксперименты проводи-
лись для различных сетей с одинаковым набором узлов-корреспондентов.
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Введение. В рамках многопродуктовой сетевой модели рассматриваются различные стратегии
распределения ресурсов и правила построения маршрутов передачи. Оценки функциональных
возможностей сети опираются на вектор совместно допустимых межузловых потоков. Под ре-
сурсом для некоторой пары узлов-корреспондентов понимается суммарная величина пропуск-
ных способностей, необходимых для обеспечения связи данного вида. Сумма соответствующих
реберных потоков трактуется как нагрузка, возникающая при передаче заданного межузлового
потока. Изучаются две стратегии распределения пропускной способности. При реализации пер-
вой осуществляется поиск распределения, при котором межузловые потоки равны друг другу.
Вторая предполагает поиск недискриминирующего распределения ресурсов сети между всеми
корреспондентами при равных нагрузках. В ходе выполнения вычислительных экспериментов
на каждой текущей итерации часть имеющегося ресурса распределяется строго поровну между
всеми парами источник-сток при условии, что для них существует путь соединения. Для оценки
минимальных удельных затрат для передачи каждого вида потока выбираются кратчайшие
маршруты с минимальным числом ребер. Для определения затрат ресурсов при соединении кор-
респондентов по различным путям для каждой пары узлов вычисляется максимальный однопро-
дуктовый поток. Маршруты передачи потоков каждого вида прокладываются по ребрам соответ-
ствующих минимальных разрезов и подсчитываются допустимые нагрузки. Эксперименты прово-
дились для дальнейшего изучения функциональных характеристик, допустимых распределений
ресурсов и межузловых потоков в многопользовательских сетях связи [1, 2].

В настоящее время для создания, развития и эксплуатации систем связи используются пото-
ковые модели и специальные методы решения [3]. Математические модели передачи многопро-
дуктового потока применяются для поиска недискриминирующих правил распределения ресур-
сов в многопользовательских системах связи [4]. На основе формализма многокритериальной
оптимизации создаются методы анализа сетевых систем с учетом вектора требований всех рав-
ноправных и невзаимозаменяемых пользователей [5]. В рамках методологии исследования опе-
раций и теории игр рассматриваются справедливые правила распределения потоков и ресурсов:
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решается задача на максимин и/или находятся гарантированные оценки [6–9]. В русле указан-
ных работ лежат алгоритмические схемы получения уравнительных распределений межузловых
потоков и выравнивания нагрузок, которые приведены в разд. 3 и 4. В разд. 5 обсуждаются ре-
зультаты экспериментов и сравниваются достижимые межузловые потоки при маршрутизации
по кратчайшим путям и результирующие распределения при расщепленной SPLIT-маршрутиза-
ции [10–15]. Для решения оптимизационных многопродуктовых сетевых задач предлагаются
специально разработанные алгоритмы [16–18]. В работе используется метод возможных направ-
лений с полиномиальной оценкой вычислительных затрат [19–21].

1. Математическая модель. Для описания многопользовательской сетевой системы связи вос-
пользуемся следующей математической записью модели передачи многопродуктового потока.
Сеть  задается множествами : узлов (вершин) сети ; неориен-
тированных ребер ; ориентированных дуг ; пар узлов-
корреспондентов . Предполагается, что в сети отсутствуют петли и сдвоенные
ребра.

Ребро  соединяет концевые вершины , . Каждому ребру  ставятся в соответствие
две ориентированные дуги ,  из множества U. Дуги  определяют прямое и обратное
направления передачи потока по ребру  между концевыми вершинами , . Каждой паре уз-
лов-корреспондентов  из множества  ставится в соответствие: вершина-источник с номером

, из  входной поток m-го вида поступает в сеть; вершина-приемник с номером , из  поток
m-го вида покидает сеть. Множество пар-корреспондентов  разбивается на два непересекаю-
щихся подмножества: смежных узлов-корреспондентов , расположенных в концевых вер-
шинах ребра , , и  – несмежных пар, для которых кратчайший маршрут соедине-
ния содержит более одного ребра:

Далее изучается распределение ресурсов для пар-корреспондентов из множества .
В многопользовательской сети  рассматривается  независимых, невзаимоза-

меняемых и равноправных межузловых потоков различных видов. Обозначим через  величину
межузлового потока -го вида, поступающего в сеть из узла с номером  и покидающего сеть из
узла с номером ; ,  – поток -го вида по дугам  и , согласно направлению пере-
дачи, , , , ;  – множество номеров исходящих дуг, по ним
поток покидает узел ;  – множество номеров входящих дуг, по ним поток поступает в узел

. Состав множеств ,  однозначно формируется в ходе выполнения следующей проце-
дуры. Пусть некоторое ребро  соединяет вершины с номерами  и j, такими, что . То-
гда ориентированная дуга , направленная из вершины  в , считается исходящей из
вершины  и ее номер k заносится в множество , а дуга , направленная из  в , – вхо-
дящей для  и ее номер  помещается в список . Дуга  является входящей для  и ее
номер k попадает в , а дуга  – исходящей и номер  вносится в список исходящих дуг

.

Во всех узлах сети , , для каждого вида потока должны выполняться условия со-
хранения потоков:

(1.1)

Величина  равна входному межузловому потоку -го вида, проходящему от источника к при-
емнику пары  при распределении потоков  по дугам сети.

Каждому ребру  приписывается неотрицательное число , определяющее суммарный
предельно допустимый поток, который можно передать по ребру  в обоих направлениях. В ис-
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ходной сети компоненты вектора пропускных способностей  – наперед за-
данные положительные числа . Вектор  задает следующие ограничения на сумму потоков
всех видов, передаваемые по ребру  одновременно:

(1.2)

В рамках данной модели пропускная способность ребер сети измеряется в условных единицах
потока и трактуется как ресурсное ограничение. Сумма дуговых потоков (1.2) рассматривается
как требование на предоставление ресурсов сети – пропускной способности ребер, необходимой
при передаче межузловых потоков по данному ребру.

Для , , удовлетворяющих условиям (1.1), (1.2), вычисляются суммарные потоки по реб-
рам сети:

(1.3)

Суммарный реберный поток  характеризует нагрузку на сеть при передаче межузлового по-
тока величины  из узла-источника  в узел-приемник . Величина  показывает, какая сум-
марная пропускная способность сети потребуется для передачи межузлового потока . В рамках
модели отношение реберных и межузловых потоков

можно трактовать как удельные затраты ресурсов сети при передаче единичного потока m-го ви-
да между узлами  и  при соответствующих дуговых потоках .

Ограничения (1.1), (1.2) задают множество допустимых значений компонент вектора межуз-
ловых потоков :

(1.4)
Допустимые распределения реберных потоков принадлежат подмножеству

(1.5)
2. Маршрутизация межузловых потоков по кратчайшем путям. В рамках первой группы экспе-

риментов проводится оценка минимальных удельных затрат. Для получения допустимых рас-
пределений межузловых потоков, передаваемых одновременно по кратчайшим маршрутам, ис-
пользуется следующая процедура. Выполнение каждой итерации разбивается на несколько этапов.
На предварительном этапе шага  при заданных текущих значениях пропускной способности

 для каждой пары несмежных узлов-корреспондентов  определяется максимально
допустимый однопродуктовый поток , который можно передать по кратчайшему маршруту

, состоящему из минимального числа ребер  [22]. Маршрут  задается списком но-
меров ребер: .

При поиске максимально допустимого потока  на ребрах минимального маршрута 
определяются дуговые потоки: , , , , и результирую-
щая реберная нагрузка:

Вычисляются коэффициенты нормировки:

Коэффициенты  используются для поиска равных нагрузок при передаче совместно допу-
стимых дуговых потоков одновременно между всеми парами .
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Задача 1. Найти 

при условиях  .

На основании  (решения задачи 1) для несмежных пар определяются совместно допусти-
мые дуговые потоки:

Полученные значения запоминаются и используются в дальнейшем при вычислении текущих и
финальных распределений. Подсчитываются текущие реберные нагрузки:

поскольку по определению

Таким образом определенная часть ресурса (пропускной способности сети) делится строго
поровну между всеми корреспондентами, для которых существует маршрут передачи в сети 
при текущих значениях , . Вычисляется остаточная пропускная способность ребер:

и формируется сеть .

Если в сети  при поиске максимальных потоков окажется, что  для всех
, то происходит останов. Формируются массивы финальных данных , , где

нижний индекс y указывает на распределение финальных нагрузок . Элементы множества

численно равны ресурсам сети (пропускной способности) для передачи межузловых потоков:

из массива . Значения остаточной пропускной способности  для всех
 заносятся в массив .

Описанная стратегия названа SRMF-процедурой от английского short – route – max – flow
(получение максимально возможного потока , передаваемого по кратчайшему пути).

Для анализа функциональных возможностей сети в ходе выполнения второй серии экспери-
ментов изучается уравнительное распределение межузловых потоков при передаче по кратчай-
шим маршрутам. При проведении экспериментов с помощью SRMF-процедуры на предвари-
тельном этапе каждой итерации  при заданных значениях пропускных способностей  опре-
деляется максимальный поток , который можно передать по кратчайшему маршруту .

Для каждой пары  вычисляются нормирующие коэффициенты:

Коэффициенты  используются далее для поиска текущих совместно допустимых квот на пе-
редачу межузловых потоков одновременно между всеми парами .
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Задача 2. Найти 

при условиях , .

На основании α*(t) (решения задачи 2) для каждого  находятся совместно допусти-
мые дуговые потоки:

Полученные значения фиксируются и подсчитывается остаточная пропускная способность ре-
бер в сети :

Если на шаге  при поиске максимального потока на предварительном этапе в сети
 все  для всех , то происходит останов и формируются массивы фи-

нальных значений , , , где индекс z указывает на распределение межузловых по-
токов . Элементы массива  – значения остаточной пропускной способности

 для всех ; элементы  – межузловые потоки

элементы  – реберные нагрузки

3. Маршрутизация межузловых потоков через минимальные разрезы. Третья серия эксперимен-
тов проводилась для оценки затрат ресурсов при передаче каждого межузлового потока одновре-
менно по нескольким маршрутам. Для формирования различных маршрутов передачи исполь-
зовались решения стандартной задачи поиска максимального однопродуктового потока и мини-
мального разреза [19] для каждой пары узлов-корреспондентов. При реализации процедуры
выполнение каждого шага разбивается на несколько этапов. На предварительном этапе шага t в
сети  при заданных значениях пропускной способности ребер  для каждой пары узлов-
корреспондентов  определяется максимально допустимый однопродуктовый поток

, соответствующие дуговые потоки  , и суммарная реберная на-
грузка

Для каждой пары  вычисляются коэффициенты нормировки:

Коэффициенты  используются далее для поиска совместно допустимых дуговых потоков
для всех .

Задача 3. Найти 

при условиях  .
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С помощью  (решения задачи 3) для каждого  находятся текущие допустимые
значения дуговых потоков:

и реберных нагрузок при одновременной передаче межузловых потоков:

Таким образом на каждом шаге определенная часть имеющегося ресурса (пропускной способ-
ности) делится строго поровну между всеми корреспондентами, для которых существует путь пе-
редачи в G(t).

Вычисляется остаточная пропускная способность ребер в сети :

Если на предварительном этапе шага  окажется, что все  для вех ,
то по аналогии с разд. 2 формируются массивы:  финальных значений остаточной про-
пускной способности

 финальных значений реберной нагрузки

численно равные ресурсам сети, необходимым для передачи межузловых потоков:

Финальные значения  образуют массив .
Описанная стратегия названа MFMC-процедурой от английского max – flow – min – cut (по-

лучение максимально возможного потока , передаваемого по всем возможным путям, прохо-
дящим через минимальный разрез).

Четвертая серия экспериментов проводилась с помощью MFMC-стратегии для оценки функ-
циональных возможностей системы при передаче межузловых потоков по нескольким маршру-
там. На предварительном этапе шага t в сети  при заданных значениях пропускной способно-
сти ребер  для каждой пары узлов-корреспондентов  определяется максимально до-
пустимый однопродуктовый поток , соответствующие дуговые потоки 

, и коэффициенты нормировки

Коэффициенты  используются для поиска текущих совместно допустимых квот на передачу
потоков одновременно между всеми парами .

Задача 4. Найти 

при условиях  .

На основании α*(t) (решения задачи 4) вычисляются совместно допустимые дуговые потоки:
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и остаточная пропускная способность ребер в сети :

Если на предварительном этапе шага (t + 1) окажется, что  для всех , то
происходит останов и формируются массивы финальных данных. По аналогии с разд. 2 значения
остаточных пропускных способностей  для всех  помещаются в массив

. Найденные значения межузловых потоков

заносятся в массив  и подсчитываются

– ресурсы сети (пропускные способности ребер), необходимые для передачи межузловых пото-
ков . Значения  формируют массив .

4. Вычислительный эксперимент. Вычислительные эксперименты проводились на моделях се-
тевых систем, представленных на рис. 1 (слева – базовая сеть, справа – кольцевая). В каждой се-
ти имеется 69 узлов. Пропускные способности ребер dk выбираются случайным образом из от-
резка [900, 999] и совпадают для ребер, присутствующих в обеих сетях. В кольцевой сети про-
пускная способность каждого из добавленных ребер равна 900.

Далее на диаграммах и в табл. 1 для обозначения элементов массивов  введена запись y*;
 –  (поскольку значения межузловых потоков подсчитывается с учетом распределения
);  – ;  – ;  – ;  – ;  – ;  – .
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Рис. 1. Базовая и кольцевая сети
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Таблица 1

Сеть Базовая Кольцевая

Значения SRMF-стратегия MFMC-стратегия SRMF-стратегия MFMC-стратегия

Медиан z* z(y*) z** z(y**) z* z(y*) z** z(y**)
потоков 1.2 1.2 1 1.1 1.8 1.7 1.4 1.4
Медиан y(z*) y* y(z**) y** y(z*) y* y(z**) y**
нагрузок 11.2 9.9 11.1 10.8 12.9 13.2 12.5 12.6
Удельные y(z*)/z* y*/z(y*) y(z**)/z** y**/z(y**) y(z*)/z y*/z(y*) y(z**)/z** y**/z(y**)
значения 9.3 8.3 10.8 9.8 7.2 7.8 8.9 9.0



ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 6  2022

АНАЛИЗ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ НАГРУЗКИ И МЕЖУЗЛОВЫХ ПОТОКОВ 119

На рис. 2, 3 представлены финальные значения межузловых потоков и соответствующих на-
грузок, полученных в результате выполнения SRMF- и MFMC-процедур, для базовой сети. Зна-
чения финальных потоков и нагрузок упорядочиваются от большего к меньшему (по невозрас-
танию). По горизонтальной оси указываются относительные порядковые номера корреспонден-
тов в упорядоченных последовательностях:

где  – число элементов в подмножестве .
Диаграммы на рис. 3 свидетельствуют, что нагрузку для 80% несмежных пар корреспондентов

удается распределить почти равномерно при использовании как SRMF-, так и MFMC-страте-
гии. Аналогичная зависимость наблюдается и на рис. 2 для потоков.

На всех диаграммах слева для 20% пар корреспондентов наблюдаются нарушения уравни-
тельного распределения. Дело в том, что при выполнении как SRMF-, так и MFMC-процедуры
после 30-й итерации пропускная способность многих ребер становится равной нулю, текущая

− −
−

π ∈( ) = для всех ( ),m
mm p P R

M

− −= | ( )|M P R −( )P R

Рис. 2. Маршрутизация межузловых потоков в базовой сети по кратчайшим путям и через минимальные раз-
резы
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Рис. 3. Межузловые нагрузки при маршрутизации межузловых потоков в базовой сети по кратчайшим путям и
через минимальные разрезы
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сеть  распадается на несколько связных компонент. Вследствие этого для многих пар макси-
мальный поток оказывается равным нулю, а остаточная пропускная способность распределяет-
ся между оставшимися корреспондентами. При уравнительном распределении остаточной про-
пускной способности среди небольшого числа пар результирующие финальные значения пото-
ков и нагрузок резко возрастают.

Из сравнения диаграмм на рис. 2 для межузловых потоков следует, что медианные значения
для SRMF-процедуры практически совпадают, как и для MFMC-стратегии. При этом медиан-
ные значения потоков для SRMF-процедуры превосходят медианные значения для MFMC-
стратегии. Таким образом распределение по кратчайшим путям позволяет достичь бóльших зна-
чений межузловых потоков для бóльшего числа пар. MFMC-стратегия при передаче каждого
межузлового потока использует бóльшее число путей и требует бóльших удельных затрат про-
пускной способности.

Последнее иллюстрируют диаграммы распределения нагрузок (рис. 3). В рамках модели вели-
чины нагрузок численно равны суммарным значениям пропускных способностей на всех марш-
рутах передачи каждого межузлового потока. Результирующие затраты ресурсов больше для
MFMC-стратегии и распределении межузловых потоков по всем ребрам минимальных разрезов.

В таблице собраны значения медиан нагрузок и межузловых потоков при различных страте-
гиях маршрутизации. Для базовой сети и SRMF-стратегии достигнутые значения потоков ока-
зываются чуть выше, чем для MFMC-стратегии, а удельные затраты – меньше для кратчайших
маршрутов передачи. Удельные затраты выше при передаче межузловых потоков по большему
числу путей. Для кольцевой сети из таблицы следует, что увеличение пропускной способности и
структурной связности в центральной части сети позволяет увеличить медианные значения меж-
узловых потоков и снизить удельные затраты ресурсов при передаче. Предлагаемые методы поз-
воляют оценить соответствующие изменения функциональных характеристик при смене марш-
рутизации.

На рис. 4 указана загрузка ребер сети  после выполнения 41 итерации как SRMF-, так и
MFMC-процедуры. Тонкими линиями изображены ребра, остаточная пропускная способность
которых не превышает 3% от исходной: . Жирными линиями изображены реб-
ра с остаточной пропускной способностью более 70% от исходной: . Таким об-
разом узким местом сети при одновременной передаче всех потоков для всех пар  яв-
ляются все ребра центральной части сети.

На рис. 5, 6 представлены результаты расчетов для кольцевой сети. Из диаграмм рис. 5, 6 сле-
дует, что использование SRMF-стратегии не позволяет получить распределения межузловых по-
токов и нагрузок, соответствующих уравнительному правилу. Ступенчатые диаграммы с боль-
шим шагом показывают, что уже на начальных итерациях происходит разрыв сети на отдельные
компоненты и для значительного числа пар в сетях  не существует путей передачи потока.

Заключение. Изучались распределения межузловых потоков разных видов. Предполагалось,
что все пары корреспондентов равноправны, соответствующие потоки невзаимозаменяемы, а
требования пользователей неизвестны. В условиях указанной неопределенности проводилась
оценка характеристической величины допустимого потока, одинакового для всех пар корре-
спондентов. В ходе экспериментов для определения оценок характеристических величин
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Рис. 4. Загрузка базовой и кольцевой сетей
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анализировались финальные значения потоков при последовательном уравнительном предель-
ном распределении ресурсов. На каждом шаге при выполнении вычислительной процедуры
остаточный ресурс распределялся строго поровну между парами-корреспондентов. В рамках мо-
дели пропускные способности ребер рассматривались как вектор ресурсов различных типов, ко-
торые распределяются между корреспондентами при передаче потоков различных видов. Полу-
ченные значения медиан распределений как потоков, так и пропускных способностей можно
интерпретировать как представительные оценки функциональных возможностей сети в услови-
ях неопределенности и однородности корреспондентов. Все межузловые потоки, не превышаю-
щие медианных значений, можно передать в сети одновременно. Для последних наблюдается
небольшой разброс при разных правилах маршрутизации. Финальные потоки при предельных
распределениях для 80% пар практически равны медианным, хотя средние показатели сильно
отличаются. Для 20% пар финальные значения при предельных распределениях на порядок, а
для 2% пар – на два порядка превышают медианные значения. Выделенная группа привилегиро-
ванных пользователей и большая остаточная пропускная способность на ребрах, ведущих к вися-
чих вершинам, указывают на возможное несоответствие структуры сети эффективному исполь-
зованию ресурсов при передаче однородных межузловых потоков в стационарном режиме.

Рис. 5. Маршрутизация межузловых потоков в кольцевой сети по кратчайшим путям и через минимальные раз-
резы
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Рис. 6. Межузловые нагрузки при маршрутизации межузловых потоков в кольцевой сети по кратчайшим путям
и через минимальные разрезы
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МАЛАШЕНКО, НАЗАРОВА

Полученные медианы являются представительной оценкой распределений с равными значе-
ниями потоков в условиях неопределенности. В рамках модели указанные медианы можно трак-
товать как нормативные характеристики при работе сети в стационарном режиме при однород-
ных нагрузках в заданном диапазоне. Анализ всех промежуточных результатов экспериментов
позволяет априори предложить рекомендации по рандомизации маршрутов передачи для всех
корреспондентов.
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