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Рассматриваются задачи принятия решений с большим числом альтернатив. Предлагается
предварительно сузить исходное множество альтернатив, исключив заведомо худшие вари-
анты. С этой целью проводится декомпозиция исходной задачи на уровни предпочтения ма-
жоритарного графа. Уровни графа, содержащие наименее предпочтительные альтернативы,
удаляются. Разработан алгоритм построения агрегированного полного квазипорядка для
упорядочения множества наилучших альтернатив. Уровни предпочтения мажоритарного
графа используются для ранжирования альтернатив с помощью Гамильтоновых путей в ор-
графе. Предлагается алгоритм нахождения Гамильтоновых путей в орграфе методом возведе-
ния в степень матрицы смежности. Представлена прикладная задача упорядочения моделей
дронов с помощью алгоритма построения полного квазипорядка.
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Введение. Рассматривается задача проведения декомпозиции множества альтернатив с после-
дующим упорядочиванием подмножества наиболее предпочтительных вариантов. При решении
задач с большим числом альтернатив возникает необходимость использовать полиномиальные
алгоритмы, так как современные вычислительные средства не в состоянии решать алгоритмы
класса NP (non-deterministic polynomial) за приемлемое время [1]. Но многие переборные алго-
ритмы обладают преимуществом перед полиномиальными, обеспечивая наибольшую степень
согласованности агрегированного отношения с профилем исходных предпочтений (экспертов
или по критериям качества). Задачи с большим числом альтернатив возникают, в частности, при
выборе наиболее успешных проектов или предприятий с целью инвестирования каким-либо
венчурным фондом. В этом случае целесообразно предварительно отбросить заведомо худшие
варианты и работать далее с подмножеством наиболее предпочтительных альтернатив.

Практически все алгоритмы группового выбора требуют от экспертов ранжирования альтер-
натив, что невозможно осуществить при большом количестве вариантов. Алгоритмы, предло-
женные в статье, основываются на профиле исходных предпочтений, содержащем произволь-
ные бинарные отношения. Ранжирования альтернатив не требуется, достаточно попарно срав-
нить хорошо известные экспертам варианты. При необходимости ЛПР (лицо, принимающее
решения) может дополнить информацию, но уже только на множестве наилучших альтернатив.

Статья является продолжением работы [2], в которой предложен алгоритм разбиения орграфа
на уровни предпочтения. Уровни предпочтения позволяют провести декомпозицию первона-
чальной задачи и исключить из рассмотрения заведомо худшие альтернативы, тем самым умень-
шить время работы алгоритма и сделать возможным использование даже алгоритмов класса NP.

Одним из наиболее математически обоснованных алгоритмов класса NP является построение
медианы Кемени [3] – ранжирования альтернатив, минимально удаленные от экспертных пред-
почтений. Согласованность предпочтений измеряется расстоянием Хэмминга между матрицами
смежности соответствующих им орграфов. Ж.-А. Кондорсе еще в XVIII в. предложил выбирать в
качестве группового решения ранжирование альтернатив, соответствующее максимальному
числу отданных за него голосов экспертов [4]. Такому ранжированию удовлетворял Гамильтонов
путь максимальной длины в нагруженном голосами экспертов орграфе. Эту же идею использует
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и М. Шульце [5], предложивший метод выбора победителя в голосовании, который в настоящее
время часто применяется. Алгоритмы нахождения Гамильтоновых путей [6] и построения меди-
аны Кемени являются переборными и, следовательно, могут быть применены только для очень
небольшого числа альтернатив.

Предлагаемая в статье процедура нахождения подмножества наиболее предпочтительных
альтернатив имеет полиномиальную сложность. Она базируется на предварительном построе-
нии мажоритарного графа. В [7] показано, что отношение, имеющее минимальное суммарное
расстояние до исходных предпочтений, находится по правилу большинства, т.е. соответствует
мажоритарному графу. Алгоритм построения мажоритарного графа имеет вычислительную
сложность  от числа экспертов m и альтернатив . И хотя мажоритарный граф может быть
нетранзитивным, содержать противоречивые контуры [8, 9], именно его целесообразно выби-
рать в качестве основы для декомпозиции исходной задачи. Разбиение мажоритарного графа на
уровни предпочтения дает возможность в дальнейшем работать только с наилучшими альтерна-
тивами, но при необходимости можно ранжировать альтернативы каждого уровня предпочте-
ния.

В статье для ранжирования наиболее предпочтительных альтернатив разработан алгоритм по-
строения агрегированного полного квазипорядка (нестрогого ранжирования), который включа-
ет в себя участие ЛПР для получения дополнительной информации о предпочтениях альтерна-
тив.

Строгий линейный порядок (строгое ранжирование) предлагается получить с помощью Га-
мильтоновых путей максимальной длины [10, 11]. Длина пути соответствует суммарному числу
голосов экспертов по всем дугам пути. В статье разработан алгоритм нахождения Гамильтоновых
путей в компоненте сильной связности орграфа методом возведения в степень матрицы смежно-
сти. Алгоритм базируется на изложенной в [11] процедуре нахождения Гамильтоновых циклов в
неориентированном графе. Также предлагается алгоритм нахождения Гамильтоновых путей в
исходном орграфе на основе путей, построенных на уровнях предпочтения мажоритарного гра-
фа. В этом случае сложность алгоритма нахождения Гамильтонова пути совпадает со сложно-
стью нахождения Гамильтонова пути в компоненте сильной связности орграфа, имеющей наи-
большее число вершин.

1. Постановка задачи. Задано множество альтернатив , причем число альтер-
натив достаточно велико. Профиль исходных предпочтений (экспертов или по критериям каче-
ства) – бинарные отношения  на множестве A: упорядоченная пара альтернатив из 

, где , если элемент  не более предпочтителен, чем элемент1 aj. Требуется най-
ти строгое или нестрогое ранжирование  наилучших альтернатив  по предпочтительно-
сти.

Под строгим ранжированием будем понимать отношение строгого порядка (антирефлексив-
ное и транзитивное), при котором все альтернативы попарно сравнимы. Под нестрогим ранжи-
рованием – отношение полного квазипорядка (рефлексивное и транзитивное).

Из постановки задачи следует, что ее решение разбивается на две части:

1) выделение подмножества наилучших альтернатив ;

2) ранжирование альтернатив из подмножества .
Решение первой части задачи сводится к приведенному авторами алгоритму разбиения мажо-

ритарного графа на уровни предпочтения [2]. Наилучшие альтернативы будут находиться на ну-
левом уровне предпочтения. Для получения нестрогого и строгого ранжирования альтернатив
разработаны два метода:

1) достроение отношения до полного квазипорядка;
2) нахождение Гамильтоновых путей максимальной длины.

Алгоритм в [2] позволяет выделить подмножество наилучших альтернатив . Опишем
его.

1 Отношения  ( ) можно выбрать и по-другому:  ⇔ элемент ai не менее предпочтителен, чем эле-
мент aj, но стандартные процедуры выбора наилучших альтернатив (ядро, доминирующее подмножество и т.п.)
удобнее реализовывать для отношения «менее предпочтителен».

2( )O mn n

{ }= …1 2,  , , nA a a a

ρ ρ … ρ1 2,  , , m A
∈ ρ, i j ta a = …1, ,t m ia

ρt = …1, ,t m ∈ ρ, i j ta a
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Произвольному бинарному отношению , заданному на множестве , поста-
вим в соответствие орграф  с множеством вершин A и множеством дуг . Множество
дуг – это множество упорядоченных пар  , входящих в отношение .

Матрица смежности орграфа  определяется как квадратная матрица порядка n с эле-
ментами:

Таким образом, профиль исходных предпочтений  будем задавать матрицами
смежности  соответствующих орграфов.

Проведем декомпозиции исходной задачи на уровни предпочтения мажоритарного графа. На
первом этапе построим мажоритарный граф , классический [7] или дополнительно
нагруженный весами (голосами экспертов) на дугах [8, 9]. Процедура нахождения мажоритарно-
го графа (правило большинства) сводится к суммированию матриц смежности  ис-
ходных предпочтений. Таким образом вычислительная сложность алгоритма будет  где

 – число экспертов, n – число альтернатив. На втором этапе декомпозиции разобьем мажори-
тарный граф на уровни предпочтения, воспользовавшись алгоритмом, приведенным в [2].

Опишем суть алгоритма разбиения на уровни предпочтения произвольного орграфа 
с множеством вершин   и множеством дуг , хотя в рассматриваемых в
статье задачах будем использовать мажоритарный граф .

Для орграфа  построим граф конденсации  с множеством вершин-компо-
нент сильной связности графа : , дуга  тогда и только тогда, когда су-
ществует хотя бы одна дуга в графе G, исходящая из вершины компоненты сильной связности 
и заходящая в вершину компоненты сильной связности .

Граф конденсации по построению не имеет контуров, следовательно, его можно разбить на
уровни, используя алгоритм Демукрона [10] (в разных работах может различаться последова-
тельность уровней, но суть определения и алгоритма не меняется). Обозначим уровни графа
конденсации .

О п р е д е л е н и е  1. Уровнями предпочтения графа  назовем множества вершин
, такие, что уровню Pi принадлежат вершины компонент сильной связности уровня 

графа  ( ).
Из определения 1 следуют основные этапы разбиения произвольного графа  на уров-

ни предпочтения.
А л г о р и т м  1. Разбиение орграфа  на уровни предпочтения.
1. Найдем компоненты сильной связности  орграфа .
2. Построим для орграфа  граф конденсации .
3. Воспользовавшись алгоритмом Демукрона, разобьем граф  на уровни

.
4. Вершины уровней предпочтения  являются вершинами соответствующих компо-

нент сильной связности уровней  графа .
5. Восстановим дуги орграфа .
В [2] предложен и обоснован более простой алгоритм разбиения орграфа на уровни предпо-

чтения.
Отношение  на  разобьем на симметричную Symρ и асимметричную Asρ ча-

сти. К Symρ относятся все такие пары, для которых выполняется следующее условие: 
и  одновременно  ∈ A). Асимметричная часть:  (если , то

). Обозначим через Trρ транзитивное замыкание отношения  – наименьшее тран-
зитивное отношение, содержащее .

ρ { }= …1 2,  , , nA a a a
=  ρ, G A ρ

 , i ja a ( )∈, i ja a A ρ
= || ||ijR r

 ∈ ρ= 


1,  если дуга ,  ;
0 в противном случае.

i j
ij
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r
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А л г о р и т м  2. Разбиение орграфа  на уровни предпочтения.

1. Строим орграф  отношения .

2. Разбиваем орграф  на уровни, используя алгоритм Демукрона.
3. Восстанавливаем дуги исходного орграфа .

Полученные в п. 2 уровни будем сразу обозначать , поскольку они содержат верши-
ны уровней предпочтения исходного орграфа .

П р и м е р  1. Выбор наилучших моделей дронов для наблюдения за возникновением пожаров. Раз-
биение мажоритарного графа на уровни предпочтения. В МЧС было принято решение закупить
дроны для наблюдения за возникновением лесных пожаров. По стоимости и дальности полета
было отобрано 12 моделей . Затем пять экспертов провели попарное сравнение
моделей, в результате чего были получены отношения  и соответствующие им мат-
рицы .

По данному профилю экспертных предпочтений на множестве A был построен нагруженный
мажоритарный граф [9]. Используя алгоритм 2, разобьем мажоритарный граф на уровни предпо-
чтения.

Матрица смежности мажоритарного графа  имеет следующий вид:

Определим матрицу смежности , воспользовавшись формулой

или модифицированным алгоритмом Уоршалла [6]:

=  ρ, G A

( )=  ρ , AsG A As Tr ( )ρAs Tr

=  ρ ,  ( )AsG A As Tr
=  ρ, G A

…0 1,  , ,  sP P P
=  ρ, G A

{ }= …1 2 12,  , ,A a a a
ρ ρ ρ ρ ρ1 2 3 4 5,  ,  ,  , 

1 2 3 4 5, ,  ,  ,R R R R R

Σ Σ=  ρ , G A

Σ
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0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

.
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

.
0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1
0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1
0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1
0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1
0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1
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Вычислим матрицу  по определению асимметричной части отношения: заменим на
нули в матрице  симметричные относительно главной диагонали единицы (вместе с диаго-
налью). Затем, используя алгоритм Демукрона, разобьем орграф асимметричной части с матри-
цей смежности  на уровни:

Согласно алгоритму Демукрона, суммируем элементы строк и записываем сумму в первый
столбец матрицы итераций L. Соответствующие нулям первого столбца L альтернативы принад-
лежат нулевому уровню: . Обнуляем столбцы с соответствующими номера-
ми альтернатив (обводим 1 – ). И опять суммируем элементы строк, считая  нулями. Записы-
ваем сумму во второй столбец матрицы итераций L, а элементы уровня  помечаем звездочкой.
Соответствующие нулям второго столбца L альтернативы принадлежат первому уровню предпо-

чтения: . Обнулив третий и девятый столбцы (обводим 1 – ), получим .
Следовательно, все оставшиеся альтернативы принадлежат второму уровню предпочтения (см.
третий столбец L): .

Расположим вершины-альтернативы по уровням предпочтения и восстановим все дуги ор-
графа  (рис. 1).

Проведение декомпозиции задачи с помощью разбиения множества альтернатив на уровни
предпочтения позволяет удалить из рассмотрения наименее предпочтительные альтернативы,
расположенные на уровнях  и , оставив наилучшие альтернативы уровня : подмножество

.
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На дугах нагруженного мажоритарного графа проставлены веса – разность числа экспертов,
предпочитающих одну альтернативу другой. Они понадобятся в следующем разделе для упоря-
дочения наилучших альтернатив подмножества .

2. Достроение произвольного отношения до полного квазипорядка. Для упорядочения наилуч-
ших альтернатив  уровня  будем использовать процедуру непротиворечивого агрегирования
отношений [9]. В качестве агрегированного будем строить отношение квазипорядка (рефлек-
сивное и транзитивное отношение). Алгоритм нахождения отношения квазипорядка основыва-
ется на предварительном построении нагруженного мажоритарного графа, который может со-
держать дуги из симметричной и асимметричной частей отношения. Дуги из симметричной ча-
сти указывают на равноценность соответствующих альтернатив.

Для нахождения агрегированного квазипорядка  предварительно разрушим противоречивые
контуры мажоритарного графа , если они есть. Контур отношения  будем считать
противоречивым, если в нем хотя бы одна пара  принадлежит асимметричной части отно-
шения:  . Отношение  называется противоречивым, если оно содержит
противоречивый контур. Таким образом, агрегированное отношение не должно содержать кон-
туров, в которых не все элементы равноценны. Отсутствие таких контуров – необходимое усло-
вие для осуществления однозначного непустого выбора наилучших альтернатив. Этому условию
удовлетворяет отношение квазипорядка.

А л г о р и т м  3. Построение отношения , не содержащего противоречивых контуров по .
1. Проверяем граф  на наличие противоречивых контуров. Если таких контуров

нет, то граф  без весов на дугах и есть искомый граф  и . Если проти-
воречивые контуры есть, переходим к п. 2.

2. Из графа  удаляем все дуги  , которые принадлежат како-
му-либо противоречивому контуру и имеют наименьший вес. Переходим к п. 1.

A

A 0P

ρ̂
Σ Σ=  ρ , G A Σρ

 , i ja a

Σ∈ ρ, i ja a As ( )∈, i ja a A ρ

ρ Σρ

Σ Σ=  ρ , G A
Σ Σ=  ρ , G A =  ρ, G A ρ = ρΣ

Σ Σ=  ρ , G A  ∈ ρΣ, i ja a As ∈( ,  )i ja a A

Рис. 1. Уровни предпочтения мажоритарного графа
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Искомое агрегированное отношение предпочтения  должно быть квазипорядком. Найдем 
по формуле: , где e – тождественное отношение. Матрица смежности  отношения 
согласно формуле, имеет вид

.

Работа данного алгоритма основывается на нахождении отношения , содержащего конту-
ры отношения . Матрицу смежности  графа отношения , содержащего все контуры отно-
шения , вычислим по формуле:

где  – матрица смежности отношения , T – транспонирование матрицы.
При реализации алгоритма для построения отношения , не содержащего противоречивых

контуров, можно выделить только дуги противоречивых контуров из . Матрица
. Заметим, что для произвольного отношения q с матрицей смежности

Q матрицы смежности отношений  и  находятся соответственно следующим образом:

Таким образом, для построения агрегированного квазипорядка на множестве наилучших аль-
тернатив необходимо:

1) разрушить противоречивые контуры уровня ;

2) построить агрегированный квазипорядок по формуле .
Отношение квазипорядка допускает наличие несравнимых альтернатив, что не позволит най-

ти ранжирование всех альтернатив. При необходимости квазипорядок можно достроить до пол-
ного.

Отношение квазипорядка  на , при котором все элементы из  сравнимы
между собой, называется полным квазипорядком. По определению полный квазипорядок явля-
ется нестрогим ранжированием элементов множества .

Приведем определение и утверждения, которые необходимы для построения полного квази-
порядка. Отношение квазипорядка q порождает разбиение множества , на котором он задан, на
классы эквивалентности.

О п р е д е л е н и е  2. Классом эквивалентности , порожденным элементом  относи-
тельно квазипорядка q, называется подмножество , состоящее из всех тех элементов , для
которых одновременно выполняется  и .

Таким образом, классы эквивалентности отношения квазипорядка состоят из равноценных
альтернатив. Следующее утверждение позволит легко найти классы эквивалентности произ-
вольного квазипорядка q, заданного на множестве . Рассмотрим симметричную

часть квазипорядка  и матрицу смежности  соответствующего
этому отношению орграфа.

У т в е р ж д е н и е  1. Для любого класса эквивалентности , порожденного ква-
зипорядком q на , номера элементов этого класса полностью совпадают с единицами хотя бы
одной из строк матрицы смежности , т.е. в  существует  j-я строка, такая, что

 для всех .

Для доказательства утверждения 1 нам потребуется лемма.
Л е м м а. Всякое отношение квазипорядка q на A порождает разбиение множества A =

=  на классы эквивалентности относительно этого отношения.
Доказательства утверждения 1 и леммы приведены в Приложении.
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А л г о р и т м  4. Достроение квазипорядка до полного.

1. Находим классы эквивалентности в отношении квазипорядка (утверждение 1).

2. Упорядочиваем несравнимые классы эквивалентности произвольным образом. При этом
достаточно сравнить любые два элемента из разных классов, а затем взять транзитивное замыка-
ние полученного отношения.

При практической реализации алгоритма упорядочение классов эквивалентности осуществ-
ляется в диалоговом режиме с ЛПР. Непротиворечивость введенной ЛПР информации обеспе-
чивается взятием транзитивного замыкания текущего отношения после каждого проведенного
ЛПР сравнения альтернатив.

На последнем этапе ранжирования альтернатив уровня  опять разбиваем построенный пол-
ный квазипорядок на уровни предпочтения. Получаем нестрогое ранжирование альтернатив.
В случае необходимости ЛПР может попарно сравнить альтернативы и на других уровнях пред-
почтения орграфа агрегированного отношения, например для исключения из рассмотрения худ-
ших альтернатив.

П р и м е р  2. Нестрогое ранжирование моделей дронов. Построение полного квазипорядка для
подмножества наилучших альтернатив. Найдем агрегированный квазипорядок  на множестве
наилучших альтернатив  уровня P0 из примера 1. Для удобства составления матриц доба-

вим альтернативам верхний индекс – номер по порядку: , ,

 Подграф уровня P0 изображен на рис. 2.

Легко видеть, что все дуги принадлежат противоречивым контурам. Разрушим эти контуры,
удалив дуги наименьшего веса из . Очевидно, что придется удалить две дуги: весом 1 –

 и весом 4 –  (на рис. 2 зачеркнуты крестиком). Матрица смежности полученного
подграфа без противоречивых контуров имеет вид

Матрицу смежности агрегированного квазипорядка найдем по формуле . В дан-
ном примере матрица  легко записывается по рис. 2. По определению транзитивного за-
мыкания отношения, если существует путь из вершины  в , то элемент матрицs  с ин-
дексами (ij) равен единице. Добавив единицы на диагонали, окончательно получим:
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Рис. 2. Подграф уровня P0
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Вычислим матрицу , по которой легко определим классы эквивалентности:

Найдем классы эквивалентности, используя утверждение 1. Каждая строка матрицы 
определяет класс эквивалентности: , . Упорядочим эти
классы. Необходимо сравнить элементы  и ,  и  из классов с несравнимыми элементами.
Для пар альтернатив ЛПР задается вопрос, является ли одна из альтернатив предпочтительнее
другой, или они равноценны (достаточно из каждого класса эквивалентности взять по одному
любому элементу)? Введенная ЛПР информация не может быть противоречивой, так как на каж-
дом шаге опроса берется транзитивное замыкание текущего отношения. Пусть в данном приме-
ре ЛПР ответило, что альтернатива  менее предпочтительна, чем . Так как  менее предпо-
чтительна, чем , по транзитивности получим, что  менее предпочтительна, чем , и все
классы, а значит, и все альтернативы сравнимы между собой. Матрица смежности полного ква-
зипорядка имеет вид

По упорядочению элементов из различных классов делаем вывод, что классы эквивалентно-
сти, начиная с наилучшего, упорядочены следующим образом: . В общем случае
порядок классов эквивалентности можно установить разбиением орграфа на уровни предпочте-
ния, классы эквивалентности в отношении квазипорядка соответствуют компонентам сильной
связанности. На рис. 3 изображен орграф полного квазипорядка с вершинами, расположенными
по уровням предпочтения.
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Полученное разбиение задает нестрогое ранжирование альтернатив (полный квазипорядок )
на множестве наилучших альтернатив  уровня P0:

Наилучшей является модель дрона  ( ).
3. Строгое ранжирование альтернатив с помощью Гамильтоновых путей максимальной длины в

орграфе. Рассмотрим алгоритмы нахождения агрегированного строгого ранжирования альтерна-
тив, соответствующего Гамильтонову пути в нагруженном мажоритарном графе. Напомним, что
Гамильтоновым называется путь, проходящий через все вершины графа, причем ровно по одно-
му разу. В качестве искомого ранжирования выбирают последовательность альтернатив, соот-
ветствующую Гамильтонову пути с заданными характеристиками: максимальная длина или наи-
большая сила [4, 5]. Максимальная длина пути отождествляется с максимальным числом голо-
сов экспертов, отданным за соответствующее вершинам пути ранжирование альтернатив,
наибольшая сила – наибольшая по сравнению со всеми Гамильтоновыми путями в данном ор-
графе минимальная длина дуги пути.

Алгоритмы нахождения Гамильтоновых путей принадлежат классу сложности NP и обычно
применяются только для графов с небольшим числом вершин. Уменьшим вычислительную
сложность данной задачи, предварительно проведя декомпозицию мажоритарного графа на
уровни предпочтения. В этом случае сложность алгоритма будет равна сложности выбранной
процедуры поиска Гамильтоновых путей для компоненты сильной связанности с наибольшим
числом вершин.

Как и в разд. 1, опишем алгоритм в общем случае для произвольного орграфа , хотя
для упорядочения альтернатив будем использовать мажоритарный граф .

Пусть для орграфа  с множеством вершин  построен граф конденса-
ции . Используя алгоритм Демукрона, разобьем его на уровни . Справедли-
во следующее утверждение.

У т в е р ж д е н и е  2. Если в графе конденсации  одному уровню принадлежат не-
сколько вершин, то орграф  не содержит Гамильтоновых путей.

Доказательство утверждения 2 приведено в Приложении.
С л е д с т в и е  1. Если орграф содержит Гамильтонов путь, то все уровни разбиения его графа

конденсации содержат ровно по одной вершине. (Соответственно каждый из уровней предпо-
чтения орграфа  содержит вершины одной компоненты сильной связанности.)

Доказательство непосредственно следует из утверждения 2.
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Рис. 3. Уровни предпочтения полного квазипорядка
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Будем считать, что компонента сильной связности с одной вершиной содержит Гамильтонов
путь длиной 0. Для простоты описания алгоритма переобозначим номера компонент сильной
связности: полагаем, что вершины компоненты Si совпадают с вершинами уровня предпочтения
Pi, . Тогда справедливо утверждение.

У т в е р ж д е н и е  3. В Гамильтоновом пути орграфа вершины любой компоненты сильной
связности стоят последовательно. Другими словами, в Гамильтоновом пути орграфа не суще-
ствует двух вершин из одной компоненты сильной связности, между которыми стоят вершины
из других компонент сильной связности.

С л е д с т в и е  2. Если хотя бы одна компонента сильной связности орграфа не содержит Га-
мильтоновых путей, то и сам орграф не содержит Гамильтоновых путей.

Доказательства утверждения 3 и следствия 2 приведены в приложении.
Следующий пример показывает, что в сильно связанном орграфе может не быть Гамильтоно-

вых путей.
П р и м е р  3. Сильно связный орграф, не содержащий Гамильтоновых путей. Легко убедиться,

что орграф, изображенный на рис. 4, сильно связный и не содержит Гамильтоновых путей. В ор-
графе есть пути длиной 5, но они не являются Гамильтоновыми.

Пусть для орграфа  построены уровни предпочтения , и пусть каждому
уровню принадлежит ровно одна компонента сильной связности орграфа, причем компонента

 принадлежит уровню . Каждая компонента сильной связности  содержит Га-
мильтоновы пути.

А л г о р и т м  5. Построение Гамильтоновых путей орграфа  по Гамильтоновым путям
компонент сильной связности .

1. Разобьем орграф  на уровни предпочтения . Если на каждом уровне все
вершины принадлежат только одной компоненте сильной связности, переходим к п. 2, иначе в
орграфе  Гамильтоновых путей нет.

2. Для каждой компоненты сильной связности  найдем Гамильтоновы пути. Если
в какой-то компоненте Гамильтоновых путей нет, то и орграф  Гамильтоновых путей не
содержит. Иначе переходим к п. 3.

3. Последовательно соединяем Гамильтоновы пути уровней предпочтения . Из по-
следней вершины Гамильтонова пути уровня  должна исходить дуга и заходить в первую вер-
шину Гамильтонова пути уровня  для . Перечислив все возможные варианты, по-
лучим Гамильтоновы пути мажоритарного графа.

Для нахождения Гамильтоновых путей в компонентах сильной связности модифицируем ал-
горитм для нахождения Гамильтоновых циклов [11] в неориентированном графе. Следующее
утверждение необходимо для обоснования алгоритма поиска Гамильтоновых путей.
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Рис. 4. Сильно связный орграф, не содержащий Гамильтоновых путей
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Рассмотрим орграф  отношения q с множеством вершин  и матрицей
смежности Q.

У т в е р ж д е н и е  4. Число путей длиной  из вершины  в  орграфа  с матрицей

смежности  определяет элемент  матрицы .

В этом утверждении при возведении в степень используется обычная алгебраическая опера-
ция умножения матриц. Пусть Q – матрица смежности орграфа .

А л г о р и т м  6. Нахождение Гамильтоновых путей по матрице смежности  орграфа
.

0. Обозначим последовательно вершины  графа буквами  (чтобы не возника-
ли дополнительные трудности с индексами).

Выпишем вспомогательную матрицу  следующим образом: на место единиц в матрице
смежности Q напишем буквы, обозначающие вершины, причем в первом столбце – , во втором –

 и т. д.
1. Положим 

2. Вычислим  и . В матрицах  указаны промежуточные вершины путей
длины . Первая вершина добавляется в начало пути в соответствии со строкой мат-
рицы, а последняя – в соответствии со столбцом;  – преобразование обнуления элементов
матрицы , если они соответствуют путям с повторяющимися вершинами, в частности, конту-
рам. Поскольку все диагональные элементы соответствуют контурам, можно ставить нули еще в
матрицах .

3. Вычислим , где .
……………………………..

(n – 1), , где .
Если элементы матриц состоят из нескольких слагаемых, следовательно, существует несколь-

ко путей.
Обоснование алгоритма 6 приведено в Приложении.
П р и м е р  4. Нахождение Гамильтоновых путей орграфа по Гамильтоновым путям компонент

сильной связности. Найдем Гамильтоновы пути максимальной длины в мажоритарном графе из
примера 1 как на множестве наилучших альтернатив  уровня , так и на множестве всех
вершин A орграфа. Гамильтонов путь максимальной длины уровня  будет определять строгое
ранжирование  на множестве наилучших альтернатив .

Орграф уже разбит на уровни предпочтения , каждый из которых сдержит вершины
одной компоненты сильной связанности:  (рис. 1). Гамильтоновы пу-
ти в компонентах сильной связности  и  легко найти из рис. 1. Компонента  содержит
два Гамильтоновых пути: , компонента  – четыре Гамильтоновых пути:

Найдем Гамильтоновы пути в компоненте сильной связанности , используя алгоритм 5. Бу-
дем придерживаться обозначений этого алгоритма. Выпишем матрицу смежности  орграфа
компоненты  (рис. 1 и 2). Чтобы не мешали индексы, вершины переобозначим следующим об-
разом: , :
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0. Согласно алгоритму, выпишем вспомогательную матрицу H, соответствующую матрице
смежности с обозначением вершин буквами:

1. Положим 

2. Вычислим  и :

Обнулим контуры длиной 2 на диагонали.
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Обнулим контуры длиной 3 на диагонали (можно было сразу поставить нули) и пути с повто-
ряющимися вершинами:

Обнулим пути с повторяющимися вершинами:
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Обнулим пути с повторяющимися вершинами:

Подграф уровня  содержит два Гамильтоновых пути:  и . В обозначе-
ниях мажоритарного графа  и .

Найдем Гамильтоновы пути в мажоритарном графе (рис. 1), соединив пути трех уровней предпо-
чтения. Согласно алгоритму 4, из последней вершины Гамильтонова пути уровня  должна исхо-
дить дуга и заходить в первую вершину Гамильтонова пути уровня , а из последней вершины Га-
мильтонова пути уровня  должна исходить дуга и заходить в первую вершину Гамильтонова пути
уровня . Получим Гамильтоновы пути мажоритарного графа:  и

 и .
Используя веса на дугах мажоритарного графа (рис. 1), выберем путь максимальной длины.

Этому пути будет соответствовать искомое упорядочение альтернатив по предпочтению:
путь  – длина 42,
путь  – длина 45,
путь  – длина 48.

Искомое упорядочение альтернатив соответствует третьему пути длиной 48:

.

Наиболее предпочтительная альтернатива – a11.

В этом примере ту же наилучшую альтернативу дадут и Гамильтоновы пути уровня  путь
 имеет длину 20; а путь  большей длины – 21. Ему соответствует

строгое ранжирование  наилучших альтернатив : .
Итак, существенно сократив перебор при поиске Гамильтоновых путей, удалось уменьшить

сложность алгоритма: вместо поиска путей в мажоритарном графе с 12 вершинами требуется
найти пути максимально с 6 вершинами в компоненте сильной связанности .

Заключение. В задачах принятия решений при получении агрегированного отношения с боль-
шим числом альтернатив целесообразно предварительно провести декомпозицию на уровни
предпочтения орграфа. Это поможет значительно уменьшить вычислительную сложность алго-
ритма и при необходимости для ранжирования альтернатив использовать даже переборные
(«медленные») процедуры принятия решений. По желанию ЛПР можно упорядочить альтерна-
тивы на всех уровнях предпочтения мажоритарного графа. Предложены два метода ранжирова-
ния альтернатив: построение полного квазипорядка и нахождение Гамильтоновых путей макси-
мальной длины.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Доказательство леммы. Пусть q – отношение квазипорядка на A, т.е. рефлексивное и транзи-
тивное. Покажем, что в этом случае  – отношение эквивалентности:

1) рефлексивность  следует из рефлексивности q,

2) симметричность вытекает из определения .
3) транзитивность следует из транзитивности q и очевидных свойств произвольных бинарных

отношений: если  – транзитивные бинарные отношения на A, то ,  – транзитивны
на A.
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Для завершения доказательства заметим, что отношение эквивалентности  на множе-
стве A порождает разбиение множества A на классы эквивалентности, совпадающие с классами
эквивалентности по квазипорядку q. Лемма доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о  у т в е р ж д е н и я  1. Из леммы следует, что нам достаточно найти клас-
сы эквивалентности в отношении  на . Будем искать их по матрице смежности соответ-
ствующего орграфа этого отношения .

Рассмотрим  j-ю строку матрицы . Пусть в ней единицы стоят на  ме-
стах: . Тогда  и по определению класса эквива-
лентности , т.е. одному классу. Если , то  и .
Утверждение 1 доказано.

Д о к а з а т е л ь с т в о  у т в е р ж д е н и я  2. Рассмотрим граф конденсации  с множеством
вершин  – компонент сильной связности орграфа  и уровнями

. Докажем утверждение от противного: предположим, что компоненты сильной
связности  и  принадлежат одному уровню , но в орграф  существует
Гамильтонов путь . Пусть в этом пути из компонент  и  первой встретилась
вершина . Из определения уровней орграфа образы вершин уровня  принадлежат

, следовательно, вершины компонент  и  не могут быть смежными.

Тогда  принадлежит компонентам сильной связности уровней , но не Sj. Ана-
логично и образы вершин Гамильтонова пути  не принадлежат Sj. Таким образом, вер-

шины компоненты  не содержатся в пути , и, следовательно, этот путь
не является Гамильтоновым. Противоречие. Утверждение 2 доказано.

Д о к а з а т е л ь с т в о  у т в е р ж д е н и я  3. Пусть орграф  содержит Гамильтонов
путь. Согласно следствию 1, вершины уровней предпочтения орграфа  совпадают со-
ответственно с вершинами компонент сильной связанности  . В этом случае из опре-
деления уровней предпочтения орграфа следует, что если дуга , а вершины  при-
надлежат разным компонентам сильной связности: , а следовательно, разным
уровням предпочтения ( ), то .

Предположим, что в Гамильтоновом пути орграфа  между двумя вершин  одной
компоненты сильной связности  стоят вершины  из других компонент сильной
связности  соответственно. Получим последовательность дуг фрагмента Гамильтоно-
ва пути между вершинами : . Тогда для индексов компонент
сильной связности  будет выполняться . Полученное про-
тиворечие показывает, что в Гамильтоновом пути орграфа не существует двух вершин из одной
компоненты сильной связности, между которыми стоят вершины из других компонент сильной
связности. Утверждение 3 доказано.

Д о к а з а т е л ь с т в о  с л е д с т в и я  2. По утверждению 3 в Гамильтоновом пути орграфа
вершины любой компоненты сильной связности стоят последовательно. Если это не все верши-
ны одной компоненты сильной связности, то она не имеет Гамильтоновых путей и оставшиеся
вершины из этой компоненты не войдут в Гамильтонов путь орграфа, т.е. орграф также не содер-
жит Гамильтоновых путей. Следствие 2 доказано.

О б о с н о в а н и е  а л г о р и т м а  6. Этапы работы алгоритма основаны на утверждении 4 и
алгоритме нахождения Гамильтоновых циклов в орграфе [11]. Гамильтонов путь по определению
содержит (n – 1) дугу. По утверждению 4 для определения существования пути длиной (n – 1)
нам надо возвести матрицу смежности Q в (n – 1)-ю степень, что и делает данный алгоритм. Для
определения вершин пути изначально в матрице смежности Q ставим на место единиц буквы,
последовательно обозначающие вершины, например, первом столбце – , во втором – , и т.д.
Далее находим итерационно пути длиной  без повторяющихся вершин. Так как мы
ищем Гамильтоновы пути, элементы матриц, соответствующие путям с повторяющимися вер-
шинами, в частности контуры, обнуляются. Алгоритм 6 обоснован.

 Symq

 Symq A
= ||  ||ijSymQ sq

{ }( )∈ …    1, ,SymQ j n …1, , ki i
= … =

1
1, , 1

kji jisq sq   ∈ …  ∈
1

,   , ,  ,  
kj i j ia a Symq a a Symq

… ∈
1
,  , [ ]

ki i j Symqa a a = 0
rjisq  ∉,  

rj ia a Symq ∉ [ ]
ri j Symqa a

G
{ }= …1 2,  , , kA S S S =  ρ, G A

…0 1, , , sN N N
iS jS ( )= …,  0, ,tN t s = ρ, G A

… …
1 2
,  , ,  , , 

d np p p pa a a a iS jS
∈

dp ia S tN
−

=


1

0

t

l
l

N iS jS

dpГa …0 1, , , tN N N

( )+
…

1
, , 

d np pa a

∈j tS N … …
1 2
,  , ,  , , 

d np p p pa a a a

=  ρ, G A
…0 1,  , ,  sP P P

0,S …1, ,  sS S
 ∈ ρ, i ja a , i ja a

∈ ∈,  i r j ta S a S
∈ ∈,  i r j ta P a P >r t

= ρ, G A
1 2
, i ia a

tS …
1 2
, ,  ,   

dj j ja a a
…

1 2
, ,  , 

dt t tS S S
∈

1 2
, i i ta a S    … 

1 1 1 2 2
,  ,  , ,  ,  ,

di j j j j ia a a a a a
…

1 2
, , ,  ,  ,

dt t t t tS S S S S > ≥ ≥ … ≥ >1 2 dt t t t t

a b
( )… −2, 3, , 1n



122

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 1  2023

СМЕРЧИНСКАЯ, ЯШИНА

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Кормен Т., Лейсерзон Ч., Риверст Р., Штайн К. Алгоритмы. Построение и анализ. М.: Вильямс, 2006.
2. Smerchinskaya S.O., Yashina N.P. Preference Levels for Clusters of Alternatives // Intern. J. Modeling, Simula-

tion, and Scientific Computing. 2019. V. 10. Iss. 4. 
https://doi.org/10.1142/S1793962319500193

3. Жуков М.С., Орлов А.И. Задача исследования и итогового ранжирования мнений группы экспертов с
помощью медианы Кемени // Научный журнал КубГАУ. 2016. № 122(08).

4. Мулен Э. Кооперативное принятие решений: Аксиомы и модели. М.: Мир, 1991.
5. Schulze M. A New Monotonic, Clone-independent, Reversal Symmetric, and Condorcet-consistent Single-

winner Election Method // Social Choice and Welfare. 2011. V. 36. P. 267–303.
6. Рейнгольд Э., Нивергельт Ю., Део Н. Комбинаторные алгоритмы. Теория и практика. М.: Мир, 1980.
7. Миркин Б. Г. Проблема группового выбора. М.: Наука, 1974.
8. Нефедов В.Н., Осипова В.А., Смерчинская С.О., Яшина Н.П. Непротиворечивое агрегирование отноше-

ний строгого порядка // Изв. вузов. Математика. 2018. № 5. С. 71–85.
9. Нефедов В.Н., Смерчинская С.О., Яшина Н.П. Непротиворечивое агрегирование отношений квазипо-

рядка // Прикладная дискретная математика. 2019. № 45. С. 113–126.
10. Кофман А. Введение в прикладную комбинаторику. М.: Наука, 1975.
11. Кристофидес Н. Теория графов. Алгоритмический подход. М.: Мир, 1978.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


