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Рассматривается многозвенный маятник, находящийся в потоке среды. На последнем звене
маятника установлено крыло, на котором сосредоточено взаимодействие с потоком. Изуча-
ется динамика этой системы как потенциального рабочего элемента ветроэнергетической
установки колебательного типа. Для разных скоростей потока численно исследуются перио-
дические режимы, возникающие при разном количестве звеньев и различных значениях
внешней нагрузки. Показано, в частности, что максимальная мощность, которая может быть
получена с помощью 2-звенного маятника, в широком диапазоне скоростей потока больше,
чем с помощью маятников с числом звеньев больше двух. В то же время маятники с большим
количеством звеньев позволяют получать заметную мощность в более широком интервале
значений нагрузки, чем двухзвенный.

DOI: 10.31857/S0002338823020087, EDN: JEFVCC

Введение. Маятники, состоящие из нескольких звеньев, могут рассматриваться как модели
элементов различных технических систем (например, шагающих роботов, систем гашения коле-
баний, ветроэнергетических установок и т.п.). Это обуславливает интерес к ним как с точки зре-
ния управления и стабилизации, так и с точки зрения анализа периодических движений, возни-
кающих в таких системах.

Значительное количество исследований посвящено вопросам оценки частот собственных ко-
лебаний и количества периодических решений многозвенных маятников. Например, в работе
[1] показано, что сумма обратных квадратов собственных частот многозвенного маятника с то-
чечными массами не зависит от распределения масс между звеньями. Некоторые оценки соб-
ственных частот многозвенных маятников с точечными и с распределенными массами даны
в [2].

В [3] получены условия, при которых для маятника с n звеньями, находящегося под действием
периодической возбуждающей силы с нулевым средним, существует не менее  периодических
решений, период которых равен периоду возбуждающей силы. В [4, 5] найдены аналогичные
условия для ситуации, когда возбуждение имеет ненулевое среднее. Вопросы устойчивости этих
решений не обсуждаются.

Достаточно большое число исследований посвящено управлению движением многозвенных
маятников и их стабилизации в перевернутом положении. Так, в [6] получены необходимые и
достаточные условия возможности стабилизации перевернутого положения многозвенного ма-
ятника (с точечными массами) периодической силой, приложенной в точке подвеса. В [7] пред-
ложен метод управления многозвенным маятником с распределенными массами, обеспечиваю-
щий приведение системы в любое заданное положение (в предположении, что управляющие мо-
менты приложены во всех шарнирах и ограничения на их величину отсутствуют). В [8–10]
рассмотрено ограниченное управление в виде обратной связи, позволяющее привести много-
звенный маятник в любое положение равновесия за конечное время с помощью только момента,
приложенного в точке подвеса (или к последнему звену) из начальных условий, которые нахо-
дятся вблизи этого равновесия.

1 Исследование выполнено при поддержке РНФ (грант № 22-29-00472).

2n

УДК 531.36

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ 
МОДЕЛИРОВАНИЕ



ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 2  2023

ОБ АВТОКОЛЕБАНИЯХ 141

Все перечисленные выше исследования посвящены маятниковым системам, движущимся в
поле силы тяжести (в том числе, при наличии управления). В то же время представляет интерес
изучить динамику многозвенных маятников, находящихся под действием сил другой природы.
В [11] изучаются регулярные и хаотические движения двойного маятника в поле силы тяжести и
магнитных сил. В [12] анализируется динамика многозвенного маятника, последнее звено кото-
рого может соударяться с опорой. При этом в ходе соударения выделяется упругая фаза, упруго-
пластическая фаза и фаза восстановления. В [13, 14] изучается динамика 2-звенного маятника
под действием следящей силы. Ряд работ (например, [15–17]) посвящен исследованию динами-
ки 1- и 2-звенных маятников, взаимодействующих с потоком среды.

Автоколебания многозвенных маятников, возникающие под действием внешних сил, обу-
славливают интерес к таким маятникам как к возможным виброгасителям. Так, в работе [18] рас-
сматриваются вопросы гашения колебаний зданий и сооружений (например, во время землетря-
сений) с помощью многозвенных точечных маятников. В частности, показано, что наиболее эф-
фективно гашение колебаний осуществляется в случае, когда число звеньев маятника больше 10.

Кроме того, многозвенные маятники изучаются и как потенциальные рабочие элементы
энергетических установок колебательного типа. В частности, в [19] в качестве портативного ис-
точника энергии рассматривается 2-звенный маятник, закрепленный на человеке. В [20] изуча-
ется возможность выработки энергии с помощью двойного маятника, связанного с вертикаль-
но-осевой ветротурбиной и взаимодействующего с постоянным магнитом. Следует отметить,
что в этой конфигурации маятник непосредственно с потоком не взаимодействует. В [21] обсуж-
дается применение 2-звенного аэродинамического маятника с пружиной в первом шарнире для
преобразования энергии потока. Отметим, что в [15] показано, что для 1-звенных маятников пе-
риодические режимы возникают в достаточно узком диапазоне параметров (причем в отсутствие
демпфирования, т.е. внешней нагрузки). Поэтому, по-видимому, использовать такие маятники
для преобразования энергии потока нецелесообразно.

В работе исследуется динамика аэродинамического маятника, состоящего из нескольких (не
менее двух) упругосоединенных звеньев, на последнем из которых закреплено крыло с симмет-
ричным профилем. Проводится численное исследование периодических режимов, возникаю-
щих в этой системе при разном количестве звеньев и разных значениях параметров системы. Да-
ются оценки выходной мощности, которая может быть получена с помощью таких колебаний.

1. Постановка задачи. Рассмотрим многозвенный аэродинамический маятник, состоящий из
 звеньев (рис. 1), причем . Все звенья, кроме последнего, одинаковы, и звено с номером 

( ) представляет собой невесомый стержень  длиной , в конце  которого находится
материальная точка массы . Последнее звено – стержень, на котором жестко закреплено кры-
ло с симметричным профилем (таким образом, что хорда крыла лежит на этом стержне). Будем
считать, что центр масс  этого звена также лежит на указанном стержне.

Первое звено шарнирно закреплено в точке  таким образом, что оно может свободно вра-
щаться вокруг неподвижной вертикальной оси . Соседние звенья маятника соединены друг
с другом шарнирами (их оси также будем считать вертикальными). Таким образом, маятник мо-
жет совершать колебания в горизонтальной плоскости.
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Рис. 1. Схема многозвенного аэродинамического маятника (вид сверху)
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Во всех шарнирах (кроме первого) установлены одинаковые спиральные пружины. Будем
считать, что каждая такая пружина находится в недеформированном состоянии, когда звенья,
смежные с соответствующим шарниром, образуют друг с другом развернутый угол.

Пусть система помещена в горизонтальный поток среды, скорость которого на бесконечно-
сти постоянна и равна V. Введем в горизонтальной плоскости неподвижную систему координат

, ось абсцисс которой направим вдоль скорости набегающего потока.
В работах [17, 21] рассматривались 2-звенные маятники с пружиной в первом шарнире. Тако-

му маятнику, вообще говоря, требуется дополнительное устройство, обеспечивающее поворот
всей конструкции в случае изменения направления скорости ветра. Отсутствие пружины в пер-
вом шарнире в многозвенном маятнике, рассматриваемом в настоящей статье, по-видимому,
позволяет обойтись без такого устройства.

В качестве обобщенных координат будем использовать углы , , между соответствую-
щими звеньями и осью абсцисс.

Запишем выражение для кинетической энергии системы:

Здесь введены следующие обозначения:  – масса последнего звена;  – радиус инерции
этого звена относительно его центра масс;  – величина скорости центра масс последнего
звена;  – величины скоростей центров масс соответствующих звеньев, которые определяются
следующими формулами:

Здесь  при  и , где l – расстояние от последнего шарнира до центра масс G
последнего звена.

Предположим, что поток действует только на крыло, и аэродинамическое воздействие сво-
дится к нормальной силе  и тангенциальной силе , приложенным в середине C хорды крыла,
а также к моменту  относительно этой точки. Нормальная сила направлена перпендикулярно
хорде, а тангенциальная – вдоль хорды (рис. 1). Для описания этих сил воспользуемся квазиста-
тическим подходом, в рамках которого их модули определяются по формулам

(1.1)

Здесь  – плотность воздуха,  – площадь крыла,  – длина хорды крыла,  – воздушная ско-
рость точки , т.е. скорость этой точки относительно набегающего потока,  – угол атаки, т.е.
угол между вектором  и хордой, , ,  – безразмерные коэффициенты нормальной силы,
тангенциальной силы и момента соответственно. Эти коэффициенты предполагаются завися-
щими только от угла атаки.

Нетрудно видеть, что величины воздушной скорости и угла атаки определяются следующими
соотношениями:

(1.2)

Здесь  при  и , где r – расстояние от последнего шарнира до середины
хорды крыла.

Для того чтобы промоделировать полезную нагрузку, прикладываемую к маятнику как к эле-
менту ветроэнергетической установки, введем в первом шарнире демпфирование с коэффици-
ентом . Такой способ описания полезной нагрузки использовался, в частности, в [22, 23]. В
дальнейшем при анализе динамики маятников с разным числом звеньев будем считать, что уве-
личение количества звеньев не влияет на изменение полной массы и длины маятника.
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Чтобы несколько упростить обозначения, выберем единицы измерения таким образом, что-
бы сделать равными единице следующие величины: суммарную массу всех звеньев, кроме по-
следнего, суммарную длину этих звеньев, а также коэффициенты жесткости спиральных пру-
жин, т.е.

(1.3)
Эта процедура фактически означает переход к безразмерным переменным.

С учетом вышесказанного уравнения движения системы можно записать в следующем виде:

(1.4)

где

Здесь  – символ Кронекера.
Обобщенные силы определяются следующими соотношениями:

где , h – коэффициенты демпфирования пружин между звеньями. Уравнения (1.4)
вместе с соотношениями (1.1) и (1.2) образуют замкнутую систему.

2. Положения равновесия. Для симметричного профиля  и .
Поэтому ясно, что система (1.4) имеет по крайней мере два положения равновесия: ϕ1 =

 = 0 и . Вообще говоря, при соответствующих значениях пара-
метров могут существовать и другие положения равновесия. Нетрудно показать, что положение,
в котором все звенья маятника ориентированы навстречу потоку, всегда неустойчиво.

Проанализируем устойчивость первого равновесия – положения “по потоку”. При этом нуж-
но заметить, что с точки зрения использования энергии потока асимптотическая устойчивость
является нежелательной.

Характеристический полином системы, линеаризованной вблизи этого положения равнове-
сия, можно записать в следующем виде:

(2.1)

где , , , причем

Здесь

Миноры Гурвица для характеристического полинома (2.1), очевидно, представляют собой
полиномы некоторой степени относительно параметров (в частности, r и ). Для 2- и 3-звенных
маятников нетрудно показать прямым вычислением, что в минорах Гурвица порядка  ко-
эффициенты при старшей степени  отрицательны, если скорость потока достаточно велика и
выполнено условие . Нужно отметить, что, как показывают статические экс-
перименты, для тонких профилей это неравенство заведомо выполняется для всех . Таким
образом, увеличение радиуса инерции последнего звена приводит к дестабилизации положения
равновесия. С другой стороны, коэффициенты при старших степенях r во всех минорах Гурвица
для указанных маятников оказываются положительными при всех физически осмысленных зна-
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чениях прочих параметров. Следовательно, если расстояние от последнего шарнира до середины
хорды крыла достаточно велико, то имеет место асимптотическая устойчивость.

На рис. 2 изображены границы областей неустойчивости равновесия “по потоку” на плоско-
сти параметров  для маятников с разным числом звеньев  при разных значениях скорости

 потока ( , 2.0, 2.5, 5, 10, 15). Области неустойчивости расположены ниже и правее соот-
ветствующих кривых. Расчеты проводились при следующих значениях параметров (в принятых
безразмерных единицах (1.3)):

(2.2)

Кроме того, предполагалось, что демпфирование в шарнирах отсутствует, т.е. .
Для аэродинамических характеристик были приняты зависимости из экспериментов [24],

проведенных для профиля NACA0012. При этом

.

Из рис. 2 видно, что увеличение  приводит к расширению области неустойчивости равнове-
сия “по потоку”, как и следовало ожидать. В частности, при достаточно большой скорости пото-
ка в случае, когда крыло расположено достаточно близко к шарниру (параметр r мал), неустой-
чивость имеет место при любых значениях радиуса инерции последнего звена.

Кроме того, область неустойчивости расширяется с увеличением числа звеньев. В частности,
с ростом  уменьшается величина скорости потока, при которой равновесие становится не-
устойчивым. Тем не менее, в области сравнительно больших значений r и  границы области
устойчивости для разных  оказываются достаточно близкими.

Интересно, что в области малых значений  значение , при котором происходит потеря
устойчивости, увеличивается с ростом , а при относительно больших  (в расчетах – близких
к 1) – несколько убывает. Учитывая, что на практике увеличение радиуса инерции последнего
звена может оказаться достаточно затруднительным, для расширения рабочего диапазона скоро-
стей (т.е. уменьшения критической скорости , при которой положение “по потоку” теряет
устойчивость) представляется целесообразным увеличивать число звеньев.

3. Периодические режимы. Исследуем периодические режимы, возникающие в системе при
различных значениях параметров. При расчетах будем использовать значения параметров (2.2),
а для радиуса инерции последнего звена примем . Будем варьировать величину скорости
потока, значение параметра , характеризующего нагрузку, а также количество звеньев.

В [17] уже для 2-звенного аэродинамического маятника с пружиной в первом шарнире было
показано, что в достаточно широком диапазоне параметров существуют два притягивающих пе-
риодических решения. Можно ожидать, что и для рассматриваемых конфигураций маятниковых
систем будет наблюдаться неединственность притягивающих периодических решений.

На рис. 3 изображены проекции периодических траекторий на плоскость  для 3- и
4-звенного маятника при нагрузке  и значениях безразмерной скорости потока 5 и 10.
Видно, что при некоторых значениях параметров в системе существуют три притягивающих пе-
риодических решения. Для 4-звенного маятника в случае, когда скорость , наблюдается
решение, несимметричное относительно начала координат. В силу симметрии системы суще-
ствует и другое решение, расположенное симметрично ему (оно не изображено на рис. 3). Таким
образом, в системе в этом случае имеется, по крайней мере, четыре притягивающие периодиче-
ские траектории. Вообще, при малых нагрузках несимметричные решения существуют для всех
рассмотренных маятников.

С точки зрения выработки энергии основной характеристикой периодических решений явля-
ется мощность , развиваемая системой на соответствующих режимах. Эта величина определя-
ется следующей формулой:

(3.1)

где  – период колебаний.
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Очевидно, что мощность  при . Из физических соображений ясно, что при 
развиваемая мощность также будет стремиться к нулю. Таким образом, для маятника с заданным
количеством звеньев при любой фиксированной скорости потока существует некоторое значение

= 0P χ = 0 χ → ∞

Рис. 2. Границы областей неустойчивости равновесия “по потоку” для маятников при разных значениях пара-
метров n и V
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, при котором достигается максимальная мощность. Эту мощность будем обозначать через
Pmax.

На рис. 4 приведены рассчитанные по формуле (3.1) зависимости мощности от коэффициен-
та нагрузки для маятников с разным числом звеньев и при различных значениях скорости пото-
ка. Крестиками обозначены данные расчетов, отвечающие 2-звенному маятнику, ромбиками –
3-звенному, косыми крестиками – 4-звенному, и квадратиками – 5-звенному.

Видно, что ситуация, когда в системе одновременно существуют несколько притягивающих
периодических решений с достаточно большой областью притяжения (позволяющей обнару-
жить такие решения при численном интегрировании), реализуется для всех рассмотренных ма-
ятников и в весьма широком диапазоне параметров.

Для 2-звенного маятника периодическое решение, на котором достигается максимальная
мощность, существует при нагрузках, не превышающих некоторого критического значения .
При  это решение исчезает, и остается только решение, на котором развиваемая мощность
мала (следует отметить, что оно существует при всех рассмотренных значениях ). При этом ве-
личина  оказывается достаточно близкой к значению , при котором достигается максимум
мощности. Такая ситуация имеет место при всех исследованных скоростях потока. Она пред-
ставляется нежелательной с практической точки зрения, поскольку незначительное увеличение
нагрузки (или снижение скорости потока) может привести к существенному падению мощно-
сти.

Для 3-звенного маятника при небольших значениях  имеет место аналогичная ситуация.
Однако с ростом скорости потока в области нагрузок, превышающих некоторое критическое
значение , появляется еще одно периодическое решение, на котором мощность достигает от-
носительно больших значений. При скоростях  существует некоторый интервал

, на котором наблюдается только решение с малой мощностью. При скорости 
этот интервал отсутствует, и то семейство решений, на котором реализуется значение Pmax,

χ = χm

χ 1c

χ > χ 1c
χ

χ 1c χm

V

χ 2c
≤ 7.5V

χ < χ < χ1 2c c = 10V

Рис. 3. Примеры периодических решений в проекции на плоскость  при 
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соответствующее данной скорости потока, имеется при всех рассмотренных значениях . В то
же время решение с малой мощностью наблюдается только при сравнительно малых величинах

 и исчезает с ростом нагрузки.
Для 4- и 5-звенных маятников ситуация оказывается сходной, но интервал значений , в ко-

тором наблюдается только решение с малой мощностью, исчезает уже при скорости .

Отметим, что величины  и  уменьшаются с ростом числа  звеньев. При достаточно
больших скоростях 4-звенный маятник выходит на режим с большей мощностью из окрестности
неустойчивого положения равновесия “по потоку”. В то же время 2-звенный маятник не выхо-
дит на такой режим из окрестности данного равновесия (для выхода требуется, чтобы начальный
угол отклонения звена с крылом был достаточно велик).

4. Регулирование выходной мощности. В рамках использования аэродинамического маятника
в качестве рабочего элемента ветроэнергетической установки представляется целесообразным,
чтобы, с одной стороны, развиваемая мощность была максимальной, а с другой стороны, чтобы
небольшие изменения параметров (скорости потока или нагрузки) не приводили к резкому па-
дению мощности.

Для достижения первой из этих целей необходимо соответствующим образом регулировать
нагрузку. Вообще, управление нагрузкой является одним из наиболее естественных способов
выхода на целевой режим функционирования ветроэнергетической установки (см. [25]). В то же
время достичь второй цели только путем регулирования параметра , разумеется, невозможно.

Проанализируем влияние числа звеньев, скорости потока и нагрузки на выходную мощность.
На рис. 5,а представлена зависимость величины Pmax от скорости потока для маятников с разным
числом звеньев, а на рис. 5,б – зависимость величины  от значения  для этих маятников.

С ростом скорости величина Pmax, как и следовало ожидать, монотонно растет. В то же время
ее зависимость от числа звеньев более сложная. Так, при относительно больших скоростях пото-
ка ( ) максимальная мощность монотонно убывает с ростом числа звеньев. А при значениях

, близких к , эта монотонность нарушается. В частности, при скорости  максималь-
ная мощность (при рассмотренных значениях ) наблюдается для 5-звенного маятника, при

 – для 3-звенного, а при  – для 4-звенного. Для 6-звенного маятника максимальная
мощность меньше, чем для маятников с меньшим числом звеньев (за исключением довольно уз-
кого интервала скоростей вблизи значения ).
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Рис. 4. Мощность, развиваемая на различных периодических режимах, в зависимости от нагрузки, количества
звеньев и скорости потока
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Нагрузка , при которой достигается максимальная мощность, также немонотонно зависит
от . Тем не менее, при достаточно больших значениях  величина  возрастает с ростом ско-
рости потока.

Чтобы оценить влияние “скачков” нагрузки и скорости на мощность, построим для разных
скоростей потока интервалы значений , на которых существует такой периодический режим,
что . На рис. 6 представлены эти интервалы для 2-звенного и 4-звенного маятников.
Крестиками обозначены значения  для соответствующих скоростей потока. Видно, при срав-
нительно больших скоростях потока для 4-звенного маятника диапазон нагрузки, в котором
мощность менее чем в 2 раза отличается от максимальной, значительно шире, чем для 2-звенного.

Следует отметить, что для 2-звенного маятника максимальная мощность достигается почти
на верхней границе этого диапазона. Это означает, что даже небольшое увеличение нагрузки или
уменьшение скорости приведут к серьезному падению мощности по сравнению с максималь-
ной. Более того, выход за верхнюю границу диапазона по  сопровождается исчезновением со-
ответствующего периодического режима, так что развиваемая мощность падает сразу в несколь-
ко раз. Этот эффект сохраняется во всем рассмотренном интервале скоростей.

Для 4-звенного маятника при небольших значениях  имеет место аналогичная ситуация.
Однако при  максимум мощности достигается вдали от границ диапазона по , так что
чувствительность к изменению нагрузки заметно снижается. Кроме того, как видно из рисунка,
при таких  уменьшается и чувствительность к падению скорости потока. Иными словами,
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Рис. 5. Зависимость максимальной мощности Pmax и соответствующей нагрузки  от скорости потока для ма-
ятников с разным числом звеньев
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величины  и/или  могут довольно сильно измениться, но при этом в системе будет существо-
вать периодическое решение с достаточно большой (для новой скорости потока) мощностью.

Таким образом, 2-звенный маятник позволяет (при надлежащем выборе нагрузки и, вообще
говоря, начальных условий) обеспечить максимальную мощность при фиксированной скорости
потока. Однако это требует достаточно точного регулирования нагрузки с учетом текущей ско-
рости потока. И если необходимо обеспечить возможность варьировать нагрузку в сравнительно
широких пределах в процессе эксплуатации установки, то предпочтительно использовать маят-
ник с числом звеньев .

Заключение. Проведено исследование динамики многозвенного аэродинамического маятни-
ка как рабочего элемента ветроэнергетической установки колебательного типа. Проанализиро-
вано влияние числа звеньев, скорости потока и нагрузки на выходную мощность. Показано, что
увеличение числа звеньев позволяет снизить критическую скорость потока, при которой в систе-
ме возникают автоколебания. Кроме того, установлено, что максимальная мощность в широком
диапазоне скоростей достигается для 2-звенного маятника. В то же время увеличение числа зве-
ньев дает возможность существенно расширить диапазон нагрузок, при которых маятник может
развивать достаточно большую мощность, и, в частности, обеспечивает эффективную работу
при больших значениях нагрузки.
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