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Рассматривается движение по шероховатой плоскости осесимметричного робота, управляе-
мого при помощи установленного на нем маховика. Предполагается, что корпус робота кон-
тактирует с плоскостью в трех точках, при этом в двух точках действует сила сухого анизо-
тропного трения, а в третьей трение изотропно. Строится управление внутренним махови-
ком, которое обеспечивает движение объекта в заданном направлении. Изучается
зависимость средней скорости центра масс робота от параметров системы.
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Введение. Изучение и создание новых типов устройств, которые приводятся в движение за
счет перемещения внутренних масс, представляет собой актуальную задачу. Подвижные элемен-
ты таких устройств не контактируют с внешней средой, что позволяет использовать эти аппара-
ты в агрессивных условиях.

Основы теории перемещения объектов с подвижными внутренними массами в различных
средах заложены в таких работах, как [1–3], при этом данные аппараты могут иметь как неизмен-
ную, так и переменную геометрию. Управление движением может производиться разными спо-
собами. Например, в работах [4–6] оно осуществляется с помощью ротора и материальной точ-
ки, движущейся по прямой, а также в [5–7] рассматривается управление телом при помощи ма-
териальной точки, перемещающейся в плоскости. Для аппаратов с подвижными внутренними
массами могут ставиться различные задачи управления, такие, как перемещение из заданного
исходного положения в заданное конечное положение [6, 7] или движение вдоль заданного на-
правления [8–10].

При перемещении роботов подобного типа по поверхности весьма существенное значение
представляют тип и количество опор, характер трения между опорами и поверхностью. В част-
ности, опоры с анизотропным трением могут способствовать формированию такого поля сил,
которое поддерживает направленное продвижение аппарата. В качестве примера, наглядно де-
монстрирующего данный эффект, можно привести задачу о движении саней Чаплыгина с по-
движным внутренним маховиком. В данном случае имеет место “предельная” степень анизотро-
пии трения в опоре, полностью исключающая наличие скорости опорной точки по одному из
направлений, связанных с корпусом объекта. Управление санями Чаплыгина при помощи внут-
реннего маховика рассмотрено в [11, 12]. Показано существование периодического режима про-
движения аппарата, безреверсного по отношению к целевому направлению, проведена аналогия
с перемещением похожего робота в жидкости, собран и протестирован макет. Качественные ди-
намические эффекты, возникающие в подобных неголономных системах (в частности, для са-
ней Чаплыгина с подвижными внутренними массами), описаны в [13, 14], при этом учитываются
сила и момент вязкого трения, приложенные в опорной точке.

При решении практических задач динамики робота, использующего анизотропию трения для
перемещения по поверхности, наиболее реалистичной представляется такая модель контакта,
которая допускает скольжение опор в произвольном направлении, но учитывает зависимость

1 Работа выполнена при поддержке Междисциплинарной научно-образовательной школы Московского университе-
та “Математические методы анализа сложных систем”.
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сухого трения в точке контакта от ориентации вектора скорости этой точки относительно систе-
мы координат, связанной с корпусом. Отметим, что анизотропия трения может быть связана со
структурой (геометрией) опоры (конек Чаплыгина моделирует предельный случай такой анизо-
тропии), а также может быть сформирована за счет целенаправленного изменения величины
нормальной реакции. Во втором случае управление нормальной реакцией может осуществлять-
ся за счет перемещения внутренних масс, как, например, в публикациях [15, 16].

Остановимся подробнее на случае анизотропии сухого трения, связанной с геометрией опор.
Робот с анизотропным сухим трением в одной опоре, управляемый внутренним маховиком, рас-
смотрен в [17]. При этом использована модель трения, предложенная в [18]. Описано влияние
смещения центра масс и частоты вынуждающего воздействия (управляющего момента, прило-
женного к маховику) на среднюю скорость движения. Отдельно обсуждается предельный пере-
ход к случаю робота с коньком Чаплыгина.

В работе представлен робот с твердотельным корпусом на трех опорах, в двух из которых дей-
ствует анизотропное сухое трение, описываемое моделью из [18]. Подобно статьям [11, 12, 17]
управление аппаратом осуществляется посредством внутреннего маховика. Новизна рассматри-
ваемой задачи обеспечивается наличием двух (а не одной) анизотропных опор, а также отличием
модели трения от большинства известных исследований аппаратов с неизменяемой внешней
геометрией, управляемых подвижными внутренними массами (аналогичное трение применено
в модели подобного робота только в [17]). Показывается возможность безреверсного по отноше-
нию к целевому направлению продвижения аппарата, исследуется зависимость средней скоро-
сти от параметров конструкции и закона управления. В частности, демонстрируется возмож-
ность увеличения средней скорости продвижения аппарата по сравнению со случаем одной ани-
зотропной опоры.

1. Постановка задачи. Рассматривается движение робота в горизонтальной плоскости. Корпус
робота имеет массу m1, центральный момент инерции  и симметричен относительно верти-
кальной плоскости, проходящей через прямую Sη, где S – центр масс. Корпус робота опирается
на неподвижную шероховатую плоскость тремя точками A, B и C. В системе отсчета Sξη, связан-
ной с корпусом, точки A, B и C имеют координаты (b, –a), (–b, –a), (0, c) соответственно (рис. 1).

Внутри корпуса установлен сбалансированный маховик с центром масс в точке S и проходя-
щей через него вертикальной осью собственного вращения;  – масса маховика, J2 – централь-
ный момент инерции. Маховик приводится в движение мотором, статор которого будем считать
частью корпуса робота.

Опишем движение рассматриваемого аппарата в неподвижных горизонтальных осях Oxy. По-
ложение робота в них задается координатами (X,Y) центра масс S, а также углом ϕ поворота кор-
пуса, который отсчитывается от положительного направления Ox до Sξ, и углом θ поворота ма-
ховика относительно корпуса робота.

В опорах A, B и C действуют силы сухого трения ,  и , а также силы нормальной реакции
,  и . Какие-либо другие внешние воздействия на робот отсутствуют. Трение в опорах
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Рис. 1. Робот на горизонтальной плоскости
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предполагается в общем случае анизотропным, соответствующая модель приведена в следую-
щем разделе статьи.

Запишем для системы твердых тел, состоящей из корпуса и маховика, второй закон Ньютона
в проекциях на оси Oxy, помимо этого и для корпуса, и для маховика используем закон измене-
ния кинетического момента относительно центра масс S:

(1.1)

Здесь  – угловая скорость корпуса робота,  – угловая скорость маховика относительно
корпуса, , , , , ,  – компоненты сил трения ,  и  соответственно, NA, NB,
NC – величины реакции опоры в точках A, B и С, g – величина ускорения свободного падения,
U – управляющий момент, приложенный к маховику, индекс z при векторном произведении
обозначает проекцию на вертикальную ось Oz, дополняющую оси Ox и Oy до правой ортогональ-
ной системы координат.

Управляющий момент U требуется выбрать таким образом, чтобы организовать определен-
ное движение робота. В качестве основной задачи управления будем рассматривать продвижение
робота в положительном направлении оси Oy, т. е. обеспечение установившегося движения ро-
бота, при котором средняя (по времени на большом промежутке времени) скорость центра масс
(а следовательно, и любой другой точки) имеет положительную проекцию на ось Oy, среднее от-
клонение центра масс от оси Oy является нулевым и скорости точек A, B и C не обращаются в
ноль.

По аналогии с другими робототехническими системами, управляемыми внутренним махови-
ком, будем строить момент U следующим образом [17, 19]:

(1.2)

Здесь  – частота вынуждающего воздействия, k1 – его амплитуда, k2 и k3 – коэффициенты об-
ратной связи, введенные для того, чтобы обеспечить нулевое значение среднего отклонения кур-
са от заданного направления, Umax и Umin – ограничения на управляющий момент.

2. Модель сил трения в опорах. Основное внимание в статье будет уделено случаю, когда тре-
ние в “передней” опоре С изотропно (шаровая опора), а трение в “задних” опорах A и B анизо-
тропно. Условно будем называть каждую опору с анизотропным сухим трением “коньком”. Для
объяснения такого выбора далее будет проведено сравнение указанного случая с вариантами, ко-
гда все три опоры шаровые и когда все три – коньки.

Итак, пусть в шаровой опоре C действует сухое изотропное кулоновское трение с коэффици-
ентом трения ε:

(2.1)

Здесь  – вектор скорости точки C,  – абсолютная величина скорости точки C. Значение нор-
мальной реакции в опоре вычисляется с учетом расположения трех опорных точек относительно
центра масс.

В точках A и B действует анизотропное сухое трение, при этом анизотропия связана со свой-
ствами опор, а не поверхности, по которой движется робот. Используем модель анизотропии
трения, предложенную в [18]. Аналогичная модель рассматривалась, например, в работах [20,
21]. Необходимо отметить, что широко распространены и различные иные модели анизотропно-
го трения, например [22, 23].
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Изложим применяемую далее модель. Для описания анизотропии в [18] введено понятие тен-
зора трения. В нашем случае считаем, что оси тензора трения для любого из коньков параллель-
ны осям Sξη. Тогда при движении конька вдоль направления Sξ или Sη сила трения описывается
классическим выражением для сухого кулоновского трения с коэффициентом трения μ или ε со-
ответственно. При движении в произвольном направлении проекции силы трения , i = {A, B},
на главные оси тензора трения Sξ, Sη определяются выражением

(2.2)

где ,  – компоненты скорости  соответствующей точки в системе координат Sξη,  – ве-
личина нормальной реакции в данной точке. Далее предполагаем, что μ > ε. Условно будем счи-
тать, что в каждой из точек A и B находится конек, лезвие которого параллельно оси Sη. Он мо-
жет представлять собой, например, полукруг, опирающийся на плоскость в одной точке.

Отметим, что коэффициент трения в шаровой опоре С равен меньшему из коэффициентов
трения, характеризующих конек. Иными словами, допускаем, что технические возможности
позволяют при создании робота реализовать в опоре относительно небольшой коэффициент
трения величины ε, однако в двух опорах коэффициент трения, отвечающий направлению Sξ,
намеренно увеличен (значительно) и составляет μ > ε.

Преобразуем теперь систему уравнений (1.1), описывающую движение корпуса. Она примет
вид:

(2.3)

Система (2.3) совместно с соотношениями (2.1) и (2.2) составит предмет дальнейших иссле-
дований.

3. Пример режима направленного продвижения. Рассмотрим модель со следующими значения-
ми геометрических и инерционных параметров: полная масса робота , момент
инерции корпуса робота  кг · м2, геометрические параметры , , c = 0.1 м.
Ускорение свободного падения полагаем равным , коэффициенты трения ε = 0.1
(в опоре C и вдоль каждого из коньков) и μ = 0.7 (поперек каждого из коньков).

Пусть коэффициенты в законе управления (1.2) принимают следующие значения:

при этом считаем, что величина управляющего момента ограничена значениями
, .

Такое управление обеспечивает движение робота вдоль направления Oy. На рис. 2 изображена
траектория движения центра масс робота на плоскости (X, Y) за время t = 60 c. В начальный мо-
мент времени робот находится в начале координат, при этом он ориентирован в сторону поло-
жительного направления оси Oy (ϕ = 0). Компоненты скорости в начальный момент времени

,  м/c, угловая скорость . Однако даже если изначально развернуть ро-
бот в сторону отрицательного направления оси Oy (ϕ = π) и задать ненулевую начальную ско-
рость в этом направлении, то управление при данных параметрах выведет его на движение в сто-
рону положительного направления Oy. Можно убедиться, что в описываемом случае среднии
затраты мощности на поддержание установившегося движения составляют примерно 0.14 Вт.
На рис. 3 показано изменение компонент скорости робота за время t = 60 c. Среднее значение
компоненты  на установившемся режиме движения равно нулю (рис. 3, а). Среднее значение
компоненты  на установившемся режиме движения составляет примерно 0.08 м/с, и при
этом она не меняет знак, т.е. такое движение безреверсное (рис. 3, б).

Приведенный пример демонстрирует, что выбранное управление при некотором наборе зна-
чений параметров системы (он может быть обеспечен на практике) действительно переводит си-
стему в режим движения, задача реализации которого была поставлена.

Fi

      += − Θ Θ = = =      +     

v

vv

ξ ξ 1 2

η η

μ 0 ( ), , , { , },
0 ε 2( )

i ii
i

i ii

F N m m gcN i A B
F a c

ξvi ηvi vi iN

( )
( )

( )

+ = ϕ − ϕ + ϕ − ϕ + ϕ − ϕ,
+ = ϕ + ϕ + ϕ + ϕ + ϕ + ϕ,

= − + + − + −






1 2 ξ η ξ η ξ η

1 2 ξ η ξ η ξ η

1 1 η ξ η ξ ξ

cos sin cos sin cos sin
sin cos sin cos sin cos
ω .

A A B B C C

A A B B C C

A A B B C

m m X F F F F F F
m m Y F F F F F F

J U bF aF bF aF cF

+ =1 2 0.5 кгm m
=1 0.002J = 0.1 мa = 0.1 мb

= 9.81 м/сg

−= = = − = 1
1 2 30.1 Нм, 0.01 Нм, 0.1 Н, κ 0.6 c ,k k k

= −min 0.1 НмU =max 0.1 НмU

=(0) 0X =(0) 0.01Y =ω(0) 0

( )X t
( )Y t



172

ИЗВЕСТИЯ РАН. ТЕОРИЯ И СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  № 4  2023

КЛИМИНА, ШАЛИМОВА

4. Параметрическое исследование установившихся режимов. На примере робота с геометриче-
скими и инерционными параметрами и управлением, рассмотренными в разд. 3, изучим влия-
ние различных параметров системы на среднюю скорость движения робота вдоль заданного на-
правления.

Сначала убедимся, что для увеличения скорости продвижения робота на установившемся ре-
жиме действительно целесообразно использовать комбинацию двух типов опор: шаровая перед-
няя опора и два конька. Предположим, что в отличие от основного изучаемого случая в точке C
трение анизотропно, т.е. в ней тоже находится конек. В этом случае управление, выбранное
в разд. 3, не будет обеспечивать желаемого движения.

Теперь предположим, что все три опоры изотропны. В этом случае при выбранных ранее па-
раметрах и управлении робот будет совершать движение в направлении прямой, параллельной

Рис. 2. Пример траектории центра масс робота на двух коньках и шаровой опоре
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Рис. 3. Пример зависимости компоненты скорости от времени: а – по оси OX, б – по оси OY
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оси Oy. Корректировка коэффициентов в законе управления выведет робот на желаемый устано-
вившийся режим, при этом значение средней скорости центра масс на установившемся движе-
нии будет в несколько раз меньше, чем в случае, когда две задние опоры анизотропны.

Рассмотрим теперь влияние разности коэффициентов трения поперек и вдоль коньков зад-
них опор на среднюю скорость продвижения робота. Такая зависимость представлена на рис. 4.
Передняя опора при этом предполагается шаровой, коэффициент трения в ней равен коэффи-
циенту трения вдоль конька ε = 0.1. Управляющий момент выбран таким же, как в разд. 3. Варьи-
руется коэффициент трения μ поперек конька. При разности μ−ε меньше 0.05 такое управление
не позволит реализовать желаемый установившийся режим (движение будет происходить вдоль
прямой, параллельной оси Oy), поэтому такие значения разности не рассматривались. Из рисун-
ка можно видеть, что средняя скорость возрастает с увеличением разницы между коэффициен-
тами трения. Иными словами, при фиксированном значении ε увеличение коэффициента тре-
ния μ поперек конька приводит к увеличению средней скорости центра масс на установившемся
режиме движения.

Посмотрим теперь, как будет меняться средняя скорость движения в зависимости от геомет-
рических параметров робота. Будем изменять расстояние  между центром масс S и отрезком AB,
соединяющим точки, в которых находятся коньки, при этом зафиксируем расстояние 2b = 0.2 м
между точками A и B и расстояние c = 0.1 м от центра масс S до точки C. Соответствующая зави-
симость средней скорости установившегося движения от расстояния a изображена на рис. 5, а.
При a = 0 (в случае, когда центр масс лежит на отрезке AB) и значениях a, близких к нулю, вы-
бранное управление не позволяет реализовать желаемый установившийся режим, поэтому эти
случаи выброшены из рассмотрения. Из рисунка можно видеть, что при заданных параметрах
максимум средней скорости достигается при  м, и он примерно равен 0.195 м/с.

Далее будем изменять расстояние b от точек A и B до оси симметрии корпуса робота, при этом
предположим, что расстояния a = 0.1 м и c = 0.1 м фиксированы. Зависимость средней скорости
установившегося движения от расстояния b показана на рис. 5, б. При заданных параметрах мак-
симум средней скорости, равный приблизительно 0.09 м/с, достигается при  м.

Теперь проварьируем расстояние с между опорой C и центром масс S. Расстояния a = 0.1 м и
b = 0.1 м при этом фиксированы. На рис. 5,в показана зависимость средней скорости установив-
шегося движения от расстояния c. При с = 0 (точка C совпадает с центром масс S) и значениях c,
близких к нулю, выбранное управление не позволяет реализовать желаемый установившийся ре-
жим, поэтому такие значения c не рассматривались. Максимум средней скорости при заданных
параметрах достигается при  м и равен примерно 0.09 м/с.

Можно видеть, что, хотя ни один из геометрических параметров, приведенных в перво-
начальном примере, не является оптимальным при фиксированных двух других, выбранные

a

≈* 0.06a

≈* 0.08b

≈* 0.06c

Рис. 4. Примеры зависимости средней скорости установившегося движения от разности коэффициентов тре-
ния поперек и вдоль конька
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значения обеспечивают безреверсное установившееся движение с достаточно хорошей величи-
ной средней скорости на нем.

Рассмотрим также влияние на среднюю скорость частоты вынуждающего воздействия. За-
фиксируем геометрические параметры , , коэффициенты управления

, ,  и будем варьировать величину b и частоту вынуждающего
воздействия . На рис. 6 изображены кривые зависимости средней скорости установившегося
движения от расстояния b от каждого из коньков A и B до оси симметрии корпуса робота при ча-

стотах  c–1 (штриховая линия),  (пунктирная линия),  (сплошная ли-
ния) и  c–1 (штрихпунктирная линия). Можно видеть, что при всех этих значениях макси-
мум по величине средней скорости достигается при ненулевом значении расстояния b, что ука-
зывает на целесообразность использования двух задних коньков, а не одного, как в случае
аппаратов, представленных в [11, 12].

= 0.1 мa = 0.1 мc
=1 0.1 Нмk =2 0.01 Нмk = −3 0.1 Нk

κ

κ = 0.3 −κ = 10.45 с −κ = 10.6 с
κ = 0.7

Рис. 5. Примеры зависимости средней скорости установившегося движения от геометрических параметров си-
стемы
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Также из рис. 6 видно, что при  и  для всех значений расстояния между

коньками средняя скорость направленного движения выше, чем при . Однако при за-
данных геометрических параметрах режимы, соответствующие управлению с такими вынужда-
ющими частотами, не будут безреверсными. Увеличение же частоты до  приведет к
снижению средней скорости направленного движения при всех значениях расстояния b.

Заключение. Рассмотрен осесимметричный робот, управляемый с помощью сбалансирован-
ного внутреннего маховика и контактирующий с опорной плоскостью в трех точках. В двух опо-
рах сухое трение анизотропно, в третьей – изотропно. Построена математическая модель такой
системы и продемонстрировано существование управления, обеспечивающего безреверсное
движение описанной системы в заданном направлении. Исследовано влияние анизотропии тре-
ния, геометрических параметров конструкции и частоты вынуждающего воздействия на движе-
ние робота.
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